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APÊNDICE A: 
Equações Governantes do Problema 

A.1. 
Equações que descrevem o Fluxo 

As equações que descrevem os fluxos na matriz e nas fraturas estão 

baseadas no conceito da continuidade da massa do fluido num volume de 

referência. A obtenção dessas equações é mostrada a seguir. 

 

A.1.1. 
Fluxo na Matriz 

Considere o volume de referência mostrado na Figura A1, com dimensões 

dx, dy e dz. Agora considere o fluxo de água acontecendo paralelamente ao eixo 

X do sistema de coordenadas mostrado na mesma figura, fluindo no sentido 

indicado pelas setas. Imagine que o fluxo ingressa no volume de referência pelo 

lado esquerdo e sai pelo lado direito. 

 

dx  

dy  

dz  

xqρ  
dx

x

q
q x

x
∂

∂
+

)(ρ
ρ  

X 

Z Y 

 
Figura A1. Volume de Referência no Meio Poroso. Fluxo Unidimensional 

 

A quantidade de massa do fluido que ingressa no volume é dada pela vazão 

específica xq  na direção X multiplicada pela massa específica do fluido. A vazão 

xq  representa o volume de fluido por unidade de área por unidade de tempo que 

ingressa pela face esquerda do volume de referência. O produto xqρ  representa 
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então o fluxo de massa do fluido que ingressa por unidade de área por unidade de 

tempo. No extremo direito do volume de referência, a quantidade de massa que 

sai, corresponde à massa que ingressou mais um termo adicional que reflete as 

mudanças dentro do volume de referência. Esse termo adicional pode significar 

acréscimo ou decréscimo na massa de fluido. Em termos matemáticos isto é 

representado através de um termo diferencial que reflete a variação da quantidade 

de massa ao longo da distância dx , e é representado simbolicamente pela 

expressão  dx
x

qx

∂

∂ρ
. O sinal da derivada indicará se a massa de fluido que sai é 

menor ou maior à massa de fluido que ingressou. Se considerarmos que o fluxo 

ocorre nas três direções do nosso sistema de coordenadas, o balanço no volume de 

referência terá as componentes mostradas na Figura A2. 
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Figura A2. Volume de Referência no Meio Poroso. Fluxo Tridimensional 

 

Neste caso existe fluxo de massa do fluido ingressando e saindo nas três 

direções do sistema de coordenadas. Por convenção define-se que o fluxo de 

massa que entra é positivo e o fluxo de massa que sai é negativo. Para realizar o 

balanço no volume de referência, simplesmente subtraímos os fluxos de massa 

que saem dos fluxos de massa que ingressam no sistema. A partir do balanço é 

obtida a quantidade de massa de fluido que entra ou sai do sistema por unidade de 

área por unidade de tempo. Bastará multiplicar esse valor pelas áreas e tempos 

correspondentes para obter a massa total de fluido que ingressou ou saiu do 
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sistema. O anteriormente anunciado é colocado em termos matemáticos no 

Quadro A1. 

 

Quadro A1. Equações do balanço de fluido no meio poroso 

Direção Fluxo1 

Entra  
Fluxo que Sai 1 Balanço 2 

(Fluxo entra-Fluxo sai) 

Massa que entra ou sai  3 
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dx
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1: massa por unidade de área por unidade de tempo 

2: massa por unidade de tempo 

3: massa (unidades de massa) 

 

A quantidade total de massa de fluido que entra ou sai do sistema num 

determinado intervalo de tempo dt  é dado pela Equação A1. 

dxdydzdt
z

q
dxdydzdt

y

q
dxdydzdt

x

q zyx

∂

∂
−

∂

∂
−

∂

∂
−

ρρρ
                                (A1) 

Como acima colocado, o termo diferencial reflete as mudanças que ocorrem 

dentro do volume de referência. A Equação A1 deverá ser numericamente igual à 

variação da massa que ocorre dentro do volume. Essa variação de massa pode ser 

expressa em termos matemáticos da seguinte forma: 

dt
t

M

∂

∂
                                                                                                       (A2) 

em que M é a massa e t, o tempo. A massa pode ser expressa em função do 

volume total (Vt) do volume de referência, da porosidade (n), do grau de saturação 

(Sw) e da massa específica (ρ) do fluido. A expressão resultante é, 

   dt
t

nVS tw

∂

∂ )(ρ
                                                                                         (A3) 

O volume total Vt resulta do produto dxdydz. Substituindo na Equação A3 

resulta, 

dxdydzdt
t

nSw

∂

∂ )(ρ
                                                                                    (A4) 
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Equacionando A1 e A4, a equação de continuidade resultante é, 

dxdydzdt
t

Sn
dxdydzdt
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q
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q

x

q zyx

∂
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                             (A5) 

No caso de se ter termos fontes (Q) definidos como volume de fluido 

injetado/retirado por volume unitário por tempo unitário, a equação de 

continuidade resultante é, 

dxdydzdt
t
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Se expandirmos no tempo o lado direito da equação (A6) obtém-se, 

dxdydzdt
t
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A parcela 
t∂

∂ρ
 corresponde à compressibilidade do fluido e pode ser 

expressa da maneira seguinte: 

t
g

t ∂

∂
=

∂

∂ ψ
βρ

ρ 2)(
                                                                                     (A8) 

onde β é o coeficiente de compressibilidade do fluido, g a gravidade e ψ a 

carga de pressão do fluido. 

A parcela 
t

n

∂

∂
 corresponde com a compressibilidade do meio poroso e pode 

ser expressa da maneira seguinte: 

t
g

t

n

∂

∂
=

∂

∂ ψ
αρ

)(
                                                                                        (A9) 

onde α é o coeficiente de compressibilidade do meio poroso. 

A parcela 
t

Sw

∂

∂
 corresponde à variação do grau de saturação no tempo, e se 

multiplicada pela porosidade pode ser expressa em termos do chamado  teor de 

umidade volumétrico (θ). O segundo termo do lado direito da Equação A7, pode 

ser escrito da seguinte forma. 

tt
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S
n ww
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)()(
                                                                (A10) 

Substituindo as expressões A8, A9 e A10 na Equação A7, obtém-se, 

dxdydzdt
t
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Arranjando termos, a Equação A11 é transformada para, 

dxdydzdtng
t

S
t
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               (A12) 

Onde o termo )( βαρ ng +  é chamado de coeficiente de armazenamento 

específico e tem unidades (L3 / L3 L), e representa o volume de fluido liberado por 

volume unitário do meio poroso por queda unitária na carga de pressão, e é 

normalmente representado pelo símbolo Ss. A Equação A12 modificada é, 

dxdydzdtS
t

S
t

dxdydzdt
t

nS
sw

w )(
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                              (A13) 

O lado esquerdo da Equação A5 pode incorporar as equações de movimento 

do fluido. A equação de Darcy é a que descreve o movimento de um fluido num 

meio poroso. A equação de Darcy é da forma seguinte: 

l

z
kql

∂

+∂
−=

)(ψ
                                                                                     (A14) 

onde ql representa a vazão específica do fluido (volume por unidade de área 

por unidade de tempo) na direção l, k corresponde à condutividade 

(permeabilidade) hidráulica saturada do  meio poroso, e 
l

z

∂

+∂ )(ψ
 representa  a 

variação ou gradiente da carga total ao longo do comprimento l. Novamente ψ 

representa a carga de pressão e z a carga de elevação. A permeabilidade é na 

realidade uma propriedade tensorial, e pode ser decomposta nas direções do 

sistema de coordenadas escolhido. No caso de um sistema de coordenadas 

tridimensionais com eixos XYZ, o tensor de permeabilidades é dado por: 
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xzxyxx
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                                                                                      (A15) 

Para o caso específico de fluxo na direção X, a vazão específica é dada pela 

Equação A16. 
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                              (A16) 

O fluxo na direção X é dado por três parcelas que dependem cada uma dos 

gradientes nas três direções dos eixos do sistema de coordenadas. A primeira 

parcela representa fisicamente o volume de água que é transmitido na direção X 

por causa da variação da carga nessa direção, a segunda parcela corresponde com 
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o volume de fluido transmitido na direção X por causa do gradiente na direção Y, 

e finalmente a terceira parcela corresponde com o volume de fluido transmitido na 

direção X por causa do gradiente na direção Z. As componentes do tensor de 

permeabilidade são interpretadas fisicamente como a facilidade com que o fluido 

é transmitido numa direção por conta da variação do gradiente numa direção 

determinada. Assim kxx representa a facilidade com que o fluido é transmitido na 

direção X por conta do gradiente na direção X, e para kxy  e  kxz a interpretação 

física é, a facilidade de o fluido ser deslocado na direção X por causa dos 

gradientes nas direções Y e Z, respectivamente. Resumindo, os fluxos nas três 

direções do sistema de coordenadas XYZ são: 
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Empregando a notação indicial, as Equações A17, A18 e A19 podem ser 

expressas da seguinte forma: 
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                                                                               (A20) 

onde i,j =1,2,3, sendo 1=X,2=Y,3=Z, e xj=X,Y,Z dependendo do valor de j. 

Para se considerar o efeito da não saturação no meio poroso, o tensor de 

permeabilidade Kij é multiplicado pelo valor Krw que representa a função de 

permeabilidade relativa cujo valor varia entre zero e um dependendo do grau de 

saturação. Desta forma a Equação A20 é modificada para 
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Colocando as Equações A13 e A20 na Equação A6, obtém-se a equação 

diferencial governante do fluxo num meio poroso (contínuo) tridimensional. 

dxdydzdtS
t

S
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(A22) 
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Simplificando termos e considerando que a massa específica não varia no 

espaço, tem-se: 

t
SS

t
Q

x

z
kk
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sw
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ijrw

i ∂
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+

∂

∂
=±

∂
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∂

∂ ψθψ
)

)(
(                                             (A23) 

Esta é a equação diferencial referida no Capitulo 4. No caso de considerar o 

valor de Ss igual a zero, a Equação A23 se reduz à clássica equação de Richards. 

 

 

A.1.2. 
Fluxo na Fratura 

A equação de continuidade do fluido na fratura é obtida empregando o 

mesmo raciocínio utilizado para o meio poroso. Neste caso, a fratura é modelada 

como duas placas paralelas separadas por uma distância denominada abertura e 

simbolizada como 2b. Na Figura A3 mostra-se o volume de referência da fratura e 

o sistema de coordenadas empregado. Neste caso o fluxo na direção Y está 

representado pelos valores qn/I+ e qn/I-, que correspondem com as vazões 

específicas que ingressam ou saem do volume de referência (provenientes da 

matriz) através dos planos I+ e I-. 

No Quadro A2 são definidas as parcelas de fluxo para cada direção. No caso 

da direção Y, só é considerada a quantidade de fluido que ingressa no volume.  

De maneira similar ao problema do meio poroso, a massa de fluido dentro 

da fratura é representada a partir da porosidade e do grau de saturação ( fn , wfS ).  

 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321281/CA



Apêndice A: Equações Governantes do Problema 170 

 

dx  

b2  
dz  

fxqρ   
dx

x

q
q

fx

fx
∂

∂
+

ρ
ρ  

X 

Z 
Y 

fzqρ   

dz
z

q
q

fz

fz
∂

∂
+

ρ
ρ  

I+ 

I- 

+
In

q
/

 

−−
In

q
/

 

 
Figura A3. Volume de Referência na Fratura. Fluxo Tridimensional 

 

Quadro A2. Equações do balanço de fluido na fratura 

Direção Fluxo que Entra 1 Fluxo que Sai 1 Balanço 2  

(Fluxo entra-Fluxo sai) 

Massa que entra ou sai 3,4 
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∂
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∂

∂
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ρ
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ρ

 
dxdzdt

z

qb fz

∂

∂
−

ρ2
 

1: massa por unidade de área por unidade de tempo 

2: massa por unidade de tempo 

3: massa (unidade de massa) 

4: a abertura 2b foi incorporada dentro da variação diferencial do fluxo 

 

 

Na equação A24 se apresenta a equação de continuidade da massa de fluido 

resultante para a fratura. Nessa equação também são considerados termos fontes 

fQ , definidos como volume de fluido injetado por volume unitário da fratura por 

tempo. 
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dxdzdt
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Desenvolvendo o lado direito da Equação A24, obtém-se uma expressão 

similar à Equação A12.  Isto é mostrado na Equação A25. 
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Neste caso, o valor do armazenamento específico é dado pela expressão 

βρgS sf =  que resulta da consideração da fratura indeformável e com porosidade 

unitária ( 1=fn , e 0=fα ). A Equação A25 é reduzida para, 

dxdzdt
t
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Os termos fxq e fzq  da Equação A24 podem ser expressos a partir da Lei de 

Darcy. Neste trabalho de tese considera-se que para a fratura são aplicáveis os 

conceitos de capilaridade e meio continuo. A mesma expressão da Equação A21 

pode ser empregada para determinar os fluxos nas direções X e Z. No caso da 

fratura, o tensor de permeabilidade terá quatro componentes como mostradas na 

Equação A27. 
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Incorporando a Equação A21 na Equação A24 e considerando que  i,j =1,2, 

sendo 1=X,2=Z, e xj=X,Z dependendo do valor de j, obtém-se a equação do 

balanço de massa para a fratura, 
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Simplificando termos e considerando que a massa específica não varia no 

espaço, obtém-se: 
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No caso da fratura, a permeabilidade saturada pode ser calculada a partir de 

chamada lei cúbica, que no caso de placas paralelas é expressa da seguinte forma: 

µ
ρ

12

)2( 2
b

gk f =                                                                                         (A30) 

onde µ  corresponde à viscosidade do fluido. 

A Equação A29 é a mesma apresentada no Capítulo 4 para descrever o fluxo 

na fratura. Pode–se notar também que a Equação A29 pode ser vista como um 

caso particular da Equação A23. Se considerarmos em A29 a abertura unitária 

( 12 =b ) e trocarmos o valor do armazenamento específico da fratura pelo valor 

do meio poroso, obter-se-ia o caso particular de A23 para fluxo bidimensional de 

um meio poroso. Esta é uma propriedade importante porque permite empregar os 

algoritmos computacionais do fluxo na fratura, para representar também o fluxo 

bidimensional no meio poroso. 

 

 

A.2. 
Equações que descrevem o transporte de vírus 

As equações que descrevem o transporte de vírus na matriz e nas fraturas 

estão baseadas no conceito da continuidade da quantidade de vírus num volume 

de referência. As deduções dessas equações são mostradas a seguir. 

 

A.2.1. 
Transporte na Matriz 

Considere o volume de referência mostrado na Figura A4, com dimensões 

dx, dy e dz. Agora considere o fluxo acontecendo paralelamente ao eixo X do 

sistema de coordenadas mostrado na mesma figura, e no sentido indicado pelas 

setas. Imagine que o fluxo ingressa no volume de referência pelo lado esquerdo e 

sai pelo lado direito. 
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Figura A4. Volume de Referência no meio poroso. Transporte Unidimensional 

 

A quantidade de vírus que ingressa no volume é dada pelo transporte 

advectivo e pelo transporte dispersivo. O transporte advectivo é dado pela vazão 

específica  xq  na direção X multiplicada pela concentração dos vírus no fluido 

(número de vírus por volume unitário de fluido). O produto cqx  representa a 

quantidade de vírus que ingressa por unidade de área por unidade de tempo. O 

transporte dispersivo é dado pela Lei de Fick e representado simbolicamente como 

x

c
Dx

∂

∂
−θ , onde Dx [L2/T] corresponde à dispersão dos vírus no fluido e 

x

c

∂

∂
 à 

variação da concentração na direção X. O valor θ corresponde com o teor de 

umidade volumétrico. No extremo direito do volume de referência, a quantidade 

de massa que sai corresponde à massa que ingressou mais um termo adicional que 

reflete as mudanças dentro do volume de referência. Esse termo adicional pode 

significar acréscimo ou decréscimo da quantidade de vírus. Em termos 

matemáticos isto é representado através de um termo diferencial que reflete a 

variação da quantidade de vírus ao longo da distância dx, e representado 

simbolicamente pela expressão dx
x

c
Dcq

x
xx )(

∂

∂
−

∂

∂
θ . O sinal da derivada indicará 

se a quantidade de vírus que sai é menor ou maior à quantidade que ingressou. Se 

considerarmos que o fluxo ocorre nas três direções do nosso sistema de 

coordenadas, o balanço no volume de referência terá as componentes mostradas 

na Figura A5. 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321281/CA



Apêndice A: Equações Governantes do Problema 174 

 

dx  

dy  

dz  x

c
Dcq xx

∂

∂
−θ   

dxDcq
xx

c
Dcq xxxx )( θθ −

∂

∂
+

∂

∂
−  

X 

Z Y 

z

c
Dcq zz

∂

∂
−θ  

y

c
Dcq yy

∂

∂
−θ

  

dy
y

c
Dcq

yy

c
Dcq yyyy )(

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
− θθ  

dz
z

c
Dcq

zz

c
Dcq zzzz )(

∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
− θθ  

 
Figura A5. Volume de Referência no Meio Poroso. Transporte Tridimensional 

 

Neste caso existe fluxo de vírus ingressando e saindo nas três direções. Por 

convenção define-se que a quantidade de vírus que entra é positiva e a que sai é 

negativa. Para realizar o balanço de massa no volume de referência ,simplesmente 

subtraem-se os fluxos que saem dos fluxos que ingressam no sistema. Bastará 

multiplicar esse valor pelas áreas e tempos correspondentes para obter a 

quantidade total de vírus que ingressou ou saiu do sistema. O anunciado 

anteriormente é colocado em termos matemáticos no Quadro A3. 
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Quadro A3. Equações do balanço dos vírus na matriz porosa. 

Direção Fluxo1  

que Entra 

Fluxo que Sai 1 Balanço 2 

(Fluxo entra-Fluxo sai) 
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1: número de vírus por unidade de área por unidade de tempo 

2: número de vírus por unidade de tempo 

3: número de vírus  

 

Desta maneira, a quantidade total de vírus que entra ou sai do sistema num 

determinado intervalo de tempo dt, é dado pela Equação A31. 
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(A31) 

Se considerarmos o caráter tensorial da dispersão, teremos que essa 

propriedade pode ser escrita em termos matriciais nas componentes do sistema de 

coordenadas. Para o caso tridimensional são nove as componentes do tensor, 

como mostrados na Equação A32. 
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Empregando a notação indicial, a Equação A31pode ser escrita da seguinte 

forma, 
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As concentrações dos vírus dentro do volume de referência podem ser 

expressas em relação ao estado em que estes se encontram, isto é, em suspensão 

na fase líquida, sorvidos nas superfícies sólidas, retidos nos poros menores ou 

sorvidos na interface água-ar. As concentrações são mostradas a seguir.  

 

Concentração na fase .... Concentração expressa como: 

 Número de vírus por... 

Símbolo 

Líquida Volume unitário de fluido C 

Sólida em sorção em equilíbrio Unidade de massa do sólido Seq 

Sólida em sorção dinâmica Unidade de massa do sólido Sdin 

Poros menores por filtração 

mecânica 

Unidade de massa do sólido Sstr
1 

Interface água-ar Área unitária da interface água- 

ar 

Γ 

1: do inglês straining 

 

Se considerarmos adicionalmente que existe inativação de vírus nas 

diferentes fases acima mencionadas, é possível se definir uma expressão para 

quantificar o número total de vírus que são inativados. Essa expressão é mostrada 

na Equação A34.  

dxdydzdtASSSCdxdydzdtQ awawstrstrbdindinbeqeqbl )( µµρµρµρµθµ Γ++++=

         (A34) 

Onde µQ  representa a soma de todas as parcelas da inativação, bρ  [M/L3] a 

massa específica do meio poroso seco (bulk density), awA  [L2/L3] a área da 

interface água-ar por volume unitário do meio poroso, e os coeficientes de 

inativação [1/T] para cada  fase são: awstrdineql µµµµµ ,,, , . 
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A variação do número de vírus dentro do volume de referência pode ser 

expressa a partir das concentrações em cada fase, como mostrado na Equação 

A35. 

dxdydzdt
t

A

t

S

t

S

t

S

t

C awstrbdinbeqb )
)()()()()(

(
∂

Γ∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂ ρρρθ
         (A35) 

Acoplando as Equações A33, A34 e A35 obtém-se a equação de 

continuidade para os vírus no volume de referência. A equação resultante é: 

dxdydzdtQcq
x

c
D

x

dxdydzdt
t

A

t

S

t

S

t

S

t

C

i

j

ij

i

awstrbdinbeqb

])([

]
)()()()()(

[

µθ

ρρρθ

−−
∂

∂

∂

∂

=
∂

Γ∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

∂

       (A36) 

onde µQ  é dado pela Equação A34.  

Adicionalmente, para complementar a descrição do transporte dos vírus, se 

faz necessária a determinação das equações diferenciais auxiliares que descrevem 

as concentrações nas fases sorvidas e filtradas. 

A concentração sorvida em equilíbrio é descrita por uma relação linear 

como mostrado na equação A37. 

CKS deq =                                                                                              (A37) 

A variação da concentração sorvida dinamicamente nas superfícies dos 

sólidos é dada pela diferença entre as quantidades dos vírus que são retirados da 

fase líquida, menos as quantidades que são liberadas da fase sólida e menos a 

inativação dos vírus sorvidos. Simbolicamente o balanço de massa se expressa da 

seguinte forma: 

dxdydzdtSKSCKdxdydzdt
t

S
dinbdinbdinattatt

dinb )(
)(

det µρρψθ
ρ

−−=
∂

∂
   (A38) 

onde Katt [1/T] representa o coeficiente de sorção dinâmico, ψatt o 

coeficiente adimensional de correção da área disponível para a sorção, e Kdet [1/T] 

o coeficiente de desorção. 

A variação da concentração filtrada mecanicamente é dada pela diferença 

entre as quantidades de vírus que são retirados da fase líquida (filtrados pelos 

poros menores) menos as quantidades inativadas dos vírus filtrados. 

Simbolicamente, o balanço de massa se expressa da seguinte forma: 
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dxdydzdtSCKdxdydzdt
t

S
strstrbstrstr

strb )(
)(

µρψθ
ρ

−=
∂

∂
                        (A39) 

onde Kstr [1/T] representa o coeficiente de filtração e ψstr o coeficiente 

adimensional que representa a variação da filtração na distância a partir do ponto 

de injeção. 

A variação da concentração sorvida na interface água-ar é dada pela 

diferença entre as quantidades de vírus que são retirados da fase líquida (retidos 

na interface), menos as quantidades que são liberadas e menos as quantidades de 

vírus inativados nessa interface. Simbolicamente o balanço de massa se expressa 

da seguinte forma: 

dxdydzdtAKACKdxdydzdt
t

A
awawdawawawaw

aw )(
)(

µψθ Γ−Γ−=
∂

Γ∂
        (A40) 

onde Kaw e Kdaw [1/T] representam os coeficientes de sorção e desorção 

dinâmicos na interface água-ar, e ψaw o coeficiente adimensional de correção da 

área disponível para a sorção. 

Desta forma, o conjunto das Equações A36, A37, A38, A39 e A40 

representa o sistema de equações que descrevem o transporte de vírus num meio 

poroso tridimensional. 

 

A.2.2. 
Transporte na Fratura 

A equação de continuidade dos vírus na fratura é obtida empregando o 

mesmo raciocínio utilizado para o meio poroso. Neste caso, a fratura é modelada 

como duas placas paralelas separadas por uma distância denominada abertura e 

simbolizada como 2b. Na Figura A6 mostra-se o volume de referência da fratura e 

o sistema de coordenadas empregado. Neste caso o fluxo na direção Y está 

representado pelos valores +Ω
In /

e −Ω
In /

que correspondem com os fluxos de 

vírus que ingressam ou saem do volume de referência (provenientes da matriz) 

através dos planos I+ e I-. 
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Figura A6. Volume de Referência na Fratura. Transporte Tridimensional 

 

Neste caso existe fluxo de vírus ingressando e saindo nas três direções. Por 

convenção define-se que a quantidade de vírus que entra é positiva e a que sai é 

negativa. Para realizar o balanço de massa no volume de referência, simplesmente 

subtraem-se os fluxos que saem dos fluxos que ingressam. Com isto, é obtida a 

quantidade de vírus que entra ou sai do sistema por unidade de área por unidade 

de tempo. Bastará multiplicar esse valor pelas áreas e tempo correspondentes para 

obter a quantidade total de vírus que ingressou ou saiu do sistema. O anunciado 

anteriormente é colocado em termos matemáticos no Quadro A4. Nesse quadro 

são definidas as parcelas de fluxo de vírus para cada direção, e no caso da direção 

Y só é considerada a quantidade de vírus que ingressa no sistema. 
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Quadro A4. Equações do balanço dos vírus na fratura. 

Direção Fluxo  

que Entra 1 

Fluxo  que Sai 1 Balanço 2  

(Fluxo entra-Fluxo sai) 

Vírus que entra ou sai 3 
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x

c
D
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x
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∂

∂
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bdxdzdt

z

c
Dzcq

z
z

2

)(
∂

∂
−

∂

∂
− θ

 

1: número de vírus por unidade de área por unidade de tempo 

2: número de vírus por unidade de tempo 

3: número de vírus  

 

A quantidade total de vírus que entra ou sai do sistema num determinado 

intervalo de tempo dt é dada pela Equação A41. 

dxdzdt
z

c
Dcq

zx

c
Dcq
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InInzzxx 
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))()((2 θθ   (A41) 

Se considerarmos o caráter tensorial da dispersão, essa propriedade pode ser 

escrita em termos matriciais nas componentes do sistema de coordenadas. Para o 

caso de uma fratura são quatro as componentes do tensor, como mostrado na 

Equação A42. 

 








zzzx

xzxx

DD

DD
                                                                                            (A42) 

Empregando a notação indicial, a equação A41 pode ser escrita da seguinte 

forma: 

dxdzdtcq
x

c
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x
b

InInffi

j

f

fij
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Ω−Ω+−

∂

∂

∂

∂
−+ //

)(2 θ                                (A43) 

com i,j=1,2, e o subíndice f refere-se à fratura. 
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As concentrações dos vírus dentro do volume de referência podem ser 

expressas em relação ao estado em que estes se encontram. Os vírus podem ser 

encontrados nas seguintes formas: em suspensão na fase líquida, sorvidos nas 

superfícies da fratura, retidos nos poros menores (isto representaria o caso de 

abertura variável), ou sorvidos na interface água-ar. As concentrações são 

mostradas a seguir.  

 

Concentração na fase .... Concentração expressa como: 

 número de vírus por... 

Símbolo 

Líquida Volume unitário de fluido Cf 

Sólida em sorção em equilíbrio Área unitária da fratura Seqf 

Sólida em sorção dinâmica Área unitária da fratura Sdinf 

Poros menores por filtração 

mecânica 

Área unitária  da fratura Sstrf
1 

Interface água-ar Área unitária da interface  

água-ar 

Γf 

1: do inglês straining 

 

Se considerarmos adicionalmente que existe inativação dos vírus nas 

diferentes fases acima mencionadas, é possível se definir uma expressão para 

quantificar o número total de vírus inativados. Essa expressão é mostrada na 

Equação A44.  

dxdzdtAASASASCb

dxdzdtbQ

awffawfstrfsstrffdinsfdineqfseqflff

f

)(2

2

µµµµµθ

µ

Γ++++

=
 

(A44) 

onde fQµ  representa a soma de todas as parcelas da inativação, sA  a área 

das superfícies sólidas por volume unitário da fratura (no caso de placas paralelas 

b
As 2

2
= ), awfA  a área da interface água-ar por volume unitário da fratura, e os 

coeficientes de inativação [1/T] para cada fase são: awfstrffdineqflf µµµµµ ,,,, . 

A variação do número de vírus dentro do volume de referência pode ser 

expressa a partir das concentrações em cada fase, como mostrado na Equação 

A45. 
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Acoplando as equações A43, A44 e A45, obtém-se a equação de 

continuidade para os vírus no volume de referência. A equação resultante é: 
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(A46) 

onde fbQµ2 é dado pela Equação A44.  

Adicionalmente, para complementar a descrição do transporte de vírus, se 

faz necessária à determinação das equações diferenciais auxiliares que descrevem 

a variação da concentração nas fases sorvidas e filtradas. 

A concentração sorvida em equilíbrio é descrita por uma relação linear 

como mostrado na equação A47. 

fdfeqf CKS =                                                                                           (A47) 

No caso da fratura, o coeficiente dfK  é definido como o coeficiente de 

distribuição na fratura com unidades [L3 / L2 ]. 

A variação da concentração sorvida dinamicamente nas superfícies da 

fratura é dada pela diferença entre as quantidades de vírus que são retirados da 

fase líquida, menos as quantidades liberadas das superfícies e menos a inativação 

dos vírus sorvidos. Simbolicamente o balanço de massa se expressa da seguinte 

forma, 

dxdzdtASKASKCbdxdzdt
t

SA
b

fdinsfdinfsfdinattfattff

fdins
)(2

)(
2 det µψθ −−=

∂

∂

         (A48) 

onde Kattf [1/T] representa o coeficiente de sorção dinâmico, ψattf o 

coeficiente adimensional de correção da área disponível para a sorção e Kdetf [1/T] 

o coeficiente de desorção dinâmico. 

A variação da concentração filtrada mecanicamente é dada pela diferença 

entre as quantidades de vírus que são retirados da fase líquida (filtrados pelos 
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poros menores) menos as quantidades inativadas dos vírus filtrados. 

Simbolicamente, o balanço de massa se expressa da seguinte forma: 

dxdzdtSAKCbdxdzdt
t

SA
b strfstrfsstrfstrff

strfs )(2
)(

2 µψθ −=
∂

∂
                (A49) 

onde Kstr [1/T] representa o coeficiente de filtração, e ψstr o coeficiente 

adimensional que representa a variação da filtração na distância a  aprtir do ponto 

de injeção. 

A variação da concentração sorvida na interface água-ar é dada pela 

diferença entre as quantidades de vírus que são retirados da fase líquida (retidos 

na interface), menos as quantidades liberadas e menos as quantidades de vírus 

inativados nessa interface. Simbolicamente o balanço de massa se expressa da 

seguinte forma, 

dxdzdtAKAKCbdxdzdt
t

A
b awffawfdawffawfawfawff

fawf )(2
)(

2 µψθ Γ−Γ−=
∂

Γ∂
           

(A50) 

onde Kawf e Kdawf [1/T] representam os coeficientes de sorção e desorção 

dinâmicos na interface água-ar, e ψawf o coeficiente adimensional de correção da 

área disponível para a sorção. 

Desta forma, o conjunto das equações A46, A47, A48, A49 e A50 

representa o sistema de equações que descrevem o transporte de vírus numa 

fratura tridimensional, e são as mesmas apresentadas no Capítulo 4. 
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APÊNDICE B: 
Método dos Volumes Finitos (MVF) 

B.1. 
Generalidades do MVF 

  

As equações diferenciais podem ser resolvidas através de métodos analíticos 

ou através de métodos numéricos. A aplicação dos métodos analíticos permite 

obter a solução exata da equação. Porém, a aplicação dessas técnicas está restrita a 

geometrias simples e condições de contorno também simples. Os métodos 

numéricos por outro lado, fornecem soluções aproximadas das equações 

diferenciais, mas permitem a resolução de problemas com geometrias e condições 

de contorno mais complexas. A utilidade das soluções analíticas está na validação 

matemática das soluções numéricas e na análise dos problemas de baixa 

complexidade. 

Os métodos numéricos tradicionalmente empregados na engenharia são: 

Método das Diferenças Finitas, Método dos Elementos Finitos e Método dos 

Volumes Finitos. A diferença entre eles está na maneira como o domínio do 

problema é discretizado. Existe ampla literatura sobre os diferentes métodos, e 

neste apêndice será descrito de maneira geral o Método dos Volumes Finitos 

(MVF) também conhecido como Método do Volume de Controle (MVC). 

A idéia básica do MVF é descrita a seguir (baseado em Patankar, 1980): 

sobre o domínio do problema é construída inicialmente uma malha de nós que 

definem os pontos nos quais os valores da solução numérica são obtidos. O 

domínio do problema é a seguir dividido num determinado número de volumes de 

controle não sobrepostos, de maneira tal que cada volume de controle esteja 

localizado ao redor de cada nó da malha. A equação diferencial é integrada sobre 

cada volume de controle de maneira tal que o princípio de conservação seja 

garantido dentro do volume. Desta forma, o balanço da quantidade física sob 

estudo (seja, massa, quantidades de movimento, energia) é satisfeito de maneira 

exata individualmente para cada volume e portanto para todo o domínio. 
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Em dependência da maneira como os volumes de controle são construídos, 

três variantes do MVF são reconhecidas (como explica Maliska, 2004). 

 

- Método Baseado em coordenadas curvilíneas (boundary-fitted coordinates 

ou body-fitted): este método utiliza o sistema de coordenadas para definir a forma 

do volume de controle. Neste caso o sistema de coordenadas coincide com a 

fronteira do domínio e os contornos dos volumes de controle coincidem com 

linhas de isovalores das coordenadas. 

 

- Método Baseado em Elementos: Neste caso os volumes de controle são 

construídos a partir de elementos que discretizam o domínio, sejam triângulos, 

tetraedros, etc. Os contornos do volume de controle neste caso podem ser 

irregulares e não necessariamente serem paralelos aos eixos do sistema de 

coordenadas. 

 

-Métodos Baseados em Diagramas de Voronoi: Neste caso os volumes de 

controle são construídos a partir de uma triangulação de Delaunay. 

 

Nesta pesquisa foi empregado o Método baseado em Elementos. Este 

método é também conhecido na literatura como Volumes Finitos baseados em 

Elementos (element-based Finite Volume Methods) e também como  Elementos 

Finitos Baseados no Volume de Controle (Control Volume-based Finite Element 

Methods). A associação com o MEF surge porque os volumes de controle são 

construídos a partir das malhas de elementos finitos, e especialmente porque os 

dois métodos empregam as mesmas funções de interpolação (exceção à 

interpolação dos termos advectivos). Isto é, a variação espacial da variável 

primária é descrita pelas funções de interpolação de cada elemento, e 

adicionalmente os contornos do volume de controle são definidos a partir da 

geometria dos elementos finitos. Quando o valor da variável primária é 

armazenado no centróide do elemento finito (ou célula de discretização) se diz 

que o esquema de discretização é baseado na célula (cell-based or cell centered 

scheme), neste caso o elemento finito é o próprio volume de controle. Quando o 

valor da variável primária é armazenado no nó, se diz que o esquema é baseado no 

nó ou no vértice (vertex-based or vertex centered scheme). Nesta pesquisa, o 
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esquema empregado foi baseado no vértice. Na Figura B1 se apresentam os 

esquemas mencionados. 

 

 
Figura B1. Esquema de armazenamento (modificado de Barth T. e Ohlberger, 2004) 

 

Assim, o esquema a seguir descrito corresponde ao Método dos Volumes 

Finitos Baseado em Elementos empregando o esquema baseado no vértice.  

Na Figura B2 é mostrado um domínio retangular discretizado em nove nós 

unidos por oito elementos triangulares. Na mesma figura é mostrada uma zona 

sombreada que representa o volume de controle para o nó 1. Esse volume de 

controle é construído a partir da soma das parcelas em cada elemento 

(subvolumes). A construção do volume de controle pode ser feita de diferentes 

maneiras. Nesta pesquisa, para problemas bidimensionais o domínio foi 

discretizado com elementos triangulares de três nós. Os volumes de controle 

foram construídos a partir da união do baricentro de cada triângulo com os pontos 

médios dos segmentos que definem o contorno do elemento. No caso de 

problemas tridimensionais foram empregados tetraedros de quatro nós para 

discretizar o domínio. Os volumes de controle foram construídos, de maneira 

similar, unindo o baricentro do tetraedro com os baricentros dos triângulos que 

definem o contorno do elemento. Nas Figuras C1 e D1 dos Apêndices C e D são 

mostrados os volumes de controle construídos para cada tipo de elemento.  

O valor da variável primária armazenada no nó é considerado como o valor 

representativo de todo o volume de controle. No caso da Figura B2, o valor 

armazenado no nó 1 será o valor representativo de toda a zona sombreada. 
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Figura B2. Volume de Controle e subvolumes de controle para o nó 1. 

 

Quando aplicado um método numérico, a equação governante do problema 

é substituída por um sistema de equações que aproximam a solução exata (isto é, 

se obterá um sistema de equações discretizadas). Essas equações discretizadas 

devem manter a conservação da quantidade física sob estudo (vale ressaltar que 

essa quantidade não é necessariamente a variável primária). Essas equações 

aproximadas podem ser obtidas de duas maneiras: 

 

� Realizar diretamente o balanço da quantidade sob estudo para cada 

volume de controle.  

 

� Integrar a equação governante no volume de controle. Esta 

integração é realizada para cada volume de controle de maneira 

independente. Por este motivo, esta integração é normalmente 

classificada como sendo um método de resíduos ponderados, onde o 

valor da função peso tem valor unitário naquele volume de controle 

e valor zero nos outros volumes. Para cada volume de controle é 

montada uma equação aproximada que responde à integração 

naquele volume. Isto implica que a integral do resíduo naquele 

volume é nula, isto é, a equação resultante deve manter a 

conservação da quantidade física sob estudo. Para manter a 

conservação ou continuidade, a equação diferencial do problema 
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deve ser integrada empregando o teorema do divergente. Esta 

maneira de aproximar as equações discretizadas é também 

conhecida como Método de Colocação por Subdomínio. Em alguns 

livros de texto esta forma de integração é colocada como um 

método alternativo de integração em Elementos Finitos (Huyakorn e 

Pinder, 1983).  

 

Nesta pesquisa, as equações discretizadas foram construídas a partir da 

utilização do método de integração ponderada. A aplicação do método é 

demonstrada a seguir para um problema simples, empregando a discretização da 

Figura B2. 

Considere a Equação B1 que representa o fluxo de água bidimensional em 

estado permanente em condição saturada. 
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a integração do resíduo ponderado desta equação é, 
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onde W1 é  a função de ponderação com valor igual a um no volume de 

integração e zero nos outros volumes. O valor A é a área resultante de um volume 

com espessura unitária V=1*A. A Equação B2 é transformada para: 
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A partir de (B3) observa-se que a integral da equação do problema deve ser 

zero, isto é, a continuidade deve ser garantida naquele volume de integração. 

Aplicando o teorema do divergente em (B3), obtém-se uma nova integral que leva 

em conta as direções dos fluxos. 
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onde S representa a área do contorno do volume de controle (no caso da 

Figura B2, o comprimento dos segmentos de reta que definem o contorno do 

volume de controle do nó 1) e nx e ny as componentes do vetor normal para fora 

do domínio aplicado em cada segmento do contorno do volume. A Equação B4 
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não é outra coisa que a determinação dos fluxos através do contorno do volume, 

com sinal dado pelo vetor normal. Esse sinal indica se o fluxo é para dentro ou 

para fora do volume. 

Se aplicarmos (B4) para obter a equação discretizada no volume de controle 

do nó 1 da Figura B2, resulta uma equação em termos dos valores das cargas 

nodais dos nós 1 até 9.  A forma genérica desta equação 1 é mostrada a seguir: 

998877665544332211 hGhGhGhGhGhGhGhGhG +++++++=            (B5) 

Os valores G são fatores numéricos resultantes da integração. Neste 

apêndice não é mostrada a maneira de obter os valores de G em B5. A aplicação 

da integração com o MVF é mostrada em detalhe nos Apêndices C, D, E e F. Essa 

integração consiste basicamente na determinação das quantidades de fluido que 

são transferidas entres os volumes de controle. No caso do exemplo da Figura B2, 

é a transferência de fluido entre o volume do nó 1 e os volumes de controle dos 

nós 2 até 9. As grandezas h em B5 correspondem aos valores da variável primária 

(carga). 

A Equação B5 deve respeitar as quatro regras básicas do MVF. Essas quatro 

regras básicas são descritas em Patankar (1980) e reproduzidas a seguir. 

 

Regra 1: Consistência dos Fluxos nas Interfaces: Os fluxos através das faces 

compartilhadas por volumes de controle adjacentes devem estar representados 

pela mesma expressão nas equações discretizadas. O sentido físico desta regra é 

claro. Os valores dos fluxos que atravessam as faces devem ser os mesmos.  

Matematicamente isto significa que as funções que descrevem as variações no 

espaço da variável primária dentro dos volumes de controle adjacentes, devem ter 

o mesmo valor na interface, isto é, representadas pela mesma equação. 

 

Regra 2: Coeficientes Positivos: Como mostrado em (B5), o valor da 

variável primária no nó 1 é aproximado a partir da combinação dos valores nos 

nós em conectividade com ele. O sinal dos coeficientes G (na Equação B5) deve 

responder ao sentido físico do problema. Nos problemas de fluxo e transporte, a 

informação é transmitida entre os nós através dos processos advectivos e 

dispersivos. Em presença dos efeitos puramente dispersivos, a informação do nó 1 

é transmitida em todas as direções, isto é, para todos os nós com os quais tem 
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contato. Desta forma, um aumento no valor da concentração (por exemplo) no nó 

1 induz um aumento na concentração nos nós vizinhos. Se G1 for positivo, então 

G2 a G9 também devem ser positivos. No caso de efeitos advectivos, se 

considerarmos que na Figura B1 existe um fluxo horizontal da esquerda para a 

direita, a informação do nó 1 poderá ser transmitida apenas ao nó de número 2. 

Isto é, um acréscimo na concentração em 1 significa um acréscimo na 

concentração em 2. Se G1 for positivo então G2 deve ser positivo. Do anterior 

resulta claro que o sinal dos coeficientes na Equação B5 reflete os efeitos do 

fenômeno físico. Os coeficientes G1 a G9 devem ter o mesmo sinal. Se 

escolhermos uma discretização que gere sinais positivos, então a regra pode ser 

escrita da seguinte maneira: Todos os coeficientes (G1 e os seus vizinhos Gn) 

devem ser sempre positivos. O contrário é também válido para sinais negativos. 

 

Regra 3: Somatório dos Coeficientes Vizinhos: Na ausência de termos 

fontes, a soma dos coeficientes deve respeitar:  

∑
=

=
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2
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nGG                                                                                                 (B6) 

alternativamente, 
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2 =
∑
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G

G
n

n

                                                                                                (B7) 

Sendo que o valor da variável primária no nó 1 é obtido a partir da 

ponderação dos valores nos nós vizinhos, o valor G1 deve ser igual à soma das 

contribuições individuais de cada nó. Outra maneira de explicar isto é supor que o 

valor da variável primária em todos os nós vizinhos é igual, então na ausência de 

termos fontes o valor no nó 1 deverá ser o mesmo dos vizinhos (Patankar,1980).  

Esta regra não é respeitada quando são incorporados termos fontes linearizados 

com coeficiente positivo, como mostrado na Regra 4. 

 

Regra 4: Linearização do Termo Fonte com Coeficiente Negativo: No MVF 

quando considerados termos fontes, é prática comum a linearização em função do 

valor da variável primária. Em alguns problemas o termo fonte depende 

fisicamente de variável primária. No MVF essa linearização é feita para diminuir 
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a possibilidade da divergência e melhorar a convergência da solução. Seja Q um 

termo fonte na Equação B1, a linearização pode ser colocada da maneira seguinte: 

 1hQQQ pc +=                                                                                           (B8) 

onde Qc e Qp são constantes. Incorporando (B8) em (B5), a equação 

resultante é: 

lQhGhGhGhGhGhGhGhGhG c∆++++++++= 99887766554433221
'
1                           

(B9) 

onde l∆  é um fator geométrico que considera a área de atuação da fonte, e 

lQGG p∆−= 1
'
1 . 

Resulta claro que ∑
=

≠
9

2

'
1

n

nGG , quer dizer, a Equação B9 não cumpre com a 

Regra 3. Apesar de (B9) estar corretamente colocada do ponto de vista 

matemático, pode apresentar problemas na realidade física do problema. Se a 

constante Qp aumentar de valor tal que '
1G  seja negativo, a Regra 2 será quebrada. 

Para manter a consistência física do problema, a constante Qp deve ser mantida 

negativa. Com isto, '
1G  mantém o mesmo sinal que  G2 a G9. A Regra 4 pode ser 

escrita da seguinte forma: quando um termo fonte for linearizado na forma 

1hQQQ pc += , o coeficiente Qp dever ser sempre mantido negativo ou igual a 

zero. 

 

B.2. 
Interpolação e Fluxos nas Interfaces 

Para a construção das equações discretizadas, é necessária a determinação 

dos fluxos nas faces dos volumes de controle. Os fluxos nas interfaces são funções 

dos gradientes da variável primária e dos valores dos parâmetros do material. 

Esses valores são armazenados nos nós, devendo serem calculados nas interfaces 

a partir da interpolação dos valores nodais. Desta forma, nas interfaces dos 

volumes de controle são determinados os gradientes e as propriedades de 

transmissão representativas daquela interface, por exemplo, permeabilidade, 

dispersão, velocidade, etc. Para determinar os valores das interfaces, é necessário 

definir a maneira como os valores da variável variam no espaço. Quer dizer, 

precisamos definir um perfil da variação desta variável no espaço. Para a 
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determinação das propriedades do material na interface será necessário ponderar 

os valores desta propriedade. 

O perfil da variação no espaço da variável é obtido a partir de uma função 

de interpolação. Existem diferentes tipos de função de interpolação. O tipo de 

função a ser empregado dependerá da variante do método do volume de controle 

que esteja sendo utilizada. Maliska (2004) apresenta uma descrição bastante 

completa dos diferentes tipos de interpolação disponíveis no método das 

coordenadas curvilíneas, para problema 1D, 2D e3D. Uma aplicação da 

interpolação nos diagramas de Voronoi pode ser estudada em Maliska (2004). 

Uma publicação disponível na internet, embora com uma terminologia mais 

matemática, é a apresentada por Mishev(_) para diagramas de Voronoi. 

Nesta pesquisa foi usado o Método Baseado em Elementos. Neste método, a 

interpolação da variável primária é definida para cada elemento. Isto é, dentro de 

cada elemento pode ser empregada uma função de interpolação diferente. Neste 

trabalho de tese, foram empregadas as mesmas funções de interpolação para todos 

os elementos. Para representar as variações nas cargas de pressão e nas 

concentrações nos termos dispersivos, foram empregadas funções de interpolação 

linear para obter os valores nas interfaces dos volumes de controle. Para 

representar as concentrações nos termos advectivos da equação, foi utilizada uma 

função de interpolação exponencial, descrita em detalhe no Apêndice H. Esta 

função de interpolação tem sido empregada em problemas de fluxo bidimensional 

com resultados satisfatórios (Abbassi et al, 2003). 

 

As propriedades nas interfaces são importantes para se obter uma 

discretização adequada. Sendo que a interface entre dois volumes de controle 

corresponde ao contato entre dois materiais com propriedades diferentes, é 

necessário também se definir a maneira como essa propriedade é calculada na 

interface. Existem basicamente três maneiras de se obter esse valor, através da 

média harmônica, da média linear (variação linear entre os nós vizinhos) e através 

da média integrada (no caso da propriedade depender da variável primária, a 

propriedade é integrada considerando a variação da variável primária no espaço). 

Neste trabalho de pesquisa optou-se por manter as mesmas funções de 

interpolação lineares acima mencionadas, e foram integradas ao longo do 

contorno do volume de controle. Desta forma, os valores no contorno resultam da 
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integração da interpolação a partir dos valores nodais. Comparações de resultados 

empregando diferentes tipos de ponderação podem ser vistas em Brunone et al 

(2003) e Sasic et al (2004). 

 

B.3. 
Condições de Contorno 

Para o método centrado no vértice, as bordas do domínio do problema 

também coincidem com o contorno dos volumes de controle nelas localizados. As 

faces dos volumes de controle localizadas no contorno do domínio são tratadas da 

mesma maneira como são tratadas as outras faces localizadas dentro do domínio. 

Se o valor do fluxo no contorno é conhecido, basta somar esse valor à equação 

discretizada, da mesma forma como é tratado no MEF. Quando esse valor de 

fluxo não é conhecido, então uma discretização desse fluxo em termos dos valores 

nodais deverá ser adicionada à equação discretizada. Portanto condições tipo 

Dirichlet, Neuman, Superfície Livre ou Cauchy são facilmente incorporadas na 

formulação. Nos Apêndices C, D, E e F é mostrado o detalhe da incorporação das 

condições de contorno nos problemas de fluxo e transporte. 
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APÊNDICE C: 
Solução Numérica – Equação de Fluxo na Matriz 

A equação que descreve o fluxo de água na matriz foi descrita no Apêndice 

A. Neste Apêndice C é mostrada a solução numérica através do Método dos 

Volumes Finitos (MVF). A equação governante a ser resolvida é, 
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Os índices i, j variam de 1 a 3, e indicam as direções x1,x2 e x3 do sistema de 

coordenadas. 

 

C.1. 
Construção do Volume de Controle 

Para a discretização espacial do domínio das matrizes porosas foram 

empregados elementos tetraédricos. A construção dos volumes de controle foi 

feita a partir da geometria dos tetraedros. Nas Figuras C1 e C2 é apresentado o 

contorno do subvolume de controle para o nó i. O contorno é definido por planos 

internos localizados dentro do elemento e por planos externos localizados na 

superfície do elemento. 

Os planos internos foram denominados Sij, Sik e Sil. O plano Sij é delimitado 

pelos pontos (a,b,e,g), o plano Sik pelos pontos (b,c,f,g) e o plano Sil pelos pontos 

(d,e,f,g).   

Os pontos (a), (c), e (d) correspondem com o centro dos segmentos 

____________

NójNói − , 
____________

NókNói −  e 
____________

NólNói − , respectivamente. Os pontos (e) e (f) 

correspondem com o baricentro dos triângulos Nóijl e Nóikl, respectivamente. O 

ponto (g) corresponde com o baricentro do tetraedro. 

Os planos externos foram denominados S1, S2 e S3. O plano S1 é delimitado 

pelos pontos (Nói,a,b,c), o plano S2 pelos pontos (Nói,c,d,f) e o plano S3 pelos 

pontos (Nói,a,d,e), como mostrado na Figura C2. 
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Nas Figuras C1 e C2 são também mostradas as componentes dos vetores 

normais para cada plano. 

 

 

Nó i 

Nó j 

Nó k 

Nó l 

n1 sij 

n2 sij 
n3 sij 

n2 sik 
n3 sik 

n1 sik 

n1 sil 

n2 sil n3 sil 

Sik 

Sil 

Sij 
x1 

x2 

x3 

(b) 

(a) 

(d) 

(c) 

(f) 

(e) 

(g) 

 
Figura C1. Subvolume de controle para o nó i, planos internos. 
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Nó k 

Nó l 

n1 s2 

n2 s2 n3 s2 

S1 

S3 

S2 

x1 

x2 

x3 

n1 s1 

n2 s1 
n3 s1 

n1 s3 

n2 s3 n3 s3 

(a) 

(b) 

(d) 

(c) 

(e) 
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(f) 

 
Figura C2. Subvolume de controle para o nó i, planos externos. 
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C.2. 
Discretização Espacial 

A variante do MVF empregada nesta tese é a baseada no vértice. A seguir é 

mostrada a integração da Equação C1 no subvolume do nó i das Figuras C1 e C2. 

 

A integração ponderada da Equação C1 é colocada da seguinte forma: 
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W1 é a função de ponderação com valor igual a 1. Resulta então, 
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Empregando o teorema do divergente, e as componentes dos vetores 

normais mostrados na Figura C1, a integral anterior é transformada para, 

[ ]

[

[

[ 0))((

))((

))((

)(

=+
∂

∂

++
∂

∂

++
∂

∂

+
∂

∂
+

∂

∂
−±

∫

∫

∫

∫

ilisil

j

ijrw

Sil

ikisik

j

ijrw

Sik

ijisij

j

ijrw

Sij

sw

V

dsnz
x

kk

dsnz
x

kk

dsnz
x

kk

dV
t

SS
t

Q

ψ

ψ

ψ

ψθ

                                                         (C4) 

 Considerando que a carga total pode ser definida em qualquer ponto dentro 

do elemento a partir de interpolação linear dos valores nodais, obtém-se a seguinte 

expressão: 

)( '
mmmt zNzh +≈+= ψψ                                                                        (C5) 

Onde )( '
mm z+ψ  representam os valores das cargas de pressão e de elevação 

nos pontos nodais, e a variável Nm, o valor da função de interpolação. Empregando 

C5, a equação C4 é transformada para 
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Integrando C6 e colocando o resultado na forma matricial, obtém-se a 

discretização espacial para os planos internos do subvolume de controle do nó i. 
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(Observação: a partir deste ponto os índices i,j,k, são associados aos nós i,j, 

k do elemento e não mais ao sistema de coordenadas). 

As componentes de C7 são detalhadas a seguir. 
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onde i indica nó i,  VE  volume do elemento, Sw saturação e Ss 

armazenamento específico. 
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(C11) 

 

[ ]'''''
lkjim ψψψψψ =                                                                         (C12) 

 

[ ]lkjim zzzzz =                                                                            (C13) 

 

Os valores Sn em C11 representam as áreas dos planos internos. O subíndice 

n assume valores n =1 no plano ij,  n = 2 no plano ik,  e n = 3 no plano il. O 

símbolo sn, quando usado como subíndice em C11, refere-se aos valores relativos 

ao plano Sn correspondente. 

As constantes bi, bj, bk, bl, ci, cj,, ck, cl, di, dj,, dk, e dl   em C11, correspondem às 

derivadas das funções de interpolação de cada nó em relação ao sistema de 

coordenadas. Esses valores são obtidos da seguinte forma: 
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(C14) 

 

Os valores x1i, x1j, x1k, x1l, x2i, x2j, x2k, x2l, x3i, x3j, x3k e x3l em C14, 

representam as coordenadas dos pontos nodais, no sistema de coordenadas. 

Os símbolos 
nSK11 , 

nSK12 , 
nSK13 ,

nSK 21 , 
nSK 22 , 

nSK 23 , 
nSK31 , 

nSK32 , 
nSK33 , em C11, representam os valores da condutividade hidráulica nos 

planos internos. Os valores são obtidos a partir da integração da interpolação 

nodal em cada plano, como colocado na Equação C15. 

( ) n

S

llkkjjiiS dsNkmnNkmnNkmnNkmnkmn

n

n ∫ +++=                           (C15) 

Onde m e n assumen valores 1, 2 e 3 para representar as componentes do 

tensor de permeabilidade. A integração resultante para cada plano é: 

)(
36

5
)(

36

13
lkjiSij kmnkmnkmnkmnkmn +++=                                     (C16) 

)(
36

5
)(

36

13
ljkiSik kmnkmnkmnkmnkmn +++=                                     (C17) 

)(
36

5
)(

36

13
jkliSil kmnkmnkmnkmnkmn +++=                                     (C18) 
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As permeabilidades kmni, kmnj, kmnk e kmnl representam os valores para 

cada nó. Esses valores são obtidos da seguinte forma. 

kmnTensorkrwksatkmn nónónó =                                                               (C20) 

O valor kmnTensor  corresponde ao valor da componente do tensor de 

anisotropia, e incorpora o efeito da transformação das coordenadas. O tensor de 

anisotropia no caso 3D é obtido da seguinte forma:  

13133121221111111 aaKaaKaaKTensork ++=                                            (C21) 

23233222221212122 aaKaaKaaKTensork ++=                                         (C22) 

33333232321313133 aaKaaKaaKTensork ++=                                          (C23) 

23133221221211112 aaKaaKaaKTensork ++=                                           (C24) 

33133231221311113 aaKaaKaaKTensork ++=                                           (C25) 

33233232221312123 aaKaaKaaKTensork ++=                                          (C26) 

TensorkTensork 1221 =                                                                           (C27) 

TensorkTensork 1331 =                                                                           (C28) 

TensorkTensork 2332 =                                                                          (C29) 

Os valores apq indicam o cosseno do ângulo entre a direção principal do 

tensor de anisotropia (p) e o sistema global de coordenadas (q). Os valores K1 , K2  

e K3 são as componentes do tensor principal de anisotropia. 

Os valores Ksatnó e Krwnó correspondem às permeabilidades saturada e 

relativa, respectivamente. Eles são avaliados para cada subvolume de controle.  

 

C.3. 
Efeito do Contorno 

Quando os planos externos do subvolume de controle coincidem com os 

contornos do domínio do problema, os efeitos dos fluxos nesses contornos devem 

ser incorporados na equação discretizada do subvolume sob integração. Na Figura 

C2 são mostrados os planos externos que podem coincidir com o contorno do 

domínio do problema. Os efeitos dos fluxos nesses planos são incorporados na 

Equação C7. 

 

 

Existem duas possibilidades em relação ao fluxo no contorno: 
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- se o fluxo é conhecido, então basta acrescentar ao lado direito da Equação 

C7 uma parcela devida a esse fluxo. Essa parcela é dada pela Equação C30. 

332211 SQSQSQq sssc ++=                                                                      (C30) 

onde Qs1, Qs2, e Qs3 representam as vazões por unidade de área por unidade 

de tempo (que entram ou saem do domínio), e S1 , S2 e S3 as áreas dos planos do 

contorno. A Equação C30 corresponde à condição de contorno do tipo Neuman. 

 

- se o fluxo não for conhecido é o contorno corresponder com uma face de 

fluxo livre, então essa parcela do fluxo deverá ser acrescentada na Equação C7. 

Os planos no contorno são integrados da seguinte forma. 
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j
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S

ψ

ψ

ψ

                                                 (C31) 

(Observação: nesta equação particularmente, os subíndices i, j referem-se ao 

sistema de coordenadas e não aos nós). 

Assim a integral resultante é, 

)( '
mmc zA +ψ                                                                                           (C32) 

onde: 
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(C33) 

 

Os valores Sn em C33 representam as áreas dos planos externos. O subíndice 

n assume valores 1, 2 e 3. O símbolo sn, quando usado como subíndice em C33, 

refere-se aos valores relativos ao plano Sn correspondente. 

Os valores da permeabilidade nos planos externos são obtidos por 

integração, de maneira similar ao tratamento dos planos internos. Os valores 

resultantes são mostrados a seguir.  

)(
36

7
)(

18

11
1 kjiS kmnkmnkmnkmn ++=                                                  (C34) 

)(
36

7
)(

18

11
2 kliS kmnkmnkmnkmn ++=                                                  (C35) 

)(
36

7
)(

18

11
3 ljiS kmnkmnkmnkmn ++=                                                  (C36) 

A Equação C32 e C33 corresponde à condição de contorno do tipo 

superfície livre. 
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C.4. 
Equação Resultante da Discretização Espacial 

A equação resultante da discretização espacial para o subvolume de controle 

do nó i é: 

mccmmc zAAqQAA
t

F
t

F )()( '
21 +++=+−

∂

∂
+

∂

∂
ψ

ψθ
                       (C37) 

A matriz Ac só precisará ser avaliada quando algum plano externo coincidir 

com o contorno do domínio do problema.  

 

C.5. 
Discretização Temporal 

Para realizar a integração no tempo, as derivadas temporais em C37 são 

substituídas por aproximações em diferenças finitas. Neste trabalho, a integração 

temporal é feita através da formulação totalmente implícita. Isto é, a integração é 

feita no final do passo de tempo. 

A integração do termo contendo o teor de umidade volumétrico na Equação 

C37 é feita através do método de Célia et al (1990). Esse termo pode ser escrito da 

seguinte forma: 

t
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++ )()()( 1
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1
1

1
1

1
11

θθψψθθθ
                     (C38) 

onde t+1 e t  indicam passo de tempo atual e prévio (alternativamente, final 

e início do passo de tempo) respectivamente, e k+1 e k, iterações atual e prévia no 

método iterativo de Picard (Modificado), e C é a capacidade específica do solo. 

O termo contendo o armazenamento específico na Equação C37 é 

discretizado da seguinte forma. 

t
F

t
F t

k

t

∆

−
=

∂

∂ +
+ )( 1

1
22

ψψψ
                                                                          (C39) 

Somando C38 e C39 obtém-se 

t
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k
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∆
−

∆

−
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∆
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∆
+ ++

+
+ ψθθψψ

2
1

1
1

1

1
1

21

)(
)(                                (C40) 

Incorporando C40 em C37 e simplificando termos, obtém-se então a 

equação discretizada final para o subvolume de controle do nó i. 
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Na Equação C41, os valores C, 1
1
+

+
k

tψ , k

t 1+ψ , tψ , k

t 1+θ , tθ  são grandezas 

relativas ao nó i, isto é, a formulação é condensada. 

Para completar a integração do volume de controle do nó i, é feito o 

somatório das parcelas de cada subvolume de controle para todos os elementos 

(NE) aos quais ele pertence. Esse somatório é mostrado a seguir. 
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             (C42) 

Os vetores '
meψ , mez  contêm os valores nodais das cargas de pressão e 

elevação, respectivamente, do nó i e de todos aqueles nós em conectividade com 

ele.  

A Equação C42 é aplicada para cada nó dentro do domínio. Desta maneira é 

obtido o sistema de equações a ser resolvido. 
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APÊNDICE D: 
Solução Numérica – Equação de Fluxo na Fratura 

A equação que descreve o fluxo de água na fratura foi descrita no Apêndice 

A. Neste Apêndice D é mostrada a solução numérica através do Método dos 

Volumes Finitos (MVF). A equação governante a ser resolvida é 

)(22)
)(

2( //
t

SS
t

bbQqq
x

z
kbk

x

f

sfwffInIn

j

ff

ijfrwf

i ∂

∂
+

∂

∂
=±−+

∂

+∂

∂

∂
−+

ψθψ
                  

(D1) 

O índice f refere-se à fratura, e os contadores i, j assumem valores 1 e 2 e 

indicam as direções x1 e x2.  

 

D.1. 
Construção do Volume de Controle 

Cada fratura foi modelada geometricamente como um plano no espaço 

tridimensional de coordenadas. Esses planos foram discretizados nesta tese a 

partir de elementos triangulares. Os nós destes elementos constituem pontos no 

espaço com coordenadas x,y e z. Para resolver a Equação D1 no plano da fratura 

(isto é, num sistema bidimensional), foi feita uma transformação de coordenadas 

do espaço tridimensional para o espaço do plano da fratura. Para realizar esta 

transformação foram definidos es eixos x1 e x2 do plano. Esses eixos foram 

definidos da seguinte maneira: o eixo x1 se fez coincidir com o rumo da fratura e 

foi sempre mantido no plano xy do espaço tridimensional de coordenadas, e o 

eixo x2 foi obtido através do produto vetorial entre o vetor normal ao plano e o 

eixo x1.  

Os volumes de controle para cada nó foram construídos a partir dos 

elementos triangulares no sistema bidimensional. Na Figura D1 é mostrado um 

plano discretizado em quatro elementos triangulares e seis nós (apenas mostrados 

os nós i, j, k e 2). Nessa mesma figura é mostrada uma área sombreada que 

representa o volume de controle do nó i. Esse volume de controle está formado 

pela união das parcelas sombreadas em cada elemento, cada uma dessas parcelas é 
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um subvolume de controle. No caso da Figura D1, são quatro as parcelas que 

conformam o volume de controle do nó i. O contorno de cada subvolume é 

definido por segmentos internos localizados dentro do elemento e por segmentos 

externos localizados no contorno do elemento. O subvolume no elemento E1 está 

delimitado pelos segmentos internos S1 e S2 e pelos segmentos externos Sb1 e 

Sb2. Para todos os elementos restantes existem os segmentos internos e externos 

correspondentes, no entanto são mostrados apenas os segmentos correspondentes 

ao elemento E1. 

Os segmentos internos S1 e S2 foram obtidos  a partir da união dos pontos 

centrais dos segmentos 
____________

NójNói − , 
____________

NókNói −  é o baricentro do triângulo, 

respectivamente. Os segmentos externos Sb1 e Sb2 foram obtidos  a partir da 

união dos pontos centrais dos segmentos 
____________

NójNói − , 
____________

NókNói −  é o Nó i. Este 

mesmo procedimento foi empregado para construir os subvolumes de controle nos 

elementos restantes. 

Na Figura D1 são também mostradas as componentes (no sistema 

bidimensional) dos vetores normais atuando (para fora) nos segmentos S1 e S2. 

 

 

x1 

x2 

n1s1 

n2s1 

n1s2 

n2s2 E1 

S1 

S2 

Nó j 

Nó k 

Nó i 

E2 

E3 

n1sb 

n2sb 

Sb 

Nó 2 

Sb1 

Sb2 

 
 

Figura D1. Volume de controle para o nó i. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321281/CA



Apêndice D: Solução Numérica – Equação de Fluxo na Fratura 207 

D.2. 
Discretização Espacial 

A variante do MVF empregada nesta tese é a baseada no vértice. A seguir é 

mostrada a integração da Equação D1 no subvolume E1 do nó i da Figura D1. 

 

A integração ponderada da Equação D1 é colocada da seguinte forma: 
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W1 é a função de ponderação com valor igual a 1. Resulta então, 
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                             (D3) 

Substituindo A pela área do subvolume no elemento E1, a integral D3 

resulta em: 
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                            (D4) 

Empregando o teorema do divergente, e as componentes dos vetores 

normais mostrados na Figura D1, a integral anterior é transformada para: 
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                       (D5) 

Em D5, os símbolos nis1 e nis2 representam as componentes dos vetores 

normais nas direções i = x1 e i = x2.  

Considerando que a carga total pode ser definida em qualquer ponto dentro 

do elemento a partir de interpolação linear dos valores nodais, obtém-se a seguinte 

expressão: 
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)( '
fmfmmfft zNzh +≈+= ψψ                                                                  (D6) 

Onde )( '
mm z+ψ  representam os valores das cargas de pressão e de elevação 

nos pontos nodais, e a variável Nm, o valor da função de interpolação. 

Empregando D6, a equação D5 é transformada para 
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                          (D7) 

Integrando D7 e colocando o resultado na forma matricial, obtém-se a 

discretização espacial para os segmentos internos do subvolume de controle. 
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                                                   (D8) 

(Observação: a partir deste ponto os índices i,j,k, são associados aos nós i,j, 

k do elemento e não mais ao sistema de coordenadas). 

As componentes de D8 são detalhadas a seguir 

[ ]
3

22 1
1

1

1
E

E

AE

A
bdAbF == ∫                                                                       (D9) 

[ ]
3

)(2)(2 1
1

1

2
E

sfwfiEsfwf

AE

A
SSbdASSbF == ∫                                       (D10) 

 onde i indica nó i, Swf saturação e Ssf armazenamento específico 
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    (D13) 

 

[ ]''''
kjifm ψψψψ =                                                                               (D14) 

 

[ ]kjifm zzzz =                                                                                   (D15) 

 

Os valores Sn em D13 representam os comprimentos dos segmentos 

internos. O subíndice n assume valores n =1 no segmento S1, e n = 2 no segmento 

S2. O símbolo sn, quando usado como subíndice em D13, refere-se aos valores 

relativos ao plano Sn correspondente. 

As constantes bi, bj, bk, ci, cj, e ck em D13, correspondem às derivadas das 

funções de interpolação de cada nó em relação ao sistema de coordenadas x1-x2. 

Esses valores são obtidos da seguinte forma: 
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                                  (D16) 

Os valores x1i, x1j, x1k, x2i, x2j, x2k em D16, representam as coordenadas dos 

pontos nodais no sistema de coordenadas do plano da fratura (bidimensional). 

Os símbolos 
nSK11 , 

nSK12 , 
nSK 21 , 

nSK 22  em D13, representam os 

valores da condutividade hidráulica nos planos internos. Os valores são obtidos a 

partir da integração da interpolação nodal em cada segmento, como colocado na 

Equação D17. 
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( ) n

S

kkjjiiS dsNkmnNkmnNkmnkmn

n

n ∫ ++=                                          (D17) 

Onde m e n assumem valores 1 e 2 para representar as componentes do 

tensor de permeabilidade. A integração resultante para cada segmento é: 

kjiS kmnkmnkmnkmn
6

1
)(

12

5
1 ++=                                                       (D18) 

jkiS kmnkmnkmnkmn
6

1
)(

12

5
2 ++=                                                      (D19) 

As permeabilidades kmni, kmnj e kmnk representam os valores para cada nó. 

Esses valores são obtidos da seguinte forma: 

kmnTensorkrwfksatkmn nónónó =                                                             (D20) 

O valor kmnTensor  corresponde ao valor da componente do tensor de 

anisotropia, e incorpora o efeito da transformação das coordenadas. O tensor de 

anisotropia no caso 2D é obtido da seguinte forma:  

ωω 2
2

2
1 cos11 senKKTensork +=                                                          (D21) 

ωω 2
2

2
1 cos22 KsenKTensork +=                                                         (D22) 

ωω senKKTensork cos)(12 12 −=                                                      (D23) 

TensorkTensork 1221 =                                                                          (D24) 

O símbolo ω indica o ângulo entre a direção principal do tensor de 

anisotropia  e o sistema de coordenadas bidimensional. Os valores K1 e K2 são as 

componentes do tensor principal de anisotropia. 

Os valores Ksatnó e Krwfnó correspondem às permeabilidades saturada e 

relativa, respectivamente, e são avaliados para cada subvolume de controle.  

  

D.3. 
Efeito do Contorno 

Quando os segmentos externos do subvolume de controle coincidem com os 

contornos do domínio do problema, os efeitos de fluxos nesses contornos devem 

ser incorporados na equação discretizada do subvolume sob integração. No caso 

da Figura D1, isto acontece para os subvolumes nos elementos E2 e E3.  Nesta 

figura são mostradas as componentes do vetor normal (para fora) atuando no 

segmento externo (Sb) do Elemento E2. O segmento Sb é o segmento Sb2 
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correspondente do elemento E2. Os efeitos dos fluxos nesses contornos são 

incorporados na Equação D8. 

 Para manter a generalidade da formulação, são discretizados os segmentos 

Sb1 e Sb2 considerando que ambos coincidem com o contorno.  

Existem duas possibilidades em relação ao fluxo no contorno: 

 

- se o fluxo é conhecido, então basta acrescentar ao lado direito da Equação 

D8 uma parcela devida a esse fluxo. Essa parcela é dada pela Equação D25. 

bSQcSQcq bbc 2)( 2211 +=                                                                       (D25) 

onde Qc1 e Qc2 representam as vazões por unidade de área por unidade de 

tempo (que entram ou saem do domínio), e Sb1, Sb2 e 2b os comprimentos dos 

segmento mencionados e a abertura da fratura, respectivamente. A Equação D25 

corresponde com a condição de contorno do tipo Neuman 

 

- se o fluxo não for conhecido é o contorno corresponder com uma face de 

fluxo livre, então essa parcela de fluxo deverá ser acrescentada na Equação D8. 

Os segmentos no contorno são integrados da seguinte forma: 
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                                         (D26) 

(Observação: nesta equação particularmente, os subíndices i, j referem-se ao 

sistema de coordenadas e não os nós). 

A integral resultante é: 

)( '
fmfmc zA +ψ                                                                                          (D27) 

onde: 
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(D28) 

 

Os valores Sbn em D28 representam os comprimentos dos segmentos 

externos. O subíndice n assume valores 1 em Sb1 e 2 em Sb2. O símbolo sbn, 

quando usado como subíndice em D28, refere-se aos valores relativos ao plano Sbn 

correspondente. 

Os valores da permeabilidade nos segmentos externos são obtidos por 

integração, de maneira similar ao tratamento dos segmentos internos. Os valores 

resultantes são mostrados a seguir.  

jiSb kmnkmnkmn
4

1
)(

4

3
1 +=                                                                    (D29) 

kiSb kmnkmnkmn
4

1
)(

4

3
2 +=                                                                   (D30) 

As Equações D27 e D28 correspondem à condição de contorno do tipo 

superfície livre. 

 

D.4. 
Equação Resultante da Discretização Espacial 

A equação resultante da discretização espacial para o subvolume de controle 

(E1) do nó i é: 

fmccfmc zAAqQqAA
t

F
t

F )()( '
21 ++++=+−

∂

∂
+

∂

∂
ψ

ψθ
                     (D31) 

A matriz Ac só precisará ser avaliada quando algum segmento externo 

coincidir com o contorno do domínio do problema.  
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D.5. 
Discretização Temporal 

Para realizar a integração no tempo, as derivadas temporais em D31 são 

substituídas por aproximações em diferenças finitas. Neste trabalho, a integração 

temporal é feita através da formulação totalmente implícita. Isto é, a integração é 

feita no final do passo de tempo. 

A integração do termo contendo o teor de umidade volumétrico na Equação 

D31 é feita através do método de Célia et al (1990). Esse termo pode ser escrito na 

seguinte forma: 
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                     (D32) 

onde t+1 e t  indicam passo de tempo atual e prévio (alternativamente, final 

e inicio do passo de tempo), respectivamente, e k+1 e k iterações atual e prévia no 

método iterativo de Picard (Modificado), e C é a capacidade específica da fratura. 

O termo contendo o armazenamento específico na Equação D31 é 

discretizado na seguinte forma. 
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Somando D32 e D33 obtém-se: 
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Incorporando D34 em D31 e simplificando termos, obtém-se então a 

equação discretizada final para o subvolume de controle do nó i. 
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Na Equação D35, os valores C, 1
1
+

+
k

tψ , k

t 1+ψ , tψ , k

t 1+θ  e tθ  são grandezas 

relativas ao nó i, isto é, a formulação é condensada. 

Para completar a integração do volume de controle do nó i, é feito o 

somatório das parcelas de cada subvolume de controle para todos os elementos 

(NE) aos quais ele pertence. Esse somatório é mostrado a seguir. 
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      (D36) 

Os vetores '
fmeψ  , fmez  contêm os valores nodais das cargas de pressão e 

elevação, respectivamente, do nó i e de todos aqueles nós em conectividade com 

ele.  

A Equação D36 é aplicada para cada nó dentro do domínio. Desta maneira é 

obtido o sistema de equações a ser resolvido. 
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APÊNDICE E: 
Solução Numérica – Equação de Transporte na Matriz 

A equação que descreve o transporte de vírus na matriz foi descrita no 

Apêndice A. Neste Apêndice E é mostrada a solução numérica através do Método 

dos Volumes Finitos (MVF). A equação governante a ser resolvida é: 
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         (E1) 

onde: 

)( awawstrstrbdindinbeqeqbl ASSSCQ µµρµρµρµθµ Γ++++=                   (E2) 

Os índices i, j variam de 1 a 3, e indicam as direções x1, x2 e x3 do sistema 

de coordenadas. 

 

E.1. 
Construção do Volume de Controle 

Para a discretização espacial do domínio das matrizes porosas foram 

empregados elementos tetraédricos. A construção dos volumes de controle foi 

feita a partir da geometria dos tetraedros. Nas Figuras E1 e E2 é apresentado o 

contorno do subvolume de controle para o nó i. O contorno é definido por planos 

internos localizados dentro do elemento e por planos externos localizados na 

superfície do elemento. 

Os planos internos foram denominados Sij, Sik e Sil. O plano Sij é delimitado 

pelos pontos (a,b,e,g), o plano Sik pelos pontos (b,c,f,g) e o plano Sil pelos pontos 

(d,e,f,g), como mostrado na Figura E1. 

Os pontos (a), (c), e (d) correspondem com o centro dos segmentos 

____________

NójNói − , 
____________

NókNói −  e 
____________

NólNói − , respectivamente. Os pontos (e) e (f) 

correspondem com o baricentro dos triângulos Nóijl e Nóikl, respectivamente. O 

ponto (g) corresponde com o baricentro do tetraedro. 
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Os planos externos foram denominados S1, S2 e S3. O plano S1 é delimitado 

pelos pontos (Nói,a,b,c), o plano S2 pelos pontos (Nói,c,d,f) e o plano S3 pelos 

pontos (Nói,a,d,e), como mostrado na Figura E2. 

 

Nas Figuras E1 e E2 são também mostradas as componentes dos vetores 

normais para cada plano. 

 

 

 

Nó i 

Nó j 

Nó k 

Nó l 

n1 sij 

n2 sij 
n3 sij 

n2 sik 
n3 sik 
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n1 sil 

n2 sil n3 sil 

Sik 

Sil 

Sij 
x1 

x2 

x3 

(b) 

(a) 

(d) 

(c) 

(f) 

(e) 

(g) 

 

Figura E1. Subvolume de controle para o nó i, planos internos. 
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(c) 

(e) 

(g) 

(f) 

 
Figura E2. Subvolume de controle para o nó i, planos externos. 

 

E.2. 
Discretização Espacial 

A variante do MVF empregada nesta tese é a baseada no vértice. A seguir é 

mostrada a integração da Equação E1 no subvolume do nó i das Figuras E1 e E2. 

 

A integração ponderada da Equação E1 é colocada da seguinte forma: 
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W1 é a função de ponderação com valor igual a 1. Resulta então, 
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Empregando o teorema do divergente, e as componentes dos vetores 

normais mostrados na Figura E1, a integral anterior é transformada para, 
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 A concentração C da Equação E5 é substituída por uma combinação dos 

valores nodais. No caso dos termos dispersivos, essa combinação foi feita a partir 

da função de interpolação linear do elemento. No caso dos termos advectivos, essa 

combinação foi feita a partir da função de interpolação exponencial do elemento. 

Esta função de interpolação incorpora o efeito do sentido do fluxo. No Apêndice 

H é apresentada a descrição dessa função. Desta forma, as concentrações em E5 

são: 

Para os termos dispersivos: 

)( '
CNCC mdd ≈=                                                                                  (E6) 

Para os termos advectivos: 

)( '
CNCC maa ≈=                                                                                    (E7) 

Onde )( '
C  representa os valores de concentração nos pontos nodais, a 

variável Nmd, o valor da função de interpolação linear, e a variável Nma, o valor da 

função de interpolação exponencial. 

A concentração Seq  pode ser substituída por: 

CKS deq =                                                                                                (E8) 

Empregando as Equações E6, E7 e E8, a Equação E5 é transformada para 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321281/CA



Apêndice E: Solução Numérica – Equação de Transporte na Matriz 219 

0)]([

)]([)]([

]
)(

[

]
)(

[]
)(

[

][

]
)()()()(

[

'

''

'

''

=+

+

+
∂

∂
−+

∂

∂
−+

∂

∂
−

+

+
∂

Γ∂
+

∂

∂
+

∂

∂
+

∂

+∂

∫

∫∫

∫

∫∫

∫

∫

ilisilmai

Sil

ikisikmai

Sik

ijisijmai

Sij

ilisil

j

md

ij

Sil

ikisik

j

md

ij

Sik

ijisij

j

md

ij

Sij

V

awstrbdinbdb

V

dsnCNq

dsnCNqdsnCNq

dsn
x

CN
D

dsn
x

CN
Ddsn

x

CN
D

dVQ

dV
t

A

t

S

t

S

t

CK

θ

θθ

ρρρθ

µ

                    (E9) 

Sendo : 

awawstrstrbdindinbeqdbl ASSCKQ µµρµρµρθµµ Γ++++= )(                  (E10) 

Integrando E9 e colocando o resultado na forma matricial, obtém-se a 

discretização espacial para os planos internos do subvolume de controle do nó i. 
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(Observação: a partir deste ponto os índices i, j, k, são associados aos nós i, 

j, k do elemento e não mais ao sistema de coordenadas). 

As componentes de E11 são detalhadas a seguir. 

41
E

V

V
dVF == ∫                                                                                       (E12) 

Onde VE  indica o volume do elemento. 
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(E14) 

 

[ ]'''''
lkji CCCCC =                                                                          (E15) 

 

Os valores Sn em E13 e E14 representam as áreas dos planos internos. O 

subíndice n assume valores n =1 no plano ij,  n = 2 no plano ik,  e n = 3 no plano 

il. O símbolo sn, quando usado como subíndice em E13 e E14, refere-se aos 

valores relativos ao plano Sn correspondente. 
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As constantes bi, bj, bk, bl , ci, cj,, ck, cl, di, dj,, dk, e dl   em E13, correspondem 

com as derivadas das funções de interpolação lineares de cada nó em relação ao 

sistema de coordenadas. Esses valores são obtidos da seguinte forma: 

E

kk

jj

ii

l

l

E

ii

jj

ll

k

k

E

kk

ii

ll

j

j

E

jj

kk

ll

i

i

E

kk

jj

ii

l

l

E

ii

jj

ll

k

k

E

kk

jj

ii

l

l

E

ii

jj

ll

k

k

E

kk

ii

ll

j

j

E

kk

ii

ll

j

j

E

jj

kk

ll

i

i

E

jj

kk

ll

i

i

V

xx

xx

xx

x

N
d

V

xx

xx

xx

x

N
d

V

xx

xx

xx

x

N
d

V

xx

xx

xx

x

N
d

V

xx

xx

xx

x

N
c

V

xx

xx

xx

x

N
c

V

xx

xx

xx

x

N
b

V

xx

xx

xx

x

N
b

V

xx

xx

xx

x

N
c

V

xx

xx

xx

x

N
b

V

xx

xx

xx

x

N
c

V

xx

xx

xx

x

N
b

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

6

1

1

1

det

21

21

21

3

21

21

21

3

21

21

21

3

21

21

21

3

31

31

31

2

31

31

31

2

32

32

32

1

32

32

32

1

31

31

31

2

32

32

32

1

31

31

31

2

32

32

32

1

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

−

=
∂

∂
=

          

(E16) 

Os valores x1i, x1j, x1k, x1l, x2i, x2j, x2k, x2l, x3i, x3j, x3k e x3l em E16, 

representam as coordenadas dos pontos nodais no sistema de coordenadas. 

Os  símbolos 
nSD11θ , 

nSD12θ , 
nSD13θ , 

nSD21θ , 
nSD22θ , 

nSD23θ , 
nSD31θ , 

nSD32θ , 
nSD33θ em E13, representam os valores da dispersão hidrodinâmica nos 

planos internos. Os valores são obtidos a partir da integração da interpolação 

linear nodal em cada plano, como colocado na Equação E17. 

( ) n

S

llkkjjiiS dsNDmnNDmnNDmnNDmnDmn

n

n ∫ +++= θθθθθ             (E17) 

Onde m e n assumem valores 1, 2 e 3 para representar as componentes do 

tensor de dispersão. A integração resultante para cada plano é: 
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36

5
)(

36

13
lkjiSij DmnDmnDmnDmnDmn θθθθθ +++=                        (E18) 
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36

5
)(

36

13
ljkiSik DmnDmnDmnDmnDmn θθθθθ +++=                       (E19) 
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)(
36

5
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36

13
jkliSil DmnDmnDmnDmnDmn θθθθθ +++=                        (E20) 

As dispersões θDmni, θDmnj, θDmnk e θDmnl representam os valores 

nodais. Esses valores são obtidos da seguinte forma:  
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2
3333                                              (E23) 

q

qq
D tl

2211)(12 ααθ −=                                                                           (E24) 

q

qq
D tl

3311)(13 ααθ −=                                                                            (E25) 

q

qq
D tl

3322)(23 ααθ −=                                                                           (E26) 

2

3/7

sθ

θ
τ =                                                                                                   (E27) 

 Sendo tleαα  as dispersividades longitudinal e transversal, respectivamente. 

Dd é o coeficiente de difusão molecular,  τ a tortuosidade e θs, ο teor de umidade 

volumétrico saturado. 

Os  símbolos 
nSq11 , 

nSq12 ,
nSq13  

nSq21 , 
nSq22 ,

nSq23 ,
nSq31 ,

nSq32 ,
nSq33  

em E14, representam as componentes direcionais da vazão específica do fluido 

nos planos internos Sij, Sik e Sil. Os valores foram obtidos a partir da integração da 

interpolação linear nodal em cada plano, como colocado na Equação E28. 

( ) n

S

llkkjjiiS dsNqmnNqmnNqmnNqmnqmn

n

n ∫ +++=                          (E28) 

Onde m e n assumem valores 1, 2 e 3 para representar as componentes 

direcionais do fluxo. A integração resultante para cada plano é: 
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13
lkjiSij qmnqmnqmnqmnqmn +++=                                     (E29) 
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36

13
ljkiSik qmnqmnqmnqmnqmn +++=                                    (E30) 
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)(
36

5
)(

36

13
jkliSil qmnqmnqmnqmnqmn +++=                                     (E31) 

As vazões qmni, qmnj, qmnk e qmnl representam os valores nodais. Esses 

valores são obtidos a partir da solução do problema de fluxo e são determinados 

para cada passo de tempo. 

  

E.3. 
Efeito do Contorno 

Quando os planos externos do subvolume de controle coincidem com os 

contornos do domínio do problema, os efeitos dos fluxos de vírus nesses 

contornos devem ser incorporados na equação discretizada do subvolume sob 

integração. Na Figura E2 são mostrados os planos externos que podem coincidir 

com o contorno do domínio do problema. Os efeitos dos fluxos nesses contornos 

são incorporados na Equação E11. 

Existem duas possibilidades em relação ao fluxo no contorno: 

 

- se o fluxo é conhecido, então basta acrescentar ao lado direito da Equação 

E11 uma parcela devida a esse fluxo. Essa parcela é dada pela Equação E32. 

)( 333222111 CSQCSQCSQq sssc ++=                                                       (E32) 

Onde Qs1, Qs2, e Qs3 representam as vazões de fluido por unidade de área 

por unidade de tempo (que entram ou saem do domínio), e S1, S2 e S3 as áreas dos 

planos do contorno. As grandezas C1, C2 e C3 são os valores de concentração com 

que os vírus são injetados nos planos referidos. A Equação E32 corresponde à 

condição de contorno do tipo Neuman. 

 

- se o fluxo não for conhecido é o contorno corresponder com uma face 

onde existe fluxo de vírus, então essa parcela do fluxo deverá ser acrescentada na 

Equação E11. Os planos no contorno são integrados da seguinte forma: 
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 (Observação: nesta equação particularmente, os subíndices i, j referem-se 

ao sistema de coordenadas e não aos nós). 

A integral resultante é: 

')( CAA acdc +                                                                                        (E34) 
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(E36) 

Os valores Sn em E35 e E36 representam as áreas dos planos externos. O 

subíndice n assume valores 1, 2 e 3.  O símbolo sn, quando usado como subíndice 

em E35 e E36, refere-se aos valores relativos ao plano Sn correspondente. 

Os valores de dispersão e vazão nos planos externos são dados por: 
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1 kjiS DmnDmnDmnDmn θθθθ ++=                                      (E37) 
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1 kjiS qmnqmnqmnqmn ++=                                                (E40) 
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2 kliS qmnqmnqmnqmn ++=                                                (E41) 
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108
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33
3 ljiS qmnqmnqmnqmn ++=                                                 (E42) 

As Equações E34 a E36 definem a discretização da condição de contorno no 

domínio. No caso de se considerar uma condição do tipo Cauchy, ambas as 

matrizes Adc e Aac devem ser avaliadas. No caso de se considerar uma condição de 

contorno do tipo gradiente nulo, somente a matriz Aac deve se avaliar. 
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E.4. 
Equação Resultante da Discretização Espacial 

Incorporando E32 e E34 em E11 obtém-se a seguinte expressão: 
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Considerando as concentrações sorvidas e filtradas dadas pelas equações 

E44 a E46, e acoplando junto à Equação E43 obtém-se a equação discretizada 

final. 
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A equação resultante da discretização espacial para o subvolume de controle 

do nó i é: 
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             (E47) 

As matrizes Adc e Aac só precisam ser avaliadas quando algum plano externo 

coincidir com o contorno do domínio do problema.  

 

E.5. 
Discretização Temporal 

Para realizar a integração no tempo, as derivadas temporais em E47 são 

substituídas por aproximações em diferenças finitas. Neste trabalho, a integração 

temporal é feita através da formulação totalmente implícita. Isto é, a integração é 

feita no final do passo de tempo. A integração de E47 resulta em: 
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Onde t+1 e t  indicam passo de tempo atual e prévio (alternativamente, final 

e início do passo de tempo), respectivamente. Na Equação E48, os valores θ,  Kd, 

Katt, Kstr, Kaw, ψatt, ψstr, ψaw, Aaw, Kdet, Kdaw, Sdin e Γ são grandezas relativas ao nó 

i, isto é, a formulação é condensada. 

Para completar a integração do volume de controle do nó i, é feito o 

somatório das parcelas de cada subvolume de controle para todos os elementos 

(NE) aos quais ele pertence. Esse somatório é mostrado a seguir. 
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  (E49) 

O vetor '
eC   contém os valores nodais das concentrações do nó i e de todos 

aqueles nós em conectividade com ele.  A grandeza C (sem o subíndice “e”) em 

E49 é  relativa ao nó i. 

A Equação E49 é aplicada para cada nó dentro do domínio. Desta maneira é 

obtido o sistema de equações a ser resolvido. 
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APÊNDICE F: 
Solução Numérica – Equação de Transporte na Fratura 

A equação que descreve o transporte de vírus na fratura foi descrita no 

Apêndice A. Neste Apêndice F é mostrada a solução numérica através do Método 

dos Volumes Finitos (MVF). A equação governante a ser resolvida é, 
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onde, 

)( awffawfstrfsstrffdinsfdineqfseqflfff AASASASCQ µµµµµθµ Γ++++=   (F2) 

O índice f refere-se à fratura, e os contadores i, j assumem valores 1 e 2 e 

indicam as direções x1 e x2.  

 

F.1. 
Construção do Volume de Controle 

Cada fratura foi modelada geometricamente como um plano no espaço 

tridimensional de coordenadas. Esses planos foram discretizados nesta tese a 

partir de elementos triangulares. Os nós destes elementos constituem pontos no 

espaço com coordenadas x,y e z. Para resolver a Equação F1 no plano da fratura 

(isto é, num sistema bidimensional), foi feita uma transformação de coordenadas 

do espaço tridimensional para o espaço do plano da fratura. Para realizar esta 

transformação foram definidos es eixos x1 e x2 do plano. Esses eixos foram 

definidos da seguinte maneira: o eixo x1 se fez coincidir com o rumo da fratura e 

foi sempre mantido no plano xy do espaço tridimensional de coordenadas, e o 

eixo x2 foi obtido através do produto vetorial entre o vetor normal ao plano e o 

eixo x1.  

Os volumes de controle para cada nó foram construídos a partir dos 

elementos triangulares no sistema bidimensional. Na Figura F1 é mostrado um 

plano discretizado em quatro elementos triangulares e seis nós (apenas mostrados 
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os nós i, j, k e 2). Nessa mesma figura é mostrada uma área sombreada que 

representa o volume de controle do nó i. Esse volume de controle está formado 

pela união das parcelas sombreadas em cada elemento, cada uma dessas parcelas é 

um subvolume de controle. No caso da Figura F1, são quatro as parcelas que 

conformam o volume de controle do nó i. O contorno de cada subvolume é 

definido por segmentos internos localizados dentro do elemento e por segmentos 

externos localizados no contorno do elemento. O subvolume no elemento E1 está 

delimitado pelos segmentos internos S1 e S2 e pelos segmentos externos Sb1 e 

Sb2. Para todos os elementos restantes existem os segmentos internos e externos 

correspondentes, no entanto são mostrados apenas os segmentos correspondentes 

ao elemento E1. 

Os segmentos internos S1 e S2 foram obtidos  a partir da união dos pontos 

centrais dos segmentos 
____________

NójNói − , 
____________

NókNói −  é o baricentro do triângulo, 

respectivamente. Os segmentos externos Sb1 e Sb2 foram obtidos  a partir da 

união dos pontos centrais dos segmentos 
____________

NójNói − , 
____________

NókNói −  é o Nó i. Este 

mesmo procedimento foi empregado para construir os subvolumes de controle nos 

elementos restantes. 

Na Figura F1 são também mostradas as componentes (no sistema 

bidimensional) dos vetores normais atuando (para fora) nos segmentos S1 e S2. 
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n2s2 E1 
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S2 

Nó j 

Nó k 

Nó i 

E2 

E3 
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n2sb 

Sb 

Nó 2 

Sb1 

Sb2 

 
 

Figura F1. Volume de controle para o nó i. 
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F.2. 
Discretização Espacial 

A variante do MVF empregada nesta tese é a baseada no vértice. A seguir é 

mostrada a integração da Equação F1 no subvolume E1 do nó i da Figura F1. 

 

A integração ponderada da Equação F1 é colocada da seguinte forma: 
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W1 é a função de ponderação com valor igual a 1. Resulta então: 
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Substituindo A pela área do subvolume no elemento E1, a integral F4 

resulta em: 
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Empregando o teorema do divergente, e as componentes dos vetores 

normais mostrados na Figura F1, a integral anterior é transformada em: 
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Em F6, os símbolos nis1 e nis2 representam as componentes dos vetores 

normais nas direções i = x1  e i = x2.  
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A concentração C da Equação F6 é substituída por uma combinação dos 

valores nodais. No caso dos termos dispersivos, essa combinação foi feita a partir 

da função de interpolação linear do elemento. No caso dos termos advectivos, essa 

combinação foi feita a partir da função de interpolação exponencial do elemento. 

Esta função de interpolação incorpora o efeito do sentido do fluxo. No Apêndice 

H é apresentada a descrição dessa função. Desta forma, as concentrações em F6 

são: 

Para os termos dispersivos: 

)( '
CNCC mdd ≈=                                                                                  (F7) 

Para os termos advetivos: 

)( '
CNCC maa ≈=                                                                                    (F8) 

Onde )( '
C  representa os valores de concentração nos pontos nodais, a 

variável Nmd, o valor da função de interpolação linear, e a variável Nma, o valor da 

função de interpolação exponencial. 

A concentração Seq  pode ser substituída por: 

CKS deq =                                                                                                (F9) 

Empregando as Equações F7, F8 e F9, a Equação F6 é transformada em: 
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Sendo: 

awffawfstrfsstrffdinsfdinfeqfsdflff AASASCAKQ µµµµθµµ Γ++++= )(  (F11) 

Integrando F10 e colocando o resultado na forma matricial, obtém-se a 

discretização espacial para os planos internos do subvolume de controle do nó i. 
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(Observação: a partir deste ponto os índices i, j, k, são associados aos nós i, 

j, k do elemento e não mais ao sistema de coordenadas). 

As componentes de F12 são detalhadas a seguir 
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[ ]''''
kjif CCCC =                                                                                 (F17) 

 

Os valores Sn em F15 e F16 representam os comprimentos dos segmentos 

internos. O subíndice n assume valores n =1no segmento S1 e n = 2 no segmento 

S2. O símbolo sn, quando usado como subíndice em F15 e F16, refere-se aos 

valores relativos ao plano Sn correspondente. 
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As constantes bi, bj, bk, ci, cj, e ck em F15 correspondem às derivadas das 

funções de interpolação de cada nó em relação ao sistema de coordenadas x1-x2. 

Esses valores são obtidos da seguinte forma: 
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Os valores x1i, x1j, x1k, x2i, x2j, x2k em F18, representam as coordenadas dos 

pontos nodais no sistema de coordenadas do plano da fratura (bidimensional). 

Os  símbolos 
nSD11θ , 

nSD12θ , 
nSD21θ , 

nSD22θ em F15, representam os 

valores da dispersão hidrodinâmica nos segmentos internos. Os valores são 

obtidos a partir da integração da interpolação linear nodal em cada segmento, 

como colocado na Equação F19. 
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Onde m e n assumem valores 1 e 2 para representar as componentes do 

tensor de dispersão. A integração resultante para cada plano é: 
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As dispersões θDmni, θDmnj, e θDmnk  representam os valores nodais. Esses 

valores são obtidos da seguinte forma:  
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2

3/7

sθ

θ
τ =                                                                                                   (F25) 

 Sendo tleαα  as dispersividades longitudinal e transversal, respectivamente. 

Dd é o coeficiente de difusão molecular,  τ a tortuosidade  e θs, ο teor de umidade 

volumétrico saturado. 

Os  símbolos 
nSq11 , 

nSq12 , 
nSq21 , 

nSq22 em F16, representam as 

componentes direcionais da vazão específica do fluido nos segmentos internos S1 

e S2. Os valores foram obtidos a partir da integração da interpolação linear nodal 

em cada segmento, como colocado na Equação F26. 
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Onde m e n assumem valores 1 e 2 para representar as componentes 

direcionais do fluxo. A integração resultante para cada segmento é: 
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As vazões qmni, qmnj e qmnk representam os valores nodais. Esses valores 

são obtidos a partir da solução do problema de fluxo e são determinados para cada 

passo de tempo. 

 

F.3. 
Efeito do Contorno 

Quando os segmentos externos do subvolume de controle coincidem com os 

contornos do domínio do problema, os efeitos de fluxos nesses contornos devem 

ser incorporados na equação discretizada do subvolume sob integração. No caso 

da Figura F,1 isto acontece para os subvolumes nos elementos E2 e E3.  Nesta 

figura são mostradas as componentes do vetor normal (para fora) atuando no 

segmento externo (Sb) do Elemento E2. O segmento Sb é o segmento Sb2 

correspondente do elemento E2. Os efeitos dos fluxos nesses contornos são 

incorporados na Equação F12. 

 Para manter a generalidade da formulação, são discretizados os segmentos 

Sb1 e Sb2 considerando que ambos coincidem com o contorno.  
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Existem duas possibilidades em relação ao fluxo no contorno: 

 

- se o fluxo é conhecido, então basta acrescentar ao lado direito da Equação 

F12 uma parcela devida a esse fluxo. Essa parcela é dada pela Equação F29. 

bCSqCSq bbc 2)( 222111 +=Ω                                                                    (F29) 

Onde Qc1 e Qc2 representam as vazões por unidade de área por unidade de 

tempo (que entram ou saem do domínio), e Sb1, Sb2 e 2b os comprimentos dos 

segmentos mencionados e a abertura da fratura, respectivamente. As grandezas C1 

e C2 são os valores de concentração com que os vírus são injetados nos segmentos 

referidos. A Equação F29 corresponde à condição de contorno do tipo Neuman. 

 

- se o fluxo não for conhecido, é o contorno corresponder com uma face 

onde existe fluxo de vírus, então essa parcela do fluxo deverá ser acrescentada na 

Equação F12. Os segmentos no contorno são integrados da seguinte forma 
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(Observação: nesta equação particularmente, os subíndices i, j referem-se ao 

sistema de coordenadas e não aos nós). 

A integral resultante é: 
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Onde: 

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]

( ) ( )[ ]
























+++

+++

+++

−=

=
∂

∂
−+

∂

∂
−=

∑

∑

∑

∫∫

=

=

=

nnnnnn

nnnnnn

nnnnnn

SbkSbkSbSbkSbkSbbn

n

SbjSbjSbSbjSbjSbbn

n

SbiSbiSbSbiSbiSbbn

n

bisb

j

md

fij

Sb

bisb

j

md

fij

Sb

dc

ncDbDncDbDS

ncDbDncDbDS

ncDbDncDbDS

b

dsn
x

N
Dbdsn

x

N
DbA

21

2

1

21

2

1

21

2

1

22

2

11

1

22211211

22211211

22211211

2

)]
)(

(2[)]
)(

(2[

θθθθ

θθθθ

θθθθ

θθ

 (F32) 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321281/CA



Apêndice F: Solução Numérica – Equação de Transporte na Fratura 236 
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Os valores Sbn em F32 e F33 representam os comprimentos dos segmentos 

externos. O subíndice n assume valores 1 em Sb1 e 2 em Sb2.  O símbolo sbn, 

quando usado como subíndice em F32 e F33, refere-se aos valores relativos ao 

plano Sbn correspondente. 

Os valores de dispersão e vazão nos segmentos externos são dados por: 
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As Equações F31 a F33 definem a discretização da condição de contorno do 

domínio. No caso de se considerar uma condição do tipo Cauchy, ambas as 

matrizes Adc e Aac devem ser avaliadas. No caso de se considerar uma condição de 

contorno do tipo gradiente nulo, somente a matriz Aac deve se avaliar. 

 

F.4. 
Equação Resultante da Discretização Espacial 

Incorporando F29 e F31 em F12 obtém-se a seguinte expressão: 
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Considerando as concentrações sorvidas e filtradas dadas pelas equações 

F39 a F41, e acoplando junto à Equação F38 obtém-se a equação discretizada 

final. 
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A equação resultante da discretização espacial para o subvolume de controle 

do nó i é: 
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As matrizes Adc e Aac só precisam se avaliadas quando algum plano externo 

coincidir com o contorno do domínio do problema.  

 

F.5. 
Discretização Temporal 

Para realizar a integração no tempo, as derivadas temporais em F42 são 

substituídas por aproximações em diferenças finitas. Neste trabalho, a integração 

temporal é feita através da formulação totalmente implícita. Isto é, a integração é 

feita no final do passo de tempo. A integração de F42 resulta em: 
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 (F43) 

Onde t+1 e t  indicam passo de tempo atual e prévio (alternativamente, final 

e início do passo de tempo), respectivamente. Na Equação F43, os valores θ, As, 

Kdf, Kattf, Kstrf, Kawf, ψattf, ψstrf, ψawf, Aawf, Kdetf, Kdawf, Sdinf e Γf são grandezas 

relativas ao nó i, isto é, a formulação é condensada. 
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Para completar a integração do volume de controle do nó i, é feito o 

somatório das parcelas de cada subvolume de controle para todos os elementos 

(NE) aos quais ele pertence. Esse somatório é mostrado a seguir. 
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O vetor '
feC  contém os valores nodais das concentrações do nó i e de todos 

aqueles nós em conectividade com ele. A grandeza Cf (sem o subíndice “e”) em 

F44 é relativa ao nó i. A Equação F44 é aplicada para cada nó dentro do domínio. 

Desta maneira é obtido o sistema de equações a ser resolvido. 
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APÊNDICE G: 
Solução Numérica – Equações Complementares 

As equações que descrevem a variação das concentrações sorvidas e 

filtradas, na matriz e na fratura, foram descritas no Apêndice A. Neste Apêndice 

G é mostrada a solução numérica através do Método dos Volumes Finitos (MVF). 

Cada equação é integrada para os subvolumes de controle do nó i, mostrados nas 

Figuras C1 e D1 dos Apêndices C e D, respectivamente. A somatória das parcelas 

de cada subvolume define a equação discretizada para o volume de controle.  

 

G.1. 
Equações da Matriz 

As equações de continuidade para a matriz são: 

dxdydzdtSKSCKdxdydzdt
t

S
dinbdinbdinattatt

dinb )(
)(

det µρρψθ
ρ

−−=
∂

∂
     (G1) 

dxdydzdtSCKdxdydzdt
t

S
strstrbstrstr

strb )(
)(

µρψθ
ρ

−=
∂

∂
                        (G2) 

dxdydzdtAKACKdxdydzdt
t

A
awawdawawawaw

aw )(
)(

µψθ Γ−Γ−=
∂

Γ∂
          (G3) 

Integrando G1, G2 e G3 no subvolume de controle da Figura C1 através do 

esquema de resíduos ponderados, tem-se: 

0)](
)(

[ det1 =−−−
∂

∂
∫ dVSKSCK

t

S
W dinbdinbdinattatt

dinb

V

µρρψθ
ρ

              (G4) 

0)](
)(

[1 =−−
∂

∂
∫ dVSCK

t

S
W strstrbstrstr

strb

V

µρψθ
ρ

                                    (G5) 

0)](
)(

[1 =Γ−Γ−−
∂

Γ∂
∫ dVAKACK

t

A
W awawdawawawaw

aw

V

µψθ                     (G6) 

Para o fator de ponderação, W1 =1,  as integrais resultantes são: 

0)](
)(

[ det1 =−−−
∂

∂
dinbdinbdinattatt

dinb SKSCK
t

S
F µρρψθ

ρ
                      (G7) 
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0)](
)(

[1 =−−
∂

∂
strstrbstrstr

strb SCK
t

S
F µρψθ

ρ
                                            (G8) 

0)](
)(

[1 =Γ−Γ−−
∂

Γ∂
awawdawawawaw

aw AKACK
t

A
F µψθ                             (G9) 

Onde 
41
EV

F = , e VE o volume do tetraedro. Isto é, o volume do subvolume 

de controle corresponde com a quarta parte do volume do elemento. 

Substituindo os termos transientes em G7 a G9 por aproximações em 

diferenças finitas ascendentes, e somando os subvolumes de controle do nó i para 

todos os elementos (NE) aos quais ele pertence, obtém-se a equação discretizada 

final para o volume de controle do nó i.  
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G.2. 
Equações da Fratura 

As equações de continuidade para a fratura são: 

dxdzdtASKASKCb

dxdzdt
t

SA
b

fdinsfdinfsfdinattfattff

fdins

)(2

)(
2

det µψθ −−

=
∂

∂

                         (G13) 
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dxdzdtSAKCbdxdzdt
t

SA
b strfstrfsstrfstrff

strfs )(2
)(

2 µψθ −=
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∂
               (G14) 
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t
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∂
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                           (G15) 

Integrando G13, G14 e G15 no subvolume de controle E1 da Figura D1 

através do esquema de resíduos ponderados, tem-se: 
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Para o fator de ponderação, W1 =1,  as integrais resultantes são: 

0)](
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∂

∂
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fdins
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t

SA
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∂

Γ∂
awffawfdawffawfawfawff

fawf
AKAKC

t

A
F µψθ          (G21) 

Onde 
3

21
EA

bF = , e AE a área do elemento. Isto é, a área do subvolume de 

controle corresponde com um terço da área do elemento. 

Substituindo os termos transientes em G19 a G21 por aproximações em 

diferenças finitas ascendentes, e somando os subvolumes de controle do nó i para 

todos os elementos (NE) aos quais ele pertence, obtém-se a equação discretizada 

final para o volume de controle do nó i. 
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Todos os valores mostrados nas Equações G10 a G12 e G22 a G24 são 

relativos ao nó de integração (no caso do exemplo nó i). A formulação é 

condensada, e por isto não foram empregadas funções de interpolação nas 

integrações. 
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APÊNDICE H: 
Função de Interpolação Exponencial 

As equações diferenciais de continuidade respondem à descrição em termos 

matemáticos dos processos físicos envolvidos num determinado problema. Cada 

termo da equação diferencial pode ser interpretado desde o ponto de vista físico e 

desde o ponto de vista matemático. No caso da equação de continuidade para o 

problema de transporte de massa, os processos advectivos e dispersivos têm 

interpretação física e matemática. Desde o ponto de vista matemático, o termo 

dispersivo é do tipo elíptico e transmite as informações em todas as direções do 

domínio. O termo advectivo é do tipo parabólico e transmite as informações 

apenas no sentido do fluxo. Qualquer função de interpolação que pretenda 

representar a variação no espaço das grandezas transportadas por advecção e/ou 

dispersão, deve também ser capaz de reproduzir os comportamentos elípticos e 

parabólicos. Neste trabalho de tese, os termos dispersivos foram interpolados com 

funções lineares, e os termos advectivos com uma função exponencial. 

A função de interpolação exponencial empregada nesta tese foi inicialmente 

proposta por Baliga e Patankar (1980) para estudar problemas de advecção e 

difusão em elementos finitos triangulares. No ano de 1986, Prakash apresentou 

uma versão modificada desta função ao incorporar o efeito dos termos fontes 

(Prakash,1986). No mesmo ano de 1986,  LeDain Muir e Baliga apresentaram a 

extensão da formulação original para problemas tridimensionais com elementos 

tetraédricos. LeDain Muir e Baliga (1986) destacam que a função de interpolação 

exponencial não necessariamente garante continuidade C0 nos contornos dos 

elementos (não garante continuidade da concentração por exemplo). Porém, esses 

autores também ressaltam que a função de interpolação e suas derivadas são 

continuas dentro do elemento e, portanto contínuas nos contornos dos volumes 

finitos. Na medida em que o número de Peclet diminui, o valor da função 

exponencial tende ao valor da função de interpolação linear. Isto é, a função de 

interpolação linear é um caso particular da função exponencial.  
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A seguir é descrita a mecânica da aplicação desta função para o caso 

bidimensional. 

Morfologicamente a função exponencial apresenta o mesmo aspecto da 

função linear tradicionalmente empregada para interpolar em elementos 

triangulares. A diferença está nas coordenadas utilizadas na interpolação. Essas 

coordenadas resultam de transformações exponenciais das coordenadas do 

problema para um novo sistema de coordenadas paralelo ao sentido do fluxo. A 

interpolação de uma variável primária arbitraria (C) é dada pela seguinte 

expressão: 

DBYAC ++= ξ                                                                                      (H1) 

Onde A, B e D  são valores constantes e ξ  e Y as coordenadas do ponto 

onde o valor de C será determinado. A maneira como as coordenadas ξ  e Y  são 

obtidas é explicada a seguir. 

Considere o elemento triangular mostrado na Figura H1. Nessa figura é 

mostrado o sistema global de coordenadas definido pelos eixos X1 e X2. Dentro 

do elemento está localizado o ponto B, que corresponde ao baricentro, definido 

como o ponto de encontro das medianas (as linhas tracejadas). Vale ressaltar que 

as medianas correspondem com os contornos dos volumes de controle para cada 

nó dentro do elemento. Adicionalmente é mostrada a direção do fluxo (vetor 
→

V ).  

Esse vetor é a resultante do valor médio das velocidades nodais (no sistema global 

de coordenadas) calculada no baricentro.  

  
→→→→→

+=
++

+
++

= 22112
2,2,2,

1
1,1,1, )

3
()

3
( xvxvx

vvv
x

vvv
V xx

xkxjxixkxjxi    (H2) 

Onde 
→

1x  e 
→

2x  são vetores unitários, e 1,xiv , 1,xjv , 1,xkv  2,xiv , 2,xjv , 2,xkv  as 

componentes nodais da velocidade nas direções X1 e X2. 
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B 

Nó i 

Nó j 

Nó k 

X1 

X2 

X1' 

X2' 

Direção do 
Fluxo 

→

V

 
Figura H1. Sistemas de Coordenadas para a aplicação da função de interpolação 

exponencial. 

 

Na mesma Figura H1 é mostrado um sistema local de coordenadas definido 

pelos eixos X1’ e X2’. A origem desse novo sistema de coordenadas é feita 

coincidir com o baricentro do elemento, e a direção de X1’ é escolhida de maneira 

tal que seja paralela à direção do vetor 
→

V . Desta forma o eixo X1’ coincide com a 

direção do fluxo. A direção do eixo X2’ é obtida por ortogonalidade entre a 

normal ao plano do elemento e o eixo X1’. As coordenadas globais e o vetor de 

fluxo são transformados para este novo sistema de coordenadas. 

O vetor de velocidade média do elemento, no novo sistema de coordenadas 

X1’, X2’ é dado por: 

  
→→→→

=++=
'

1
'

2
'

1
2
1

2
1 )0()( xVxxvvV nxxn                                                        (H3) 

Onde
→

'
1x e

→
'

2x  são os vetores unitários no novo sistema de coordenadas e Vn 

velocidade resultante (módulo do vetor 
→

V ). 

As coordenadas nodais são transformadas linearmente do sistema global  

X1, X2, para o sistema local X1’, X2’, obtendo-se assim as novas coordenadas 

'1ix , '1 jx , '1kx , '2 ix , '2 jx , '2kx . 
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A partir das novas coordenadas no sistema local, são obtidos os valores 

máximo e mínimo no eixo X1’. 

)1,1,1( '''
max kji xxxMáximoX =                                                                  (H4) 

)1,1,1( '''
min kji xxxMíninmoX =                                                                 (H5) 

Seguidamente é definido o valor do número de Peclet para o elemento. 

D

XX
VP ne

)( minmax −
= ρ                                                                           (H6) 

Onde ρ é a massa específica do fluido e D a dispersão. Deve ser dito que a 

formulação original foi proposta para problemas difusivos e não dispersivos, pelo 

que D representa originalmente o coeficiente de difusão. 

Na formulação apresentada nesta pesquisa D corresponde à dispersão 

representativa na direção do fluxo (eixo X1’). O valor de D foi obtido a partir do 

tensor de dispersão médio (do elemento) da seguinte forma: 

22 )2221()1211( eeee DDDDD +++=                                                (H7) 

Onde ,22,21,12,11 eeee DDDD  são os valores (médios) do tensor de 

dispersão no baricentro do elemento. Esses valores foram obtidos por interpolação 

linear dos valores nodais (média aritmética). 

A massa específica na Equação H6 surge na formulação original de Baliga e 

Patankar, devido à variável transportada estar referida à massa do material que a 

transporta. Nesta pesquisa, a variável transportada corresponde à concentração dos 

vírus, e é referida ao volume e não à massa do fluido. Por esse motivo o valor ρ  

empregado nesta tese é ρ = 1. O símbolo ρ  é utilizado nas equações deste 

apêndice para manter a conformidade com a formulação original.  

A partir do número de Peclet calculado, é feita uma nova transformação 

apenas das coordenadas do eixo X1’. Essa nova transformação é realizada com a 

função exponencial mostrada na Equação H8.  

]1)([
minmax

max −
−

−
=

XX

XX
PExp

V

D
e

nρ
ξ                                                           (H8) 

Com ξ  e  Y = X2’ são finalmente definidos os valores das coordenadas a 

serem empregadas na Equação H1. A obtenção das constantes A, B e D da 

Equação H1 segue as mesmas regras da função de interpolação linear tradicional.  
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Para o caso de interpolação em tetraedros, a Equação H1 é modificada, se 

tornando: 

EDZBYAC +++= ξ                                                                             (H9) 

Onde os valores ξ   são obtidos com (H8) e os valores Y e Z representam as 

coordenadas nos eixos ortogonais com origem no baricentro do tetraedro 

(homologas ao eixo X2’). As constantes são determinadas a partir das novas 

coordenadas ξ  ,Y e Z de maneira similar à função de interpolação linear. 

A seguir é mostrada a aplicação da função exponencial para um caso 

bidimensional simples. Considere o triângulo da Figura H2, com o sistema de 

global de coordenadas X1 e X2. Para cada nó do elemento são mostradas as 

coordenadas no sistema global. Para efeitos da simplicidade, a direção do fluxo no 

baricentro coincide com a direção do eixo X1. O módulo do vetor de velocidade é 

considerado unitário Vn = 1 Desta forma, o novo sistema local de coordenadas 

X1’-X2’ coincide com o sistema global. 

 

 

 

 

X1 

X2 

X1' 

X2' 

Direção do Fluxo 

1=
→

nV

Nó i - (0,0) Nó j - (1,0) 

Nó k - (1/3,1) 

 
Figura H2. Exemplo de Aplicação. 
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Assim, as coordenadas nodais no novo sistema local são: 

 

 Coord. X1 Coord. X2 Coord. X1’ Coord. X2’=Y 

Nó i 0 0 -0,444 -0,333 

Nó j 1 0 0,556 -0,333 

Nó k 1/3 1 -0,111 0,667 

 

Para estas coordenadas  xmax – xmin = 1,0 

A partir das coordenadas anteriores, foram avaliadas as funções de 

interpolação no baricentro do elemento para dois casos de número de Peclet. 

Pe = 0.0001 ( corresponde a D = 10000 ) 

Pe = 10000  ( corresponde a D = 0,0001) 

Os valores das coordenadas ξ  Y e das funções de interpolação nodais são 

mostrados a seguir. 

 

 Coord. ξξξξ        

para 

D = 10000 

Coord. ξξξξ    

para 

D = 0,0001 

Coord. Y Interpolação 

para 

Pe = 0.0001 

Interpolação 

para 

Pe = 10000 

Nó i -1,000 -0,0001 -0,333 1/3 2/3 

Nó j 0,000 0 -0,333 1/3 0 

Nó k -0,667 -0,0001 0,667 1/3 1/3 

 

 

Dos resultados anteriores é possível concluir que: 

 

Para números de Peclet baixos, isto é, para problemas de dispersão 

dominante, a função exponencial reproduz os mesmos valores que a função linear. 

Para números de Peclet altos, isto é, problemas com advecção dominante, a 

função exponencial consegue reproduzir o efeito do sentido do fluxo.  No caso do 

exemplo anterior, o valor no baricentro da variável interpolada é dado apenas pela 

combinação dos valores dos nós i e k. Isto é fisicamente correto uma vez que 

informação é transmitida no sentido do nó j. A informação do nó j não pode ser 

transmitida a montante.  
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Anexo 1: 
Soluções Analíticas 

São mostradas neste anexo, as soluções analíticas empregadas no Capítulo 5 

para validar a solução numérica do programa VirTran-3D.  

 

An.1. 
Fluxo Saturado Unidimensional em Regime Transiente 

Solução apresentada por Carslaw e Jaeger (1946) (apud Frind,1995) para 

condição de contorno do tipo Dirichlet. 
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onde 

u =  carga de pressão (L) 

uo = carga de pressão imposta (L) 

x = distância  (L) 

L = comprimento do domínio (L) 

t = tempo (T) 

K = permeabilidade saturada (L/T) 

Ss = armazenamento específico (1/L) 

 

 

An.2. 
Transporte unidimensional de vírus no meio poroso saturado 

Soluções apresentadas por Sim e Chrysikopoulos (1995) para condições de 

contorno do tipo Dirichlet e Neuman. 
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Para Condição de Dirichlet: 
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Para Condição de Neuman: 
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 (An.3) 

 

Onde 

lattKA µ+=                                                                                         (An.4) 

ρ

θdetKK
B att=                                                                                        (An.5) 

din

K
H µ

ρ

θ
+= det                                                                                    (An.6) 

 

C  = Concentração na fase líquida ( vírus/L3) 

C0 = Concentração na fase líquida imposta no contorno ( vírus/L3) 

U  = velocidade intersticial do fluido (L/T) 

D =  dispersão dos vírus (L2/T) 

Katt  =   taxa de adsorção (1/T) 
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Kdet  =   taxa de desorção (1/T) 

µl     =   taxa de inativação dos vírus na fase líquida (1/T) 

µdin  =   taxa de inativação dos vírus na fase sorvida (1/T) 

θ       =   teor de umidade volumétrico saturado (L3/L3) 

x  =  distância (L) 

t   =  tempo (T) 

J0 = Função de Bessel do primeiro tipo de ordem zero. 

 

 

An.3. 
Transporte unidimensional de colóides numa fratura saturada com 
abertura constante 

Soluções apresentadas por Addel-Salam e Chrysikopoulos (1994) para 

condições de contorno do tipo Dirichlet e Neuman. 

 

Para Condição de Dirichlet: 
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Para Condição de Neuman: 
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Onde: 

2/1
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C  = Concentração na fase líquida ( # colóides/L3) 

C0 = Concentração na fase líquida imposta no contorno ( # colóides/L3) 

U  = velocidade intersticial do fluido (L/T) 

D =  dispersão dos colóides (L2/T) 

k =   coeficiente de deposição na fratura (L) 

b =   abertura da fratura (L) 

x  =  distância (L) 

t   =  tempo (T) 
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