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APENDICE A:
Equacoes Governantes do Problema

A1,
Equacoes que descrevem o Fluxo

As equagdes que descrevem os fluxos na matriz e nas fraturas estdo
baseadas no conceito da continuidade da massa do fluido num volume de

referéncia. A obten¢do dessas equacgdes € mostrada a seguir.

A.1.1.
Fluxo na Matriz

Considere o volume de referéncia mostrado na Figura Al, com dimensdes
dx, dy e dz. Agora considere o fluxo de dgua acontecendo paralelamente ao eixo
X do sistema de coordenadas mostrado na mesma figura, fluindo no sentido

indicado pelas setas. Imagine que o fluxo ingressa no volume de referéncia pelo
Z Y
X

! ox

lado esquerdo e sai pelo lado direito.

dz

dy

dx

Figura A1. Volume de Referéncia no Meio Poroso. Fluxo Unidimensional

A quantidade de massa do fluido que ingressa no volume é dada pela vazao

especifica g, na direcdo X multiplicada pela massa especifica do fluido. A vazio
q, representa o volume de fluido por unidade de drea por unidade de tempo que

ingressa pela face esquerda do volume de referéncia. O produto pq representa
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entdo o fluxo de massa do fluido que ingressa por unidade de 4rea por unidade de
tempo. No extremo direito do volume de referéncia, a quantidade de massa que
sai, corresponde a massa que ingressou mais um termo adicional que reflete as
mudangas dentro do volume de referéncia. Esse termo adicional pode significar
acréscimo ou decréscimo na massa de fluido. Em termos matematicos isto é
representado através de um termo diferencial que reflete a variagdo da quantidade

7z

de massa ao longo da distancia dx, e € representado simbolicamente pela

00q ) ) L ) )
expressao %dx. O sinal da derivada indicard se a massa de fluido que sai é
X

menor ou maior a massa de fluido que ingressou. Se considerarmos que o fluxo
ocorre nas trés direcdes do nosso sistema de coordenadas, o balango no volume de

referéncia terd as componentes mostradas na Figura A2.

d(pq,)
pq, +————dy %
’_ " '
X
dz /
R dy
dx
P9,

Figura A2. Volume de Referéncia no Meio Poroso. Fluxo Tridimensional

Neste caso existe fluxo de massa do fluido ingressando e saindo nas trés
direcdes do sistema de coordenadas. Por convencdo define-se que o fluxo de
massa que entra € positivo e o fluxo de massa que sai € negativo. Para realizar o
balanco no volume de referéncia, simplesmente subtraimos os fluxos de massa
que saem dos fluxos de massa que ingressam no sistema. A partir do balanco é
obtida a quantidade de massa de fluido que entra ou sai do sistema por unidade de
area por unidade de tempo. Bastard multiplicar esse valor pelas dreas e tempos

correspondentes para obter a massa total de fluido que ingressou ou saiu do
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7z

sistema. O anteriormente anunciado é colocado em termos matematicos no

Quadro Al.

Quadro A1. Equacdes do balango de fluido no meio poroso

Direcio | Fluxo' Fluxo que Sai ' Balanco * Massa que entra ou sai °
Entra (Fluxo entra-Fluxo sai)
X
P pq. + M dx | (pg,—pq,. — M dx)dydz | — M dxdydzdt
ox : ox ox
Y d a(pq, A(pq,
P, oq, + —(,06]),) dy | (pq,—pq, — (pa,) dy)dxdz | — (pa,) dxdydzdt
oy ay dy
z 0 0 d
P | g +%dz (P, - pq, —%dz)dmy —%dxdydzdt
< <

1: massa por unidade de area por unidade de tempo

2: massa por unidade de tempo

3: massa (unidades de massa)

A quantidade total de massa de fluido que entra ou sai do sistema num

determinado intervalo de tempo dt € dado pela Equacao Al.

dpq,

—ag’idxdydzdt Py xdydzd —a’gidxdydzdt (A1)
X Z

Como acima colocado, o termo diferencial reflete as mudancas que ocorrem
dentro do volume de referéncia. A Equagdo Al deverd ser numericamente igual a
variacdo da massa que ocorre dentro do volume. Essa variacdo de massa pode ser

expressa em termos matematicos da seguinte forma:
—dt (A2)

em que M € a massa e t, o tempo. A massa pode ser expressa em fungdo do
volume total (V;) do volume de referéncia, da porosidade (n), do grau de saturacao

(Sw) e da massa especifica (p) do fluido. A expressao resultante €,

LGP (A3)
ot
O volume total V; resulta do produto dxdydz. Substituindo na Equagao A3
resulta,
d(pS,n)

5 dxdydzdt (A4)
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Equacionando Al e A4, a equacgdo de continuidade resultante é,

opq,
(P Py 0P 4 vy = 0P dedydzan (A5)
ox dy 0z o

No caso de se ter termos fontes (Q) definidos como volume de fluido
injetado/retirado por volume unitdrio por tempo unitirio, a equacdo de

continuidade resultante €,

9pq,
(- opa. P4y _9pq. * pQ)dxdydzdt =dedydzdt (A6)
& oy oz ot
Se expandirmos no tempo o lado direito da equagio (A6) obtém-se,
IS ayaan = (ps, %ﬂonaa +S n—)dxdydzdt (A7)
dp

A parcela S corresponde a compressibilidade do fluido e pode ser
t

expressa da maneira seguinte:

a(" ) = oy (A8)

onde B € o coeficiente de compressibilidade do fluido, g a gravidade e y a

carga de pressao do fluido.
A parcela 3—" corresponde com a compressibilidade do meio poroso e pode
t

ser expressa da maneira seguinte:

a(n) v
—_— A
ot e ot (A9)

onde a € o coeficiente de compressibilidade do meio poroso.

w

A parcela corresponde a variagdo do grau de saturacdo no tempo, e se

multiplicada pela porosidade pode ser expressa em termos do chamado teor de
umidade volumétrico (0). O segundo termo do lado direito da Equagcao A7, pode
ser escrito da seguinte forma.
as,) a(nS,) 00
P =p =P
ot ot ot
Substituindo as expressoes A8, A9 e A10 na Equacdo A7, obtém-se,
a(pS,,n)
ot

(A10)

dxdydzdt = (p%—f + pS  opg aa—ltﬂ +S npBp’g aa—ltﬂ)dxdydzdt (A11)
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Arranjando termos, a Equacdo Al1 € transformada para,

8(pSwn)
ot

Onde o termo pg(a+nf) é chamado de coeficiente de armazenamento

dxdydzdt = ( p%—f +pS. aa—‘;’( pg(a+nf))dxdydzdt (A12)

00 . 3 3 . .
especifico e tem unidades (L° / L” L), e representa o volume de fluido liberado por
volume unitdrio do meio poroso por queda unitiria na carga de pressdo, e é

normalmente representado pelo simbolo S. A Equacdo A12 modificada é,

dedydzdt - (p%—f“’S Waa_l/t/Sdeddedf (A15)

O lado esquerdo da Equacdao A5 pode incorporar as equagdes de movimento
do fluido. A equagdo de Darcy é a que descreve o movimento de um fluido num

meio poroso. A equacdo de Darcy € da forma seguinte:

oy +2)
R
ol

onde q; representa a vazio especifica do fluido (volume por unidade de area

q, = (Al4)

por unidade de tempo) na direcdo [, k corresponde a condutividade

oy +2)

(permeabilidade) hidrdulica saturada do meio poroso, e ———= representa a

ol
variacdo ou gradiente da carga total ao longo do comprimento /. Novamente ¥
representa a carga de pressdo e z a carga de elevacdo. A permeabilidade é na
realidade uma propriedade tensorial, e pode ser decomposta nas dire¢des do
sistema de coordenadas escolhido. No caso de um sistema de coordenadas

tridimensionais com eixos XYZ, o tensor de permeabilidades é dado por:

kxx k xy kxz
k. k, k (A15)
k. k. k

x 2y Z

Para o caso especifico de fluxo na direcdo X, a vazdo especifica € dada pela

Equacdo Al6.

g = k. a("’”)+kx, a(l//+z)+kﬂ Iy +2) (A16)
ox Y dy 0z

O fluxo na direcdo X € dado por trés parcelas que dependem cada uma dos
gradientes nas trés dire¢Oes dos eixos do sistema de coordenadas. A primeira
parcela representa fisicamente o volume de dgua que € transmitido na direcdo X

por causa da varia¢do da carga nessa direcdo, a segunda parcela corresponde com
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o volume de fluido transmitido na dire¢do X por causa do gradiente na dire¢io Y,
e finalmente a terceira parcela corresponde com o volume de fluido transmitido na
direcdo X por causa do gradiente na direcio Z. As componentes do tensor de
permeabilidade sdo interpretadas fisicamente como a facilidade com que o fluido
¢ transmitido numa dire¢do por conta da variagdo do gradiente numa direcio
determinada. Assim k,, representa a facilidade com que o fluido € transmitido na
direcdo X por conta do gradiente na direcdo X, e para k., € k. a interpretacao
fisica é, a facilidade de o fluido ser deslocado na direcdo X por causa dos
gradientes nas dire¢cdes Y e Z, respectivamente. Resumindo, os fluxos nas trés

direcdes do sistema de coordenadas XYZ sao:

g = k. a(y/+z)+kxv a<y/+z)+kx Iy +2) (A17)
| ox T dy oz

g, =k, QWD dWrD Ly dyE) (A18)

y | Y ax Yy ay yz aZ

a(w+z)+k 3(w+z)+k Ay +2)
b ax 2y ay bed az

q. =k (A19)

Empregando a notacdo indicial, as Equacdes A17, A18 e A19 podem ser
expressas da seguinte forma:
+
4= &, W2 (A20)
ox;
onde 1,j =1,2,3, sendo 1=X,2=Y,3=7, e x;=X,Y,Z dependendo do valor de j.
Para se considerar o efeito da ndo saturacdo no meio poroso, o tensor de
permeabilidade Kj; € multiplicado pelo valor K,, que representa a funcido de
permeabilidade relativa cujo valor varia entre zero e um dependendo do grau de
saturacdo. Desta forma a Equacao A20 é modificada para

{krwk, B(WZ)} (A21)
' ox;

Colocando as Equagdes A13 e A20 na Equacdo A6, obtém-se a equacdo

diferencial governante do fluxo num meio poroso (continuo) tridimensional.

8 8(1// +2)
—= p(—k
( p( w U ax

J

ZETEN + pQ)dxdydzdt = ( ,0— +pS. aalzﬂ S Ydxdydzdt

(A22)
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Simplificando termos e considerando que a massa especifica ndo varia no
espago, tem-se:

P oy +2) 20 oy
—(k k. —————A )Y+ 0=—+S § — A23
o Knky =5 TR =2 45,5 (A23)

! J
Esta € a equacdo diferencial referida no Capitulo 4. No caso de considerar o

valor de S igual a zero, a Equagcao A23 se reduz a cldssica equagdo de Richards.

A.1.2.
Fluxo na Fratura

z

A equacdo de continuidade do fluido na fratura é obtida empregando o
mesmo raciocinio utilizado para o meio poroso. Neste caso, a fratura € modelada
como duas placas paralelas separadas por uma distancia denominada abertura e
simbolizada como 2b. Na Figura A3 mostra-se o volume de referéncia da fratura e
o sistema de coordenadas empregado. Neste caso o fluxo na direcdo Y estd
representado pelos valores Qui+ € (ui, que correspondem com as vazdes
especificas que ingressam ou saem do volume de referéncia (provenientes da
matriz) através dos planos I" e I'.

No Quadro A2 sdo definidas as parcelas de fluxo para cada dire¢do. No caso
da direcao Y, s6 é considerada a quantidade de fluido que ingressa no volume.

De maneira similar ao problema do meio poroso, a massa de fluido dentro

da fratura € representada a partir da porosidade e do grau de saturagdo (n,, S, ).
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aPsz

P4y +

dz

A

prx

dz

-q

2b

v

qn/1+

prz

dx

Figura A3. Volume de Referéncia na Fratura. Fluxo Tridimensional

Quadro A2. Equacdes do balango de fluido na fratura

Py +——

170

X

dx

Direcao Fluxo que Entra ' Fluxo que Sai ' Balanco * Massa que entra ou sai >*
(Fluxo entra-Fluxo sai)
X
g+ (Pq s — d2bpq
qufx a fx fx a ——fdedZdt
0q, g x
—Ldx | pg, ———dx)2bdz
ox ox
Y R— — —
pqn/fr pqn/f (pqn/IJr pqn/F )dXdZ (pqnlfr pqn/f )dXdZdt
Z
Pq; + (Pqp. — d2bpq
quz a Jz Jz a _ fz d.XdZdt
04 g z
—FLdz | pq, ———Ldz)2bdx
0z 0z
1: massa por unidade de drea por unidade de tempo
2: massa por unidade de tempo
3: massa (unidade de massa)
4: a abertura 2b foi incorporada dentro da variagdo diferencial do fluxo

Na equacdo A24 se apresenta a equacao de continuidade da massa de fluido

resultante para a fratura. Nessa equacdo também sdo considerados termos fontes

Q;, definidos como volume de fluido injetado por volume unitério da fratura por

tempo.
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( dp2bq, dp2bq,.
ox 0z

a(pS,.n;)
+ 4,11, = P4, * p2bQ, )dxdzdt = 2b%

(A24)
Desenvolvendo o lado direito da Equacdao A24, obtém-se uma expressao

similar a Equagcao A12. Isto é mostrado na Equagao A25.

a(pS
2p 2P dear = 26900 + ps., ¥
ot ot 7ot

Neste caso, o valor do armazenamento especifico é dado pela expressao

(pg(a, +n, p))dxdzdt  (A25)

Sy = pPgf que resulta da consideragio da fratura indeformavel e com porosidade
unitdria (n, =1,e a, =0). A Equacdo A25 € reduzida para,

A(pS,.n,) 26 dy
2b————dxdzdt =2b(p—+ pS .S, ——
ot e (o o PPwPy Ty,

Os termos g ¢ g, da Equacdo A24 podem ser expressos a partir da Lei de

dxdzdt (A26)

Darcy. Neste trabalho de tese considera-se que para a fratura sdo aplicdveis os
conceitos de capilaridade e meio continuo. A mesma expressao da Equacdo A21
pode ser empregada para determinar os fluxos nas dire¢des X e Z. No caso da
fratura, o tensor de permeabilidade terd quatro componentes como mostradas na
Equacao A27.

{k” k”} (A27)

k, k,

Incorporando a Equacdo A21 na Equacdo A24 e considerando que 1i,j =1,2,

sendo 1=X,2=7, e x;=X,Z dependendo do valor de j, obtém-se a equagdo do

balanco de massa para a fratura,

J Iy, +2,)
(_gpzb(_krwfki]f #) + P41 = P T P2DQ )dxdzdt =

J (A28)

00 oy
2b(p—+ pS .S ., —)dxdzdt
('Oat Pous *fat)“

Simplificando termos e considerando que a massa especifica ndo varia no
espago, obtém-se:

B) oWy, +z,)

——(2bk,, ks AL S

ox, ox

i Jj

Iy,

S_
ot

26
)+qn/1+_qn/1_i2be :2b(§+s )

wf

(A29)

dxdzdt
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No caso da fratura, a permeabilidade saturada pode ser calculada a partir de
chamada lei cuibica, que no caso de placas paralelas é expressa da seguinte forma:

(2b)*
12u

k, =pg (A30)

onde u corresponde a viscosidade do fluido.

A Equacgao A29 é a mesma apresentada no Capitulo 4 para descrever o fluxo
na fratura. Pode—se notar também que a Equacdo A29 pode ser vista como um
caso particular da Equacdo A23. Se considerarmos em A29 a abertura unitdria
(2b=1) e trocarmos o valor do armazenamento especifico da fratura pelo valor
do meio poroso, obter-se-ia o caso particular de A23 para fluxo bidimensional de
um meio poroso. Esta é uma propriedade importante porque permite empregar os
algoritmos computacionais do fluxo na fratura, para representar também o fluxo

bidimensional no meio poroso.

A.2.
Equacoes que descrevem o transporte de virus

As equagdes que descrevem o transporte de virus na matriz e nas fraturas
estdo baseadas no conceito da continuidade da quantidade de virus num volume

de referéncia. As deducdes dessas equacdes sao mostradas a seguir.

A.2.1.
Transporte na Matriz

Considere o volume de referéncia mostrado na Figura A4, com dimensodes
dx, dy e dz. Agora considere o fluxo acontecendo paralelamente ao eixo X do
sistema de coordenadas mostrado na mesma figura, e no sentido indicado pelas
setas. Imagine que o fluxo ingressa no volume de referéncia pelo lado esquerdo e

sai pelo lado direito.
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Z Y
X

qxc—GDxa—C —p et qxc—HDx%+

o0x ox
dz )

dy g(q,rc -

dc
6D —)d
xax) X

dx

Figura A4. Volume de Referéncia no meio poroso. Transporte Unidimensional

A quantidade de virus que ingressa no volume é dada pelo transporte
advectivo e pelo transporte dispersivo. O transporte advectivo € dado pela vazao

especifica ¢, na direcdo X multiplicada pela concentracdo dos virus no fluido

(nimero de virus por volume unitdrio de fluido). O produto g c representa a

quantidade de virus que ingressa por unidade de drea por unidade de tempo. O

transporte dispersivo € dado pela Lei de Fick e representado simbolicamente como

ac, onde Dy [LZ/T] corresponde a dispersdo dos virus no fluido e % a

— 6D,
X X

variacdo da concentracdo na direcdo X. O valor 0 corresponde com o teor de
umidade volumétrico. No extremo direito do volume de referéncia, a quantidade
de massa que sai corresponde a massa que ingressou mais um termo adicional que
reflete as mudancgas dentro do volume de referéncia. Esse termo adicional pode
significar acréscimo ou decréscimo da quantidade de virus. Em termos
matematicos isto € representado através de um termo diferencial que reflete a

variacdo da quantidade de virus ao longo da distancia dx, e representado

simbolicamente pela expressdo ai(qxc - 6D, a—c)dx. O sinal da derivada indicara
X

ox
se a quantidade de virus que sai € menor ou maior a quantidade que ingressou. Se
considerarmos que o fluxo ocorre nas trés direcdes do nosso sistema de
coordenadas, o balanco no volume de referéncia terd as componentes mostradas

na Figura AS.
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dc 0 dc
—60D. —+—(q.c—6D. =)d
q.c =D, az(qzc zazﬂ

dc 0 dc
c—-0D —+—(g.c—6D. —)d
T / q, "oy a(q} ,ay)y
c 0
-6D —+— —-6D )d
qxc—HD% > ) Iy 967Dt oo(q,c= 0D )dx
z
/ dy
a’ dx Z, Y
C
_gD_
os 1" /,
C
c—6D. —
q © 0z

Figura A5. Volume de Referéncia no Meio Poroso. Transporte Tridimensional

Neste caso existe fluxo de virus ingressando e saindo nas trés direcdes. Por
convencao define-se que a quantidade de virus que entra € positiva e a que sai é
negativa. Para realizar o balan¢o de massa no volume de referéncia ,simplesmente
subtraem-se os fluxos que saem dos fluxos que ingressam no sistema. Bastard
multiplicar esse valor pelas dreas e tempos correspondentes para obter a
quantidade total de virus que ingressou ou saiu do sistema. O anunciado

anteriormente é colocado em termos matematicos no Quadro A3.
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Quadro A3. Equagdes do balango dos virus na matriz porosa.

Direciio Fluxo' Fluxo que Sai ! Balanco * N Virus que entra ou sai *
que Entra (Fluxo entra-Fluxo sai)
X q.c dc oc 0 oc
' q.c—6D, —+ (q.c—6D, — -—(gq,c—6D, )
D oc ox ox ox ox
—6D,— | 3 dxdydzdt
o | 9 g cmop, Loar | ~(g,c-0, %) - -
ox ox ox

i(qxc -6D, E)dx)dydz
ox ox

Y
1,¢ g,c—6D, g, (q,c—6D, gc —i(q},c—HDy %,
D dc dy dy dy dy
-y 8_ ) dc Jdc dxdydzdt
Y g(qyc—el)y g)d}’ —(g,c—6D, g)—

i (qg,c—6D, E)dy)dxdz
ay Y Y y

z q.c dc dc d
“ oz 0z
dxdydzdt

“a
. % )

‘9z | 9 —HDEd - _QD%_
aZ(qzc zaz)z (q.c Zaz)

i (q,c—6D, %)dz)dxdy
0z 0z

d
qg.c—6D, —+ (q.c—6D, — ——(qzc—ﬁDZa—c)
z

1: nimero de virus por unidade de drea por unidade de tempo
2: numero de virus por unidade de tempo

3: niimero de virus

Desta maneira, a quantidade total de virus que entra ou sai do sistema num

determinado intervalo de tempo dt, € dado pela Equagao A31.

{— 8a_x (g.c—6D, %) - % (g,c—6D, g—;) - 8% (q.c—6D, %)}dxdydzdt

(A31)

Se considerarmos o cardter tensorial da dispersdo, teremos que essa
propriedade pode ser escrita em termos matriciais nas componentes do sistema de

coordenadas. Para o caso tridimensional sdo nove as componentes do tensor,

como mostrados na Equacao A32.
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DXX
D, (A32)
D, D, D

x 2y Z

Empregando a notacao indicial, a Equacdo A31pode ser escrita da seguinte
forma,

d dc
— (6D, —
ox, (oD ox;

—q,c)dxdydzdt (A33)
As concentragdes dos virus dentro do volume de referéncia podem ser
expressas em relacdo ao estado em que estes se encontram, isto €, em suspensao

na fase liquida, sorvidos nas superficies sélidas, retidos nos poros menores ou

sorvidos na interface dgua-ar. As concentracdes sao mostradas a seguir.

Concentracio na fase .... Concentracio expressa como: Simbolo
Nuamero de virus por...
Liquida Volume unitério de fluido C
Sélida em sor¢@o em equilibrio Unidade de massa do solido Seq
Sélida em sor¢ao dindmica Unidade de massa do solido Sdin
Poros menores por filtracdo Unidade de massa do sélido Sur
mecanica
Interface dgua-ar Area unitdria da interface dgua- r
ar

1: do inglés straining

Se considerarmos adicionalmente que existe inativacdo de virus nas
diferentes fases acima mencionadas, é possivel se definir uma expressdo para
quantificar o nimero total de virus que sao inativados. Essa expressao é mostrada

na Equacao A34.

Q/thddedt = (%ﬂl + preqlLleq + prdinllein + prstrlLlsrr + Aawrﬂaw )dXddedt
(A34)

Onde Q, representa a soma de todas as parcelas da inativacdo, p, [M/L3] a
massa especifica do meio poroso seco (bulk density), A [L*L’] a drea da

interface 4gua-ar por volume unitdrio do meio poroso, € os coeficientes de

inativacdo [1/T] para cada fase sdo: u;, 4, s My My s Moy -
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A variagdo do nimero de virus dentro do volume de referéncia pode ser
expressa a partir das concentracdes em cada fase, como mostrado na Equagdo

A35.

a(w) + a(prC’q) + a(prdin) + a(prn‘r) + a(Aawr)
ot ot ot ot ot

Acoplando as Equagdes A33, A34 e A35 obtém-se a equacdo de

(

Ydxdydzdt (A35)

continuidade para os virus no volume de referéncia. A equacao resultante é:

a(p, S ,
[a(%) + (pb 6’(1) + a(prdm) + a(prSTr) + a(AaWF)]dxddedt =
ot ot ot ot o
a N (A36)
2 p. 25— 5 6)—0 1dxdydzd
[ax,.( " ox, g;¢) —Q,, ldxdydzdt

onde Q, € dado pela Equagéo A34.

Adicionalmente, para complementar a descri¢do do transporte dos virus, se
faz necessdria a determinacao das equagdes diferenciais auxiliares que descrevem
as concentragdes nas fases sorvidas e filtradas.

A concentracdo sorvida em equilibrio € descrita por uma relagdo linear
como mostrado na equacao A37.

S, =K,C (A37)

A variacdo da concentragdo sorvida dinamicamente nas superficies dos
sOlidos € dada pela diferenca entre as quantidades dos virus que sao retirados da
fase liquida, menos as quantidades que sdo liberadas da fase sélida e menos a
inativagdo dos virus sorvidos. Simbolicamente o balango de massa se expressa da

seguinte forma:

—a (pgfdin ) dxddedt = (%Katt l//an‘ - Sdin ,0;, Kde[ - Sdin ph/’ldin )dXddedt (A38)

onde K, [1/T] representa o coeficiente de sor¢do dindmico, WY, O
coeficiente adimensional de correcdo da drea disponivel para a sor¢do, e Kge [1/T]
o coeficiente de desorcao.

A variacdo da concentracdo filtrada mecanicamente € dada pela diferenca
entre as quantidades de virus que sdo retirados da fase liquida (filtrados pelos
poros menores) menos as quantidades inativadas dos virus filtrados.

Simbolicamente, o balanco de massa se expressa da seguinte forma:
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9(p,S,,) dxdydzdt = (6CK v, — p,S., I, dxdydzdt (A39)

ot

onde K [1/T] representa o coeficiente de filtracio e Yy o coeficiente
adimensional que representa a variacao da filtracdo na distancia a partir do ponto
de injecao.

A variagdo da concentragdo sorvida na interface dgua-ar é dada pela
diferenca entre as quantidades de virus que sdo retirados da fase liquida (retidos
na interface), menos as quantidades que sdo liberadas e menos as quantidades de
virus inativados nessa interface. Simbolicamente o balango de massa se expressa
da seguinte forma:

I(4,,1)

T dndydzdt = (OCK ¥, = A TK gy, = AT, )dvdydads— (A40)

daw aw

onde K,y e Kgaw [1/T] representam os coeficientes de sor¢do e desorcdo
dindmicos na interface dgua-ar, e Y,y o coeficiente adimensional de correcdo da
area disponivel para a sorcao.

Desta forma, o conjunto das Equacdes A36, A37, A38, A39 e A40
representa o sistema de equagdes que descrevem o transporte de virus num meio

poroso tridimensional.

A.2.2.
Transporte na Fratura

A equagdo de continuidade dos virus na fratura é obtida empregando o
mesmo raciocinio utilizado para o meio poroso. Neste caso, a fratura € modelada
como duas placas paralelas separadas por uma distancia denominada abertura e
simbolizada como 2b. Na Figura A6 mostra-se o volume de referéncia da fratura e
o sistema de coordenadas empregado. Neste caso o fluxo na dire¢cdo Y estd

representado pelos valores Q e Q  que correspondem com os fluxos de

n/1t
virus que ingressam ou saem do volume de referéncia (provenientes da matriz)

através dos planos I" e I".
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dc 0 dc
c—60D —+—(qg,.c—6D.—)dz
qu z aZ aZ (qu z aZ)
Y
I / _Qn/I’ Z :
7 v X
I
ac
15€ "t ox qﬁc—ﬁDY%+i(qﬁc—t9D¥%)dx
’ “ox ox 7 *ox

c—6D —
qy 3z

Figura A6. Volume de Referéncia na Fratura. Transporte Tridimensional

Neste caso existe fluxo de virus ingressando e saindo nas trés direcdes. Por
convencao define-se que a quantidade de virus que entra € positiva e a que sai é
negativa. Para realizar o balan¢o de massa no volume de referéncia, simplesmente
subtraem-se os fluxos que saem dos fluxos que ingressam. Com isto, € obtida a
quantidade de virus que entra ou sai do sistema por unidade de drea por unidade
de tempo. Bastard multiplicar esse valor pelas dreas e tempo correspondentes para
obter a quantidade total de virus que ingressou ou saiu do sistema. O anunciado
anteriormente € colocado em termos matematicos no Quadro A4. Nesse quadro
sdo definidas as parcelas de fluxo de virus para cada direcao, e no caso da direcio

Y s6 € considerada a quantidade de virus que ingressa no sistema.
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Quadro A4. Equacdes do balango dos virus na fratura.

180

Direcao Fluxo Fluxo que Sai ' Balango * Virus que entra ou sai *
que Entra ' (Fluxo entra-Fluxo sai)
X q.c D dc ( oD oc 0 (q.c— 6D ac)
c— -~ - =~ -5 4t x N
QD ac Q,v x ax qxc X ax ax ax
Rt 2bdxdzdt
o | 9 et %ix| —(g.c-ap, 2 -
ox ox ox
i (g.c—6D, %)dx)Zbdz
ox ox
Y nlt (Qn/ﬁ _Qn/r )dxdz (Qn/l+ _Qn/r)
-Q dxdzdt
z 0 o)
1€ g.c-o0 %4 (g.c—6D. % ~ 2 (q.c-6Dz—)
oD oc 0z ‘ 0z 0z oz
-5 2bdxdzdt
9 | Qg e—ep, 2| ~(q.e-ap. %) - e
oz 0z ' 0z
i (q,c—6D, %)dzﬂbdx
dz -~ 0z

1: nimero de virus por unidade de drea por unidade de tempo

2: numero de virus por unidade de tempo

3: nimero de virus

A quantidade total de virus que entra ou sai do sistema num determinado

intervalo de tempo dt é dada pela Equacao A41.

0 dc. 0 oc
{Zb(—a(qxc -6D, g) - a—z(qzc - 6D, a_z)) +Q L -Q }dxdzdt (A41)

Se considerarmos o cardter tensorial da dispersdo, essa propriedade pode ser

escrita em termos matriciais nas componentes do sistema de coordenadas. Para o

caso de uma fratura sdo quatro as componentes do tensor, como mostrado na

Equacdo A42.
D/UC DXZ
DZX DZZ

|

(A42)

Empregando a notagdo indicial, a equacdo A41 pode ser escrita da seguinte

forma:

ox,

{%i(ez)ﬁj i

—qpc)+Q -

Q dxdzdt

nll”

com 1,j=1,2, e o subindice f refere-se a fratura.

(A43)
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As concentragdes dos virus dentro do volume de referéncia podem ser
expressas em relagdo ao estado em que estes se encontram. Os virus podem ser
encontrados nas seguintes formas: em suspensdo na fase liquida, sorvidos nas
superficies da fratura, retidos nos poros menores (isto representaria o caso de
abertura varidvel), ou sorvidos na interface &4gua-ar. As concentragdes sao

mostradas a seguir.

Concentracio na fase .... Concentracio expressa como: Simbolo

namero de virus por...

Liquida Volume unitério de fluido G

Sélida em sor¢@o em equilibrio Area unitéria da fratura Seqr

Sélida em sor¢do dindmica Area unitéria da fratura S ding

Poros menores por filtragdo Area unitdria da fratura Syf

mecanica

Interface dgua-ar Area unitéria da interface Iy
dgua-ar

1: do inglés straining

Se considerarmos adicionalmente que existe inativacdo dos virus nas
diferentes fases acima mencionadas, é possivel se definir uma expressdo para
quantificar o nimero total de virus inativados. Essa expressao é mostrada na
Equacao A44.

2bQ, dxdzdt =
20(0C py + S, Aoy + S g p A M + S0 Al

+A,, i, dxdzde

strf awf
(A44)

onde O, representa a soma de todas as parcelas da inativagio, A, a édrea

das superficies solidas por volume unitdrio da fratura (no caso de placas paralelas

2 ) : ) s
A, =—), A,, adrea da interface dgua-ar por volume unitdrio da fratura, e os
S 2b

coeficientes de inativagdo [1/T] para cada fase s80: ty, s My 1> Moy s My -

A variagdo do nimero de virus dentro do volume de referéncia pode ser

expressa a partir das concentracdes em cada fase, como mostrado na Equacio
A45.
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HEC,) NAS.,) dAS.,) AAS,) 3A4,L)

S

2b
( ot ot ot ot ot

)dxdzdt

(A45)

Acoplando as equagdes A43, A44 e A45, obtém-se a equacdo de
continuidade para os virus no volume de referéncia. A equacao resultante é:

2b(3(;’(t?f) N 3(Agfeqf) N a(Asaidmf) N a(A;;mf) N 3(A3V;Ff)

p) dc,

2b—— (6D, ——
ax.( fi ox;

l

)dxdzdt =
—qﬁ.cf)+§2n”+ —Qn”, —2me dxdzdt

(A46)
onde 2bQ . € dado pela Equagdo Ad4.

Adicionalmente, para complementar a descricado do transporte de virus, se
faz necessdria a determinacao das equagdes diferenciais auxiliares que descrevem
a variacdo da concentragdo nas fases sorvidas e filtradas.

A concentracdo sorvida em equilibrio é descrita por uma relagdo linear
como mostrado na equacao A47.

S, =K4C, (A47)
No caso da fratura, o coeficiente K & ¢ definido como o coeficiente de

distribui¢ao na fratura com unidades [L3 /L? ].

A variagdo da concentracdo sorvida dinamicamente nas superficies da
fratura € dada pela diferenca entre as quantidades de virus que sdo retirados da
fase liquida, menos as quantidades liberadas das superficies € menos a inativacao
dos virus sorvidos. Simbolicamente o balanco de massa se expressa da seguinte
forma,

a(AsSdinf )

2b
ot

dxdzdt =2b(0C ;K .oV oy =S i 1 A K gerp = Sin p As My )Xzt
(A48)
onde Ky [1/T] representa o coeficiente de sor¢do dindmico, ¥ O
coeficiente adimensional de correcdo da drea disponivel para a sor¢ao € Kyes [1/T]
o coeficiente de desor¢c@o dindmico.

A variacdo da concentracdo filtrada mecanicamente € dada pela diferenca

entre as quantidades de virus que sdo retirados da fase liquida (filtrados pelos
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poros menores) menos as quantidades inativadas dos virus filtrados.

Simbolicamente, o balanco de massa se expressa da seguinte forma:

a(ASSxtrf)dx
ot

onde Ky, [1/T] representa o coeficiente de filtracdo, e Yy 0 coeficiente

2b dzdt = 2b(6C K, W, — A, M, )dxdzdt (A49)

adimensional que representa a variacao da filtracio na distancia a aprtir do ponto
de injecao.

A variagdo da concentragdo sorvida na interface dgua-ar é dada pela
diferenca entre as quantidades de virus que sdo retirados da fase liquida (retidos
na interface), menos as quantidades liberadas e menos as quantidades de virus
inativados nessa interface. Simbolicamente o balanco de massa se expressa da
seguinte forma,

(A, T;)

2b
ot

dxdzdt = 26(8C K y Wy — Auy Uy Koy = Ay Ty Moy Vlxdlzdt

(A50)

onde K, e Kguy [1/T] representam os coeficientes de sor¢do e desor¢ao

dindmicos na interface dgua-ar, e ¥,,r 0 coeficiente adimensional de corre¢do da
area disponivel para a sorcao.

Desta forma, o conjunto das equagcdes A46, A47, A48, A49 e A50

representa o sistema de equacgdes que descrevem o transporte de virus numa

fratura tridimensional, e sdo as mesmas apresentadas no Capitulo 4.
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APENDICE B:
Método dos Volumes Finitos (MVF)

B.1.
Generalidades do MVF

As equacdes diferenciais podem ser resolvidas através de métodos analiticos
ou através de métodos numéricos. A aplicagdo dos métodos analiticos permite
obter a solucdo exata da equagdo. Porém, a aplicacdo dessas técnicas estd restrita a
geometrias simples e condicdes de contorno também simples. Os métodos
numéricos por outro lado, fornecem solucdes aproximadas das equagdes
diferenciais, mas permitem a resolu¢io de problemas com geometrias e condi¢des
de contorno mais complexas. A utilidade das solu¢des analiticas estd na validacdo
matemadtica das solu¢des numéricas e na andlise dos problemas de baixa
complexidade.

Os métodos numéricos tradicionalmente empregados na engenharia sdo:
Método das Diferencas Finitas, Método dos Elementos Finitos e Método dos
Volumes Finitos. A diferenca entre eles estd na maneira como o dominio do
problema é discretizado. Existe ampla literatura sobre os diferentes métodos, e
neste apéndice serd descrito de maneira geral o Método dos Volumes Finitos
(MVF) também conhecido como Método do Volume de Controle (MVC).

A 1idéia bésica do MVF ¢ descrita a seguir (baseado em Patankar, 1980):
sobre o dominio do problema é construida inicialmente uma malha de nds que
definem os pontos nos quais os valores da solu¢do numérica sao obtidos. O
dominio do problema € a seguir dividido num determinado nimero de volumes de
controle ndo sobrepostos, de maneira tal que cada volume de controle esteja
localizado ao redor de cada n6 da malha. A equacdo diferencial € integrada sobre
cada volume de controle de maneira tal que o principio de conservacdo seja
garantido dentro do volume. Desta forma, o balanco da quantidade fisica sob
estudo (seja, massa, quantidades de movimento, energia) € satisfeito de maneira

exata individualmente para cada volume e portanto para todo o dominio.
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Em dependéncia da maneira como os volumes de controle sdo construidos,

trés variantes do MVF sdo reconhecidas (como explica Maliska, 2004).

- Método Baseado em coordenadas curvilineas (boundary-fitted coordinates

ou body-fitted): este método utiliza o sistema de coordenadas para definir a forma

do volume de controle. Neste caso o sistema de coordenadas coincide com a
fronteira do dominio e os contornos dos volumes de controle coincidem com

linhas de isovalores das coordenadas.

- Método Baseado em Elementos: Neste caso os volumes de controle sido

construidos a partir de elementos que discretizam o dominio, sejam triangulos,
tetraedros, etc. Os contornos do volume de controle neste caso podem ser
irregulares € ndo necessariamente serem paralelos aos eixos do sistema de

coordenadas.

-Métodos Baseados em Diagramas de Voronoi: Neste caso os volumes de

controle sdo construidos a partir de uma triangulacdo de Delaunay.

Nesta pesquisa foi empregado o Método baseado em Elementos. Este
método € também conhecido na literatura como Volumes Finitos baseados em
Elementos (element-based Finite Volume Methods) e também como Elementos
Finitos Baseados no Volume de Controle (Control Volume-based Finite Element
Methods). A associacdo com o MEF surge porque os volumes de controle sdao
construidos a partir das malhas de elementos finitos, e especialmente porque os
dois métodos empregam as mesmas fungdes de interpolagdo (excegcdao a
interpolacdo dos termos advectivos). Isto €, a variacdo espacial da varidvel
primdria € descrita pelas fungdes de interpolacdo de cada elemento, e
adicionalmente os contornos do volume de controle sdo definidos a partir da
geometria dos elementos finitos. Quando o valor da varidvel primdria é
armazenado no centrdide do elemento finito (ou célula de discretizacdo) se diz
que o esquema de discretizacdo é baseado na célula (cell-based or cell centered
scheme), neste caso o elemento finito € o préprio volume de controle. Quando o
valor da varidvel primdria é armazenado no no, se diz que o esquema € baseado no

ndé ou no vértice (vertex-based or vertex centered scheme). Nesta pesquisa, 0
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esquema empregado foi baseado no vértice. Na Figura B1 se apresentam os

esquemas mencionados.

Ponto de
armarenatmento

Wolume de
Controle

a Baseado na Célula h. Baseado no Vértice

Figura B1. Esquema de armazenamento (modificado de Barth T. e Ohlberger, 2004)

Assim, o esquema a seguir descrito corresponde ao Método dos Volumes
Finitos Baseado em Elementos empregando o esquema baseado no vértice.

Na Figura B2 € mostrado um dominio retangular discretizado em nove nés
unidos por oito elementos triangulares. Na mesma figura ¢ mostrada uma zona
sombreada que representa o volume de controle para o n6é 1. Esse volume de
controle é construido a partir da soma das parcelas em cada elemento
(subvolumes). A constru¢cao do volume de controle pode ser feita de diferentes
maneiras. Nesta pesquisa, para problemas bidimensionais o dominio foi
discretizado com elementos triangulares de trés nds. Os volumes de controle
foram construidos a partir da unido do baricentro de cada tridngulo com os pontos
médios dos segmentos que definem o contorno do elemento. No caso de
problemas tridimensionais foram empregados tetraedros de quatro nds para
discretizar o dominio. Os volumes de controle foram construidos, de maneira
similar, unindo o baricentro do tetraedro com os baricentros dos tridngulos que
definem o contorno do elemento. Nas Figuras C1 e D1 dos Apéndices C e D sdo
mostrados os volumes de controle construidos para cada tipo de elemento.

O valor da varidvel priméria armazenada no né é considerado como o valor
representativo de todo o volume de controle. No caso da Figura B2, o valor

armazenado no né 1 serd o valor representativo de toda a zona sombreada.
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ES ES
E6 E7
8 9

Figura B2. Volume de Controle e subvolumes de controle para o né 1.

Quando aplicado um método numérico, a equacdo governante do problema

¢ substituida por um sistema de equagdes que aproximam a solugdo exata (isto €,

se obterd um sistema de equagOes discretizadas). Essas equacdes discretizadas

devem manter a conservagdo da quantidade fisica sob estudo (vale ressaltar que

essa quantidade ndo € necessariamente a varidvel primadria). Essas equagdes

aproximadas podem ser obtidas de duas maneiras:

= Realizar diretamente o balan¢o da quantidade sob estudo para cada

volume de controle.

Integrar a equagdo governante no volume de controle. Esta
integracdo € realizada para cada volume de controle de maneira
independente. Por este motivo, esta integracdo € normalmente
classificada como sendo um método de residuos ponderados, onde o
valor da fun¢do peso tem valor unitario naquele volume de controle
e valor zero nos outros volumes. Para cada volume de controle é
montada uma equacdo aproximada que responde a integracao
naquele volume. Isto implica que a integral do residuo naquele
volume € nula, isto é, a equacdo resultante deve manter a

conservacdo da quantidade fisica sob estudo. Para manter a

conservagdao ou continuidade, a equagdo diferencial do problema
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deve ser integrada empregando o teorema do divergente. Esta
maneira de aproximar as equacdes discretizadas é também
conhecida como Método de Colocagdo por Subdominio. Em alguns
livros de texto esta forma de integracdo é colocada como um
método alternativo de integragdo em Elementos Finitos (Huyakorn e

Pinder, 1983).

Nesta pesquisa, as equacdes discretizadas foram construidas a partir da
utilizacdo do método de integracdo ponderada. A aplicacio do método é
demonstrada a seguir para um problema simples, empregando a discretizacdao da
Figura B2.

Considere a Equacao B1 que representa o fluxo de 4gua bidimensional em

estado permanente em condi¢do saturada.

0, oh. d oh
—(k—)+—(k—)=0 B1
ax( ax)+ay( ay) (B1)
a integragdo do residuo ponderado desta equacao €,
0, oh  d  oh
W I[—k—)+—(k—)]dA=0 B2
{ kg5, 6] (B2)

onde W; é a funcdo de ponderacdo com valor igual a um no volume de
integracdo e zero nos outros volumes. O valor A € a drea resultante de um volume

com espessura unitdria V=1*A. A Equacdo B2 € transformada para:
0 oh_ 0  oh
—(k—)+—((k—)]dA=0 B3
J I e 5 k3! (B3)

A partir de (B3) observa-se que a integral da equagao do problema deve ser
zero, isto é, a continuidade deve ser garantida naquele volume de integracao.
Aplicando o teorema do divergente em (B3), obtém-se uma nova integral que leva

em conta as direcoes dos fluxos.

| [k%nx+k%ny]dS=O (B4)
ox dy °

N
onde S representa a drea do contorno do volume de controle (no caso da
Figura B2, o comprimento dos segmentos de reta que definem o contorno do
volume de controle do n6 1) e ns € ny as componentes do vetor normal para fora

do dominio aplicado em cada segmento do contorno do volume. A Equagdo B4
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nao € outra coisa que a determinagdo dos fluxos através do contorno do volume,
com sinal dado pelo vetor normal. Esse sinal indica se o fluxo € para dentro ou
para fora do volume.

Se aplicarmos (B4) para obter a equagdo discretizada no volume de controle
do n6 1 da Figura B2, resulta uma equagdo em termos dos valores das cargas
nodais dos nés 1 até 9. A forma genérica desta equacao 1 € mostrada a seguir:

G.h, = G,h, + G,hy + G h, + Gshy + Gohg + G, h, + Gghg + Gyh, (BS)

Os valores G sdo fatores numéricos resultantes da integracdo. Neste
apéndice ndo € mostrada a maneira de obter os valores de G em B5. A aplicacio
da integracdo com o MVF € mostrada em detalhe nos Apéndices C, D, E e F. Essa
integracdo consiste basicamente na determinacdo das quantidades de fluido que
sao transferidas entres os volumes de controle. No caso do exemplo da Figura B2,
¢ a transferéncia de fluido entre o volume do né 1 e os volumes de controle dos
nos 2 at€ 9. As grandezas h em B5 correspondem aos valores da varidvel primaria
(carga).

A Equacgdo B5 deve respeitar as quatro regras basicas do MVF. Essas quatro

regras bdsicas sdo descritas em Patankar (1980) e reproduzidas a seguir.

Regra 1: Consisténcia dos Fluxos nas Interfaces: Os fluxos através das faces

compartilhadas por volumes de controle adjacentes devem estar representados
pela mesma expressdo nas equacgdes discretizadas. O sentido fisico desta regra é
claro. Os valores dos fluxos que atravessam as faces devem ser os mesmos.
Matematicamente isto significa que as funcdes que descrevem as variagdes no
espaco da varidvel primdria dentro dos volumes de controle adjacentes, devem ter

o mesmo valor na interface, isto é, representadas pela mesma equacao.

Regra 2: Coeficientes Positivos: Como mostrado em (B5), o valor da

varidvel primdria no n6 1 é aproximado a partir da combinagao dos valores nos
nés em conectividade com ele. O sinal dos coeficientes G (na Equagao BS5) deve
responder ao sentido fisico do problema. Nos problemas de fluxo e transporte, a
informagdo € transmitida entre os nds através dos processos advectivos e
dispersivos. Em presenca dos efeitos puramente dispersivos, a informagdo do né 1

¢ transmitida em todas as direcdes, isto €, para todos os ndés com os quais tem
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contato. Desta forma, um aumento no valor da concentragdo (por exemplo) no n6
1 induz um aumento na concentracdo nos nés vizinhos. Se G; for positivo, entdo
G, a Go também devem ser positivos. No caso de efeitos advectivos, se
considerarmos que na Figura B1 existe um fluxo horizontal da esquerda para a
direita, a informacdo do né 1 poderd ser transmitida apenas ao n6 de nimero 2.
Isto é, um acréscimo na concentracdo em 1 significa um acréscimo na
concentracdo em 2. Se G; for positivo entdo G, deve ser positivo. Do anterior
resulta claro que o sinal dos coeficientes na Equacdao B5 reflete os efeitos do
fenomeno fisico. Os coeficientes G; a Go devem ter o mesmo sinal. Se
escolhermos uma discretizacdo que gere sinais positivos, entdo a regra pode ser
escrita da seguinte maneira: Todos os coeficientes (G; e os seus vizinhos Gy)

devem ser sempre positivos. O contrdrio € também valido para sinais negativos.

Regra 3: Somatdrio dos Coeficientes Vizinhos: Na auséncia de termos

fontes, a soma dos coeficientes deve respeitar:

9
G, =G, (B6)
n=2
alternativamente,
9

2.G.

n=2 — 1 B7

—G1 (B7)

Sendo que o valor da varidvel primiria no n6 1 é obtido a partir da
ponderacdo dos valores nos nds vizinhos, o valor G; deve ser igual a soma das
contribuicdes individuais de cada né. Outra maneira de explicar isto é supor que o
valor da varidvel primdria em todos os nés vizinhos € igual, entdo na auséncia de
termos fontes o valor no né 1 devera ser o mesmo dos vizinhos (Patankar,1980).
Esta regra ndo é respeitada quando sdo incorporados termos fontes linearizados

com coeficiente positivo, como mostrado na Regra 4.

Regra 4: Linearizacido do Termo Fonte com Coeficiente Negativo: No MVF

quando considerados termos fontes, € pritica comum a linearizacdo em fun¢do do
valor da varidvel primdria. Em alguns problemas o termo fonte depende

fisicamente de varidvel primdria. No MVF essa linearizacdo ¢ feita para diminuir
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a possibilidade da divergéncia e melhorar a convergéncia da solucdo. Seja Q um

termo fonte na Equagdo B1, a linearizacdo pode ser colocada da maneira seguinte:
Q=0 +0,n (B8)
onde Q. e Qp sdo constantes. Incorporando (B8) em (B5), a equagio
resultante é:

G,h, = G,h, + G;h, + G,h, + Gshs + Gihg + G, h, + Gyhy + Gohy + Q Al
(B9)
onde Al € um fator geométrico que considera a drea de atuacio da fonte, e

G, =G, —Q,Al.

9
Resulta claro que G, # an , quer dizer, a Equacdo B9 ndo cumpre com a
n=2

Regra 3. Apesar de (B9) estar corretamente colocada do ponto de vista
matemdtico, pode apresentar problemas na realidade fisica do problema. Se a
constante Q, aumentar de valor tal que G, seja negativo, a Regra 2 serd quebrada.
Para manter a consisténcia fisica do problema, a constante Q, deve ser mantida
negativa. Com isto, G, mantém o mesmo sinal que G, a Go. A Regra 4 pode ser
escrita da seguinte forma: quando um termo fonte for linearizado na forma

0=0. +Qphl, o coeficiente Q, dever ser sempre mantido negativo ou igual a

Zero.

B.2.
Interpolacao e Fluxos nas Interfaces

Para a construcdo das equacdes discretizadas, é necessdria a determinagao
dos fluxos nas faces dos volumes de controle. Os fluxos nas interfaces sao fungdes
dos gradientes da varidvel priméria e dos valores dos pardmetros do material.
Esses valores sdo armazenados nos nos, devendo serem calculados nas interfaces
a partir da interpolacdo dos valores nodais. Desta forma, nas interfaces dos
volumes de controle sdao determinados os gradientes e as propriedades de
transmissdo representativas daquela interface, por exemplo, permeabilidade,
dispersdo, velocidade, etc. Para determinar os valores das interfaces, € necessario
definir a maneira como os valores da varidvel variam no espago. Quer dizer,

precisamos definir um perfil da variacdo desta varidvel no espago. Para a
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determinagdo das propriedades do material na interface serd necessario ponderar
os valores desta propriedade.

O perfil da variagdo no espaco da varidvel € obtido a partir de uma funcao
de interpolacdo. Existem diferentes tipos de fungdo de interpolacdo. O tipo de
funcdo a ser empregado dependerd da variante do método do volume de controle
que esteja sendo utilizada. Maliska (2004) apresenta uma descri¢do bastante
completa dos diferentes tipos de interpolacdo disponiveis no método das
coordenadas curvilineas, para problema 1D, 2D e3D. Uma aplicacdio da
interpolacdo nos diagramas de Voronoi pode ser estudada em Maliska (2004).
Uma publicacdo disponivel na internet, embora com uma terminologia mais
matematica, € a apresentada por Mishev(_) para diagramas de Voronoi.

Nesta pesquisa foi usado o Método Baseado em Elementos. Neste método, a
interpolacdo da varidvel primdria € definida para cada elemento. Isto é, dentro de
cada elemento pode ser empregada uma funcio de interpolacdo diferente. Neste
trabalho de tese, foram empregadas as mesmas funcdes de interpolacdo para todos
os elementos. Para representar as variagdes nas cargas de pressdo e nas
concentragdes nos termos dispersivos, foram empregadas fungdes de interpolacdo
linear para obter os valores nas interfaces dos volumes de controle. Para
representar as concentracdes nos termos advectivos da equacdo, foi utilizada uma
funcdo de interpolacdo exponencial, descrita em detalhe no Apéndice H. Esta
func¢do de interpolagdo tem sido empregada em problemas de fluxo bidimensional

com resultados satisfatérios (Abbassi et al, 2003).

As propriedades nas interfaces s3o importantes para se obter uma
discretizacdo adequada. Sendo que a interface entre dois volumes de controle
corresponde ao contato entre dois materiais com propriedades diferentes, é
necessario também se definir a maneira como essa propriedade é calculada na
interface. Existem basicamente trés maneiras de se obter esse valor, através da
média harmonica, da média linear (variagdo linear entre os nds vizinhos) e através
da média integrada (no caso da propriedade depender da varidvel primdria, a
propriedade € integrada considerando a variacao da varidvel primdria no espago).
Neste trabalho de pesquisa optou-se por manter as mesmas fungdes de
interpolacdo lineares acima mencionadas, e foram integradas ao longo do

contorno do volume de controle. Desta forma, os valores no contorno resultam da
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integracdo da interpolacdo a partir dos valores nodais. Comparagdes de resultados
empregando diferentes tipos de ponderacdo podem ser vistas em Brunone et al

(2003) e Sasic et al (2004).

B.3.
Condicoes de Contorno

Para o método centrado no vértice, as bordas do dominio do problema
também coincidem com o contorno dos volumes de controle nelas localizados. As
faces dos volumes de controle localizadas no contorno do dominio sio tratadas da
mesma maneira como sao tratadas as outras faces localizadas dentro do dominio.
Se o valor do fluxo no contorno é conhecido, basta somar esse valor a equagio
discretizada, da mesma forma como é tratado no MEF. Quando esse valor de
fluxo ndo € conhecido, entdo uma discretizacdo desse fluxo em termos dos valores
nodais deverd ser adicionada a equacdo discretizada. Portanto condi¢des tipo
Dirichlet, Neuman, Superficie Livre ou Cauchy sdo facilmente incorporadas na
formulacao. Nos Apéndices C, D, E e F é mostrado o detalhe da incorporacao das

condi¢des de contorno nos problemas de fluxo e transporte.
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APENDICE C:
Solucao Numérica — Equacao de Fluxo na Matriz

A equacdo que descreve o fluxo de 4gua na matriz foi descrita no Apéndice
A. Neste Apéndice C € mostrada a solu¢do numérica através do Método dos

Volumes Finitos (MVF). A equagdo governante a ser resolvida é,

d Wy +2) 96 dy

—(k_k. +t0=—+S 5 — Cl1
axi('w" E)xj )£0 ot YT ot «D
Os indices i, j variam de 1 a 3, e indicam as dire¢des x;,X; € X3 do sistema de
coordenadas.
C.1.

Construcao do Volume de Controle

Para a discretizacdo espacial do dominio das matrizes porosas foram
empregados elementos tetraédricos. A constru¢do dos volumes de controle foi
feita a partir da geometria dos tetraedros. Nas Figuras C1 e C2 € apresentado o
contorno do subvolume de controle para o né i. O contorno € definido por planos
internos localizados dentro do elemento e por planos externos localizados na
superficie do elemento.

Os planos internos foram denominados Sj;, Sik € Sji. O plano S;; € delimitado
pelos pontos (a,b,e,g), o plano Sik pelos pontos (b,c,f,g) e o plano S; pelos pontos
(d,e.f,g).

Os pontos (a), (c), e (d) correspondem com o centro dos segmentos

Noi— Noj, Noi—Nok e Noi — Ndl , respectivamente. Os pontos (e) e (f)
correspondem com o baricentro dos tridngulos Noéijl e Noikl, respectivamente. O
ponto (g) corresponde com o baricentro do tetraedro.

Os planos externos foram denominados S, S; € S3. O plano S; € delimitado
pelos pontos (N6i,a,b,c), o plano S, pelos pontos (N6i,c,d,f) e o plano S; pelos

pontos (N6i,a,d,e), como mostrado na Figura C2.
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Nas Figuras C1 e C2 sdao também mostradas as componentes dos vetores

normais para cada plano.

Né6 1

N6 i

Figura C1. Subvolume de controle para o n6 i, planos internos.

N6 1
S3
\
!
v _(¢)
(D n3 53‘ i nls
(2)
nl s3 g
n2%1
Dl n3s
(b)
3 s n2 s2 nl sl
1s2 =
nl s s
N6 i
A ©
)
S2

Figura C2. Subvolume de controle para o né i, planos externos.

x3

N6 k

x1

x1

x2

x2
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C.2.
Discretizacao Espacial

A variante do MVF empregada nesta tese € a baseada no vértice. A seguir é

mostrada a integra¢do da Equacdo C1 no subvolume do né i das Figuras C1 e C2.

A integracao ponderada da Equacdo C1 € colocada da seguinte forma:

a(‘/’JFZ))J_rQ—(a—g+SWSSaa—"t/) lv =0 (€2)

W—k
I | R or

W, € a fun¢do de ponderacao com valor igual a 1. Resulta entdo,

8 +z 2060 0

j[ ke, 25Dy 102045 5. ) v =0 (©3)
ox; ot ot

Empregando o teorema do divergente, e as componentes dos vetores

normais mostrados na Figura C1, a integral anterior € transformada para,
d
[0 - 25,5, v +
) ot ot

[ ki

Sij

([ kK,

Sik

w'vij a (W +z ))nmjds +

(C4)
ij a (l// +z ))nmkdstk +
(l// + < ))ntwlds O

Considerando que a carga total pode ser definida em qualquer ponto dentro
do elemento a partir de interpolacao linear dos valores nodais, obtém-se a seguinte

expressao:
h=y+z=N,W,+z,) (&)
Onde (y,, +z,) representam os valores das cargas de pressio e de elevacio

nos pontos nodais, e a varidvel N,, o valor da funcdo de interpolagdo. Empregando

C5, a equacao C4 ¢ transformada para
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d
[0~ 5.5,V v+
) ot ot

—N (l//m+z Dn,ds; +

isij

[ ko

Sij

w'ij a
(Co)
[ kK, N W +2, D ds, +

rw'Vij
Sik a

[k, k ,,—N W, +z2 ) ds, =0

Sil

Integrando C6 e colocando o resultado na forma matricial, obtém-se a
discretizagdo espacial para os planos internos do subvolume de controle do n6 i.

FOEY 4y —0 +az (C7)
ot ot

(Observagao: a partir deste ponto os indices i,j,k, sdo associados aos ndos 1i,j,
k do elemento e ndo mais ao sistema de coordenadas).

As componentes de C7 sdo detalhadas a seguir.

F=[av="x (C8)
Vv

%4
Fo=[l,8) Jav=cs,5)=F (C9)

onde i indica né i, Vg volume do elemento, S,, saturacdo e S

armazenamento especifico.

0,=[l+0 Wv-[+0 It (C10)
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8 0 d
A j[ (krw ij N )nmjds + j[ (krw ij a N )nmkdslk + j[ (krw ij a N )nml

Sij Sik Sil

i S (K11 b, + K12, ¢, + K13 d,)ny, +(K21, b, + K22, ¢, + K23, d, Jnys +
=\ (K31 b, + K32, ¢, + K33 d, s

S5 [(K11y b, + K12, ¢, + K13, d g +(K21; b, + K22 ¢, + K23, d, )ns +
=| 57| (K315, b, + K325 ¢, + K33, d Jnyg

- [(K11g b + K12 ¢, + K13 d, s +(K21; b, + K22, ¢, + K23, d, Jnys +
Z "| (K31, b, + K32 ¢, + K33, d, nsy

- [(K11y b, + K12, ¢, + K13, d,ng +(K21 b, + K22, ¢, + K23, d, Jnys +
2.5, (K315 b+ K32, ¢, + K33 d, nss.

(C11)
v v, v. v (C12)
zm=[zi Z;, Z,J (C13)

Os valores S, em C11 representam as dreas dos planos internos. O subindice
n assume valores n =1 no plano ij, n = 2 no plano ik, e n = 3 no plano il. O
simbolo s, quando usado como subindice em C11, refere-se aos valores relativos
ao plano S, correspondente.

As constantes b; b by by ¢ ¢, ¢, ¢, d;, dj, di e d; em Cl11, correspondem as
derivadas das fun¢des de interpolacdo de cada né em relagdo ao sistema de

coordenadas. Esses valores sdo obtidos da seguinte forma:
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Loxy  xy x, 1 oxy Xy Xy

—detll x, x5 —detjx, 1 x;, —detx,, x,,

b _%_ 1 Xoj X35 o= oN, _ X1 1 X3 J = oN, _ X Xy
"oy, 6V, Toox, 6V, toox, 6V,

Loxy  xy x, 1 oxy Xy Xy

—det|l x, x; —det|x, 1 x, —det|x,, x,,

b - oN, _ 1 x, xy . oN,; _ X, 1oxy, J - oN, _ Xy Xy
T ox oV, 7 ox, oV, " o, oV,

Loxy,  xy x, 1 oxy Xy Xy

—det]l x,; x;; —detlx,; 1 xy; —detjx,; x,;

b — aNk — 1 x21 x3i c. = aNk — xll 1 ‘x31 d — aNk — ‘xlt ‘x2i
“ox, 6V, S 6V, Y o, 6V,

Loxy,  xy x; 1 oxy Xy Xy

—det]l x,; xy; —detlx,; 1 xy; —detlx;; x,;

b = oN, _ Loxy xy o = oN, _ X boxg, d = aN/ _ Xk Aok
"o 6V, ' oox, 6V, "oox, 6V,
(C14)

Os valores xii, Xij, X1k, Xi1, X2i, X2j, Xok, X21, X3i, X3j, X3k € X3 em Cl4,
representam as coordenadas dos pontos nodais, no sistema de coordenadas.

Os simbolos K11y, K12, K13, ,K21,, K22,, K23;, K3l ,
K32, , K33, , em Cl1, representam os valores da condutividade hidraulica nos

planos internos. Os valores sdo obtidos a partir da integracdo da interpolacdo

nodal em cada plano, como colocado na Equacao C15.

kmng = .[(kmnl.Ni +kmn N ; +kmn, N, +kmn,N, }lsn (C15)

S

n

Onde m e n assumen valores 1, 2 e 3 para representar as componentes do

tensor de permeabilidade. A integragdo resultante para cada plano é:

kmnslj =%(kmni +kmnj)+35—6(kmnk + kmn,) (C16)
13 5
kmng, :%(kmni +kmnk)+£(kmnj + kmn,) (C17)

kmng, :%(kmni +kmnl)+%(kmnk +kmn;) (C18)
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As permeabilidades kmn;, kmnj, kmn; e kmn; representam os valores para
cada né. Esses valores sdo obtidos da seguinte forma.

kmn, , = ksat  krw, kmnTensor (C20)

O valor kmnTensor corresponde ao valor da componente do tensor de
anisotropia, e incorpora o efeito da transformacgdo das coordenadas. O tensor de

anisotropia no caso 3D € obtido da seguinte forma:

kl1Tensor = K a,,a,, + K,a,,a,, + K;a;a,, (C21)
k22Tensor = K,a,a,, + K,a,,a,, + K;a,a,, (C22)
k33Tensor = K,a;a,; + K,a,,a,, + K;a,,a;, (C23)
k12Tensor = K ,a,,a,, + K,a,,a,, + K;a,a,, (C24)
k13Tensor = K,a,,a,; + K,a,,a,;, + K;a,5a;, (C25)
k23Tensor = K a,,a,;, + K,a,,a,, + K;a,,a;, (C26)
k21Tensor = k12Tensor (C27)
k31Tensor = k13Tensor (C28)
k32Tensor = k23Tensor (C29)

Os valores ap,, indicam o cosseno do angulo entre a dire¢do principal do
tensor de anisotropia (p) e o sistema global de coordenadas (q). Os valores K; , K,
e K3 s@o as componentes do tensor principal de anisotropia.

Os valores Ksat,; e Krw,s; correspondem as permeabilidades saturada e

relativa, respectivamente. Eles sdo avaliados para cada subvolume de controle.

C.3.
Efeito do Contorno

Quando os planos externos do subvolume de controle coincidem com os
contornos do dominio do problema, os efeitos dos fluxos nesses contornos devem
ser incorporados na equagdo discretizada do subvolume sob integracao. Na Figura
C2 sao mostrados os planos externos que podem coincidir com o contorno do
dominio do problema. Os efeitos dos fluxos nesses planos sdo incorporados na

Equacao C7.

Existem duas possibilidades em relagdo ao fluxo no contorno:
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- se o fluxo € conhecido, entdo basta acrescentar ao lado direito da Equacao
C7 uma parcela devida a esse fluxo. Essa parcela é dada pela Equacao C30.
=0,5,+0,,S,+0,S, (C30)
onde Qy;, Oy, e Os; representam as vazdes por unidade de drea por unidade
de tempo (que entram ou saem do dominio), e S; , S; e S3 as 4reas dos planos do

contorno. A Equagdo C30 corresponde a condicao de contorno do tipo Neuman.

- se o fluxo nao for conhecido € o contorno corresponder com uma face de
fluxo livre, entdo essa parcela do fluxo deverd ser acrescentada na Equacao C7.

Os planos no contorno sdo integrados da seguinte forma.

j[ (krw ij _N (l//m +z ))ntvldsl

a 2N, (W, +z,))n.,ds, + (C31)

j [ (k= )

ij aa N (l// +z ))n153ds3 =0

j [ &k,

(Observagdo: nesta equacao particularmente, os subindices i, j referem-se ao
sistema de coordenadas e ndo aos nos).

Assim a integral resultante €,

AW, +z,) (C32)

onde:
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0
w lja

)
w lja

)

A = j[(k ki o

—_N,)n,ds, + j [ (k, k,——N,)n,,ds, + j [ (k, k;,——N,)n,ds, =

i S (K11g b, + K12y ¢, + K13 d,nyg +(K21g b, + K22, ¢, + K23, d, Jnys +
=7\ (K31 b+ K32 ¢, + K33 d, Jnyg.

S5 [(K11y b, + K124 ¢, + K13 d, g +(K215 b, + K22 ¢, + K23, d, )nyg +
=| 57 (K315, b, + K32, ¢, + K33 d oy,

- [(K11g b, + K12 ¢, + K13 d, g +(K215 b + K22, ¢, + K23, d, Jnys +
2.5, (K31, b, + K32, ¢, + K33, d, oy,

- [(K11g b, + K124 ¢, + K13 d,ng +(K21 b, + K22 ¢, + K23, d, Jnys +
2.5, (K31y b+ K32, ¢, + K33 d, nss.

(C33)

Os valores S, em C33 representam as areas dos planos externos. O subindice
n assume valores 1, 2 e 3. O simbolo s, quando usado como subindice em C33,
refere-se aos valores relativos ao plano S, correspondente.

Os valores da permeabilidade nos planos externos sdo obtidos por
integracdo, de maneira similar ao tratamento dos planos internos. Os valores

resultantes sdo mostrados a seguir.

kmng, = %(kmni) + 37—6(kmnj +kmn, ) (C34)
11 7

kmng, = E(kmni )+ %(kmn, + kmn, ) (C35)
11 7

kmng, = E(kmni )+ g(kmnj + kmn,) (C36)

A Equagdo C32 e C33 corresponde a condi¢gdo de contorno do tipo

superficie livre.
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Cc.4.
Equacao Resultante da Discretizacao Espacial

A equacao resultante da discretizac¢do espacial para o subvolume de controle
dondié:

d .
Fla—f+ana—Z/—(A+AC)l//m=Qm+qc+(A+AC)zm (C37)

A matriz A s6 precisard ser avaliada quando algum plano externo coincidir

com o contorno do dominio do problema.

C.5.
Discretizacao Temporal

Para realizar a integracdo no tempo, as derivadas temporais em C37 sao
substituidas por aproximagdes em diferencas finitas. Neste trabalho, a integracao
temporal € feita através da formulacio totalmente implicita. Isto €, a integracdo é
feita no final do passo de tempo.

A integracdo do termo contendo o teor de umidade volumétrico na Equacao
C37 ¢ feita através do método de Célia et al (1990). Esse termo pode ser escrito da

seguinte forma:

Fla_ngl (eH—l _et)
ot

onde t+1 e t indicam passo de tempo atual e prévio (alternativamente, final

k+1

— FIC (l//t+l I/IH—I) + Fv1 (9t+1 0)‘ ) (C38)
At At At

e inicio do passo de tempo) respectivamente, e k+1 e k, iteracdes atual e prévia no
método iterativo de Picard (Modificado), e C € a capacidade especifica do solo.
O termo contendo o armazenamento especifico na Equacdo C37 ¢

discretizado da seguinte forma.

a k+l
F2 altﬂ — F2 (l//H—lAt l/jr) (C39)

Somando C38 e C39 obtém-se

k+1 k ek _ 0
(EC+F2)I//t+1 _Fvlcl//t+l+F1( t+1 t)_Fzﬂ (C40)
At At At At

Incorporando C40 em C37 e simplificando termos, obtém-se entdo a

equacdo discretizada final para o subvolume de controle do nd i.
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k+1

(F,C+F, )"”’+1 C(A+A W, =
Y vk 6., -6) v (D
+q, +(A+A)z, + FC— F +F, -
Qm qc ( L)ZW[ 1 At 1 At At

Na Equagio C41, os valores C, yw'!' ,w' v, ,0" .6 sio grandezas

relativas ao nd 1, isto €, a formulagdo € condensada.
Para completar a integracio do volume de controle do né i, é feito o
somatorio das parcelas de cada subvolume de controle para todos os elementos

(NE) aos quais ele pertence. Esse somatério é mostrado a seguir.

k+1

2 [ (F.C+F, "’f“ A+ ALY =

v, 6,=6) . ¥ )
> +q,+(A+A, +F,CHl_f T p T
eZI[Qme qce ( c)ezme le At le At 2e At ]

Os vetores ¥, , z,, conttm os valores nodais das cargas de pressdo e

elevacdo, respectivamente, do n6 i e de todos aqueles nés em conectividade com
ele.
A Equacdo C42 € aplicada para cada n6 dentro do dominio. Desta maneira é

obtido o sistema de equacdes a ser resolvido.
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Solucao Numérica — Equacao de Fluxo na Fratura

A equacdo que descreve o fluxo de dgua na fratura foi descrita no Apéndice
A. Neste Apéndice D é mostrada a solucdo numérica através do Método dos

Volumes Finitos (MVF). A equagdo governante a ser resolvida é

0 oW, +2,) 26 oy
a—xi(2bkrwfkyf #) + G, — Q. 2200, = 2[9(54_ S,,S, a—tf)
(D1

O indice f refere-se a fratura, e os contadores i, j assumem valores 1 e 2 e

indicam as dire¢des Xx; € X;.

D.1.
Construcao do Volume de Controle

Cada fratura foi modelada geometricamente como um plano no espago
tridimensional de coordenadas. Esses planos foram discretizados nesta tese a
partir de elementos triangulares. Os nds destes elementos constituem pontos no
espaco com coordenadas x,y e z. Para resolver a Equagao D1 no plano da fratura
(isto é, num sistema bidimensional), foi feita uma transformacio de coordenadas
do espacgo tridimensional para o espaco do plano da fratura. Para realizar esta
transformagao foram definidos es eixos x1 e x2 do plano. Esses eixos foram
definidos da seguinte maneira: o eixo x1 se fez coincidir com o rumo da fratura e
foi sempre mantido no plano xy do espaco tridimensional de coordenadas, e o
eixo x2 foi obtido através do produto vetorial entre o vetor normal ao plano e o
eixo x1.

Os volumes de controle para cada né foram construidos a partir dos
elementos triangulares no sistema bidimensional. Na Figura D1 € mostrado um
plano discretizado em quatro elementos triangulares e seis nos (apenas mostrados
os nos 1, j, k e 2). Nessa mesma figura é mostrada uma area sombreada que
representa o volume de controle do n6 i. Esse volume de controle estd formado

pela unido das parcelas sombreadas em cada elemento, cada uma dessas parcelas é
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um subvolume de controle. No caso da Figura D1, sdo quatro as parcelas que
conformam o volume de controle do né i. O contorno de cada subvolume é
definido por segmentos internos localizados dentro do elemento e por segmentos
externos localizados no contorno do elemento. O subvolume no elemento E1 estd
delimitado pelos segmentos internos S1 e S2 e pelos segmentos externos Sbl e
Sb2. Para todos os elementos restantes existem os segmentos internos e externos
correspondentes, no entanto sdo mostrados apenas os segmentos correspondentes
ao elemento E1.

Os segmentos internos S1 e S2 foram obtidos a partir da unido dos pontos

centrais dos segmentos Noi— Noj, Noi— Nok € o baricentro do tridngulo,

respectivamente. Os segmentos externos Sbl e Sb2 foram obtidos a partir da

unido dos pontos centrais dos segmentos Noi — Noj, Noi— Nok é o N6 i. Este
mesmo procedimento foi empregado para construir os subvolumes de controle nos
elementos restantes.

Na Figura D1 s3o também mostradas as componentes (no sistema

bidimensional) dos vetores normais atuando (para fora) nos segmentos S1 e S2.

E2

El

<— nls2
nlsb <«—— 52 s

— nlsl
n2sb

n2sl1

x2

x1

E3

Figura D1. Volume de controle para o n6 i.
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D.2.
Discretizacao Espacial

A variante do MVF empregada nesta tese € a baseada no vértice. A seguir é

mostrada a integracdo da Equac@o D1 no subvolume E1 do né i da Figura D1.

A integracao ponderada da Equacdo D1 € colocada da seguinte forma:

o, +z,)
.[W[ (Zbk ,,f #)+Qn/1+ 41 iZbe
j (D2)
oy
—2b(=—+S,,S,—L) dA=0
(az S ) ]
W, € a fun¢do de ponderacdo com valor igual a 1. Resulta entdo,
ow, +z,)
J-[ _(Zbk ,,f #)+Qn/1+ G- iZbe

EpYNCL A =0
S *SuSe =, Vi

Substituindo A pela area do subvolume no elemento El, a integral D3

resulta em:
oW, +z,)
I[ a_(zbkrwf ijf %) + qn/1+ - qn/l— i_ 2be
ae1 9 Y (D4)

L, oy
- 2b(§ +S,,S, a—zf) laa,, =0

Empregando o teorema do divergente, € as componentes dos vetores

normais mostrados na Figura D1, a integral anterior é transformada para:

oy
“qn/n qn/l—+2be_2b( wf vf Y ) ]dAEl
AE1
+ j [ 2ok, &, a (W, +2, ), ds, (D5)
P
+ j [ bk, &, ) — W, +2,))n,,ds, =0

Em D5, os simbolos n;; e nj; representam as componentes dos vetores
normais nas direcoes 1 = x1 e 1 =x2.

Considerando que a carga total pode ser definida em qualquer ponto dentro
do elemento a partir de interpolacao linear dos valores nodais, obtém-se a seguinte

expressio:
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ht:l//f+zszm(l//}m+me) (D6)
Onde (¥, +z,) representam os valores das cargas de pressio e de elevacio

nos pontos nodais, e a varidvel N,, o valor da funcdo de interpolagdo.

Empregando D6, a equacdo D5 € transformada para

oy
j[qn/u qn/1—+2be_2b( wf vf Y )]dAEl

AE1
P)
+ j [ (2bk,, K, . — N, (W} + 2, ds, (D7)

P)
+j[ (2bk,, ks ) — N, (W} +2))n,,ds, =0

Integrando D7 e colocando o resultado na forma matricial, obtém-se a
discretizacdo espacial para os segmentos internos do subvolume de controle.

20 oy .
F—+F,—-Ay, =q+0+Az,, (D3)
(Observagao: a partir deste ponto os indices i,j,k, sdo associados aos ndés 1i,j,
k do elemento e ndo mais ao sistema de coordenadas).

As componentes de D8 sdo detalhadas a seguir

Fo = [[2b Jaa,, =2b% (DY)

AE1

S.) A, =2b(S

F2 = j[ 2b(Swf sf

AE1

A
i S‘Yf)% (D10)

onde 1 indica né 1, S, saturacdo e Sy armazenamento especifico

A
q= _“ 9nite —YGnii- ]dAEl :[ 9nir+ —9ni1- — (D11)

AE1 3

0= j[ +2bQ, A, =[ +2bQ, % (D12)

AE1
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P} P}

A= j [ bk, k, ) 2N, )n,ds, + j [ bk, &, ) 2N, )n,,ds, =

2 S s\t b, + K12 ¢ g +(K21 b, + K22, ¢,y |

- : T : S (D13)
= 2b ZSn (K11 b, + K12, ¢ g + (K21 b, + K22, ¢, )y |

n=1

isn (k11 b, + K12, ¢, s + (K21 b, + K22, ¢, Jnyg ]

= |
v, =lv. v, vl (D14)
Z =lz,» Z; zk] (D15)

Os valores S, em DI3 representam os comprimentos dos segmentos
internos. O subindice n assume valores n =1 no segmento S1, e n =2 no segmento
S2. O simbolo s, quando usado como subindice em D13, refere-se aos valores
relativos ao plano S, correspondente

As constantes b; b; by ¢ ¢ e ¢k em D13, correspondem as derivadas das
fungdes de interpolagdo de cada n6 em relagdo ao sistema de coordenadas x1-x2.

Esses valores sao obtidos da seguinte forma:

b = oN, _ X2 T c _ON, X, X
"oox 24, oox, 24,
bj — aNI — Xop ~ Xy ¢, = aN] — i T i (D16)
ox, 24, ox, 24,
ON, Xy —Xy; ON, _ X — Xy
ox, 24, ox, 24,

Os valores xj;, x7j, X1k, X2i, X2j, X2r em D16, representam as coordenadas dos

pontos nodais no sistema de coordenadas do plano da fratura (bidimensional).
Os simbolos K1 lsn , KlZS” , K215n , K225” em D13, representam os
valores da condutividade hidrdulica nos planos internos. Os valores sdao obtidos a

partir da integracdo da interpolacdo nodal em cada segmento, como colocado na

Equacao D17.
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kmnS,x = I(km”;N; +kmanj +kmn, N, }lsn D17
Su

Onde m e n assumem valores 1 e 2 para representar as componentes do

tensor de permeabilidade. A integracao resultante para cada segmento €:

kmng, :%(kmni +kmnj)+ékmnk (D18)

kmng, =%(kmni +kmnk)+ékmnj (D19)

As permeabilidades kmn;, kmn; e kmny representam os valores para cada no.

Esses valores sdo obtidos da seguinte forma:
kmn,, = ksat krwf, ;kmnTensor (D20)
O valor kmnTensor corresponde ao valor da componente do tensor de
anisotropia, e incorpora o efeito da transformacdo das coordenadas. O tensor de

anisotropia no caso 2D € obtido da seguinte forma:

k11Tensor = K, cos® @+ K ,sen’ @ (D21)
k22Tensor = K, sen’w+ K, cos” @ (D22)
k12Tensor = (K, —K,)cos@ sen @ (D23)
k21Tensor = k12Tensor (D24)

O simbolo ® indica o angulo entre a dire¢do principal do tensor de
anisotropia e o sistema de coordenadas bidimensional. Os valores K; e K; sdo as
componentes do tensor principal de anisotropia.

Os valores Ksat,; e Krwf,s; correspondem as permeabilidades saturada e

relativa, respectivamente, e sao avaliados para cada subvolume de controle.

D.3.
Efeito do Contorno

Quando os segmentos externos do subvolume de controle coincidem com os
contornos do dominio do problema, os efeitos de fluxos nesses contornos devem
ser incorporados na equacgao discretizada do subvolume sob integracdo. No caso
da Figura D1, isto acontece para os subvolumes nos elementos E2 e E3. Nesta
figura sdo mostradas as componentes do vetor normal (para fora) atuando no

segmento externo (Sb) do Elemento E2. O segmento Sb é o segmento Sb2
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correspondente do elemento E2. Os efeitos dos fluxos nesses contornos sao
incorporados na Equacao D8.

Para manter a generalidade da formulagdo, sao discretizados os segmentos
Sbl e Sb2 considerando que ambos coincidem com o contorno.

Existem duas possibilidades em relagdo ao fluxo no contorno:

- se o fluxo € conhecido, entdo basta acrescentar ao lado direito da Equacao

D8 uma parcela devida a esse fluxo. Essa parcela € dada pela Equacdo D25.
q. =(Q0c,S,, +0c,S,,)2b (D25)
onde Q.; e Q., representam as vazdes por unidade de drea por unidade de
tempo (que entram ou saem do dominio), € Sp;, Sy € 2b os comprimentos dos
segmento mencionados e a abertura da fratura, respectivamente. A Equagdao D25

corresponde com a condi¢do de contorno do tipo Neuman

- se o fluxo nao for conhecido € o contorno corresponder com uma face de
fluxo livre, entdo essa parcela de fluxo deverd ser acrescentada na Equacao DS.

Os segmentos no contorno sao integrados da seguinte forma:

0 :
.“ (2Dk,, ke gNm W + 2 D Sy
shl j (D26)
0 .
+ [[ @bk, K, S Vo W+ 25 DSy
Sb2 xj

(Observagao: nesta equacao particularmente, os subindices i, j referem-se ao
sistema de coordenadas e ndo os nos).

A integral resultante é:
AW, +2,) (D27)

onde:
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0
mf ljfa

d

A = j [ (2bk ot Ky 3, =N, I, ds,, =

Sh1

—— N, ds, + [[ bk

Sb2

S [(Kl 1Sb” b, + Klzsz;” ¢ )n1s1;n + (K21Sb” b, + K22Sbn ¢ )n2s1;” ]

MN

1

=26 35, [(K11g, b, + K12, ¢, ng, +(K215, b, + K22, ¢ s |

DM-5

1

S
]

S, [(Kl 1Sb,, b, + Klzsz;,, C )n1Sb,, + (K21Sb,, b, + K22s17,, Cr )n2s17,, ]

(D28)

M-

n

S
]
—_

Os valores S,, em D28 representam os comprimentos dos segmentos
externos. O subindice n assume valores 1 em Sbl e 2 em Sb2. O simbolo sp,,
quando usado como subindice em D28, refere-se aos valores relativos ao plano Sy,
correspondente.

Os valores da permeabilidade nos segmentos externos sdo obtidos por
integracdo, de maneira similar ao tratamento dos segmentos internos. Os valores

resultantes sdo mostrados a seguir.
3 1
kmng, = 7 (kmn,) + kanj (D29)

kmng, = %(kmni) + %kmnk (D30)

As Equagdes D27 e D28 correspondem a condi¢do de contorno do tipo

superficie livre.

D.4.
Equacao Resultante da Discretizacao Espacial

A equacao resultante da discretizac¢do espacial para o subvolume de controle

(El)dondié:
00 oy !
FIE-FFZ?_(A-FAC)I//fm:q+Q+qc+(A+AC)me (D31)

A matriz A, s6 precisard ser avaliada quando algum segmento externo

coincidir com o contorno do dominio do problema.
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D.5.
Discretizacao Temporal

Para realizar a integragdo no tempo, as derivadas temporais em D31 sdo
substituidas por aproximagdes em diferencas finitas. Neste trabalho, a integracao
temporal € feita através da formulacao totalmente implicita. Isto é, a integracdo é
feita no final do passo de tempo.

A integragdo do termo contendo o teor de umidade volumétrico na Equacao
D31 ¢ feita através do método de Célia et al (1990). Esse termo pode ser escrito na

seguinte forma:

_ k+1 ok ko
F1 a_e — F1 (6t+1 et) — FIC (WH-I Wt+1) + F (eH—l et) (D32)

ot At At .Y,

onde t+1 e t indicam passo de tempo atual e prévio (alternativamente, final

e inicio do passo de tempo), respectivamente, e k+1 e k iteracdes atual e prévia no
método iterativo de Picard (Modificado), e C € a capacidade especifica da fratura.
O termo contendo o armazenamento especifico na Equacdo D31 ¢€

discretizado na seguinte forma.

ket

Iy W —v)
F =F 1 ! D33
o At (D33)
Somando D32 e D33 obtém-se:

k+1 k ek _ 0
(EC+F2)I//t+1 _Fvlcl//t+l+F1( t+1 t)_Fzﬂ (D34)
At At At At

Incorporando D34 em D31 e simplificando termos, obtém-se entdo a

equacdo discretizada final para o subvolume de controle do nd i.

l//k+1
(FC+F) Y —av Ay, =
At (D35)

k
l//t+l

o -0
q+0+q. +(A+A)z,, +FC X (" ,)+F v,
t

At > At

- F

Na Equagdo D35, os valores C, w'*', w' |, v, 8" e 6 sio grandezas

t+1 0
relativas ao né i, isto €, a formulagdo € condensada.

Para completar a integracdo do volume de controle do né i, é feito o
somatorio das parcelas de cada subvolume de controle para todos os elementos

(NE) aos quais ele pertence. Esse somatério é mostrado a seguir.
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k+1

NE l// i

z[ (FleC+F26)At_-;l_(A+AC)veme ]:

jV:El l//k (ek 0) l// (D36)
+0,+q,+(A+A +F,CHH_f T p T

;[qe Qe qce ( C)ezfme le At le At 2e At ]

Os vetores ¥, , Z,, contém os valores nodais das cargas de pressdo e

elevacdo, respectivamente, do n6 i e de todos aqueles nés em conectividade com
ele.
A Equagdo D36 ¢ aplicada para cada n6 dentro do dominio. Desta maneira é

obtido o sistema de equacdes a ser resolvido.
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Solucao Numérica — Equacao de Transporte na Matriz

A equacdo que descreve o transporte de virus na matriz foi descrita no
Apéndice A. Neste Apéndice E € mostrada a solu¢do numérica através do Método
dos Volumes Finitos (MVF). A equacdo governante a ser resolvida é:

[a(QC) + a(preq) + a(prdin) + a(prstr) + a(AawF)
ot ot ot ot ot

ldxdydzdt =

(EL)
[i (6D, B_C —q,C)— 0, ldxdydzdt
ox, " ox,
onde:
Qﬂ = (%ﬂl + IOhSeqﬂeq + IOhSdinﬂdin + IOhSStrll'lxtr + Aawr/'law) (Ez)

Os indices i, j variam de 1 a 3, e indicam as dire¢des X;, X, € X3 do sistema

de coordenadas.

E1.
Construcao do Volume de Controle

Para a discretizacdo espacial do dominio das matrizes porosas foram
empregados elementos tetraédricos. A constru¢do dos volumes de controle foi
feita a partir da geometria dos tetraedros. Nas Figuras E1 e E2 é apresentado o
contorno do subvolume de controle para o n6 i. O contorno € definido por planos
internos localizados dentro do elemento e por planos externos localizados na
superficie do elemento.

Os planos internos foram denominados Sj;, Sik € Sji. O plano S;; € delimitado
pelos pontos (a,b,e,g), o plano Six pelos pontos (b,c,f,g) e o plano S;; pelos pontos
(d,e,f,g), como mostrado na Figura E1.

Os pontos (a), (c¢), e (d) correspondem com o centro dos segmentos

Noi— Noj, Noi—Nok e Noi — Ndl , respectivamente. Os pontos (e) e (f)
correspondem com o baricentro dos tridngulos Ndéijl e Noikl, respectivamente. O

ponto (g) corresponde com o baricentro do tetraedro.
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Os planos externos foram denominados S, S; e S3. O plano S; € delimitado
pelos pontos (N6i,a,b,c), o plano S, pelos pontos (N6i,c,d,f) e o plano S; pelos

pontos (N6i,a,d,e), como mostrado na Figura E2.

Nas Figuras E1 e E2 sdo também mostradas as componentes dos vetores

normais para cada plano.

N6 1

N6 i

Figura E1. Subvolume de controle para o né i, planos internos.
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No6 1
N6 j
S3
\
.|'
v (e X2
d n3s3‘ i n2 s3 x3 ‘ j
nl s3 ) <1
n2%l
Dl n3s
(b)
n3s n2 s2 nl sl
nl s2 t- S|
N6 i N6 k
A (©)
i
S2

Figura E2. Subvolume de controle para o né i, planos externos.

E.2.
Discretizacao Espacial

A variante do MVF empregada nesta tese € a baseada no vértice. A seguir é

mostrada a integra¢do da Equac@o E1 no subvolume do né i das Figuras E1 e E2.

A integracao ponderada da Equacdo E1 € colocada da seguinte forma:

a(ﬁC) L9PS)  9PySun) | 9(yS,) , A(ALD)

W str aw dV —
j [ ot ot ot ot :
5 (E3)
C
jW[ D5 -4,C)-Q,1dV
W, € a fun¢do de ponderacdo com valor igual a 1. Resulta entdo,
a(p,S :
.[ [a(w) + (pb eq) +a(prdm) +a(prstr) +a(AawF)]dV —
ot ot ot ot ot
(E4)

|
j @D, 25~ 4,0)-0,1aV
ox, X

Empregando o teorema do divergente, e as componentes dos vetores

normais mostrados na Figura E1, a integral anterior é transformada para,
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a(p,S ‘

.[ [a(%)+ (pb eq)+a(pr(1m)+a(prS[V)+a(A¢lWF)]dV+
S ot ot ot ot ot
[ 10,14V +
\4

aC
[ (=60, === 4,0)In,ds, + (E5)
Sij X

aoC
[ =60, === 4,00, ds,, +
Sik xf

aC
[ =D, === 4,0)ln,ds, =0
Sil xj

A concentracdo C da Equacdo E5 € substituida por uma combinagdo dos

valores nodais. No caso dos termos dispersivos, essa combinacdo foi feita a partir

da func¢do de interpolacdo linear do elemento. No caso dos termos advectivos, essa

combinacdo foi feita a partir da fungao de interpolacdo exponencial do elemento.

Esta fun¢do de interpolagdo incorpora o efeito do sentido do fluxo. No Apéndice

H ¢ apresentada a descri¢do dessa fungdo. Desta forma, as concentracdes em ES

Sao:

Para os termos dispersivos:
C =C,=N,,(C) (E6)
Para os termos advectivos:

C =C,=N, (C) (E7)

Onde (C ) representa os valores de concentracdo nos pontos nodais, a

varidvel N,,4, o valor da fun¢do de interpolagdo linear, e a varidvel N,,,, o valor da

funcao de interpolagcdo exponencial.

A concentragdo S,, pode ser substituida por:
S, =K,C (E8)

Empregando as Equagdes E6, E7 e ES8, a Equagdo ES5 é transformada para
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j [a(0+pbKd)C+a(prdm)+a(pr3tr)+a(AawF)]dV+

ot ot ot ot
[ 10,1dv +
v
oN, C oN,,C
J. [-6D, M]n...ds.. + J. [-6D. M]n.,.kds.k
y i ox. e v ox. e
Sij J Sik J
. (E9)
d(N,,C)
+ J- [-6D; ———In;,ds; +
il ‘ axj
J. [qi(NmaC' )]niszjjdsij + J- [Qi(NmaC' ng dsy
Sij Sik
+ j lq; (Nmacv n,,ds, =0
sit
Sendo :
Qﬂ = (ell’ll + pb Kdll'leq )C + prdinll'ldin + pr‘vtrﬂstr + Aawrﬂaw (ElO)

Integrando E9 e colocando o resultado na forma matricial, obtém-se a
discretizacdo espacial para os planos internos do subvolume de controle do n6 i.
8(0 + thd )C + a(phSdin) + a(phsstr) + a(AawF))

ot ot ot ot (E11)
+(A,+A,)C +FQ,=0

Fi(

(Observagao: a partir deste ponto os indices i, j, k, sdo associados aos nés i,
J» k do elemento e ndo mais ao sistema de coordenadas).

As componentes de E11 sdo detalhadas a seguir.

F=[ av :‘jTE (E12)
Vv

Onde Vg indica o volume do elemento.
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I(N,y)

IN,g)
A= 1-op, = g ds, + [ 6D, =3 s, + [ 6D,

Sij J Sik J Sil J

s [lep11y b, +6D12, ¢, +6D13, d ), +(6D21; b, +6D22, ¢, +6D23, d )y, ] ]
S n n n n n n n n

=7 (6031 b, +6D32 ¢, +6D33 d, s

J(N,,,)
3 s In,ds;, =

s [(6o11y b, +6D12, ¢, +6D13; d,ng +(6D21 b, +6D22 ¢, +6D23; d )y ]
Z::' " +(6D314 b, +6D32 ¢, +6D33, d,Jnsy

L (6D11, b, +6D12, ¢, +6D13 d, g +(6D21 b, +6D22 ¢, +6D23, d, ),y |
250 (631 b, +6D32 ¢, +6D33, d, Jnys

- (6011 b, +6D12 ¢, +6D13, d,ng +(6D21 b, +6D22 ¢, +6D23 d, Iy
" +(6D315 b, +6D32, ¢, +6D33 d, Jny

n=1

(E13)

A, = j [ ¢;(N,, )]nisijdsij + _[ [ ¢,(N,)ngds; +_[ [ ¢;(N,)ngds; =

Sij Sik Sil

_iS (g1 +q12g +q13 g +(q215 +9225 +923 Iy +‘N ]
=l n_(q31s” +q32sn +q33sn )nss” ] N
iS _(qllsn +q12s,, +q13s,, )nls,, +(q21s,, +4225,, +q23s,, )"25,, +_N
=l n_(q31s” +q32sn +q33sn )”3sn ) s
23:5, —(qllsn +q12$,l +q13sn )nls,, +((]215” +422S” +q23sn )nzsn +_N
=1 n_(q31s,, +q32s,, +q33s,, )nss,, | o
iS (q11g +q125 +q13 g +(q215 +9225 +923 Iy +‘N
= n_(q?’lsn +q32s,, +q33s,, )n3s,, ] " ]
(E14)
c=lc ¢ ¢ c (E15)

Os valores S, em E13 e El4 representam as areas dos planos internos. O
subindice n assume valores n =1 no plano ij, n =2 no plano ik, e n = 3 no plano
il. O simbolo s, quando usado como subindice em E13 e El14, refere-se aos

valores relativos ao plano S, correspondente.
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As constantes b; b; by, by ¢ ¢, ¢k, ¢, di, dj, dx, ed; em E13, correspondem
com as derivadas das funcdes de interpolacdo lineares de cada n6 em relagao ao

sistema de coordenadas. Esses valores sao obtidos da seguinte forma:

Loxy  xy x, 1 oxy Xy Xy

—detll x, x5 —detlx, 1 xy —detlx,, x,,

b _%_ Loy, xy; o = oN, x; box, J = oN, Xy Ko
"oy, 6V, " ox, 6V, " ox, 6V,

Loxy  xy x, 1oxy Xy Xy

—det]l x, xy —det|x;, 1 x; —det|x,, x,

b - oN, _ 1 x, Xy . oN,; _ X, 1 oxy, J - oN; _ Xy Xy
T ox oV, 7 ox, oV, Toox oV,

Loxy,  xy x, 1oxy Xy o Xy

—detll x,; xy; —detlx;; 1 xj; —detlx;; x,;

b — aNk — 1 x21 x3i c. = aNk — xll 1 ‘x31 d — aNk — ‘xlt ‘x21
£ ox, 6V, L o, 6V, Y o, 6V,

Loxy xy X, bLoxy Xy Xy

—detl x,; x3; —detlx;; 1 xj; —detlx;; x,;

b = 8N, _ Loxy xy o = aNl _ X boxg, d = oN, _ Xie Aok
"oy, 6V, "oox, 6V, ' ox, 6V,
(E16)

Os valores Xii, Xij, Xik, X1, X2i, X2j, X2k, X2, X3i, X3j, X3k € X33 em E16,
representam as coordenadas dos pontos nodais no sistema de coordenadas.

Os simbolos 6D11, , D12 , 6D13 , 6D21 , 6D22 , D23, , 6D31; ,
éD32; , 6D33; em E13, representam os valores da dispersdo hidrodindmica nos

planos internos. Os valores sdo obtidos a partir da integracdo da interpolacdo
linear nodal em cada plano, como colocado na Equagdo E17.

6Dmn; = j(ﬁDmniNi +6Dmn N ; + 0Dmn N, +6Dmn N, ﬁsn (E17)

S

n

Onde m e n assumem valores 1, 2 e 3 para representar as componentes do

tensor de dispersao. A integracao resultante para cada plano é:

6Dmng; = %(QDmni +6Dmn ;) + %(QDmnk + 6&Dmn,) (E18)

ODmng, = %(QDmni +6Dmn, ) + %(QDmnj + 6&Dmn,) (E19)
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&Dmng, = % (6Dmn, + 6Dmn, ) + 35—6(0Dmn y +6Dmn ;) (E20)

As dispersdes @Dmn;, 6Dmn;, 6Dmn;, e 6Dmn; representam os valores

nodais. Esses valores sdo obtidos da seguinte forma:

2 2 2
ll=a I 1g 92 o095 gpr (E21)
q q q
2 2 2
D2 =012 +o I Lg% gp ¢ (E22)
q q q
2 2 2
p33=aq, 12 o g 92 L gp ¢ (E23)
q q q
6012 = (o, — ) 192 (E24)
D13 = (a, — o, ) 19 (E25)
6023 = (a, — a, ) 1293 (E26)
07/3
r="1; (E27)

Sendo ¢, eq, as dispersividades longitudinal e transversal, respectivamente.

D, é o coeficiente de difusdo molecular, T a tortuosidade e 6, 0 teor de umidade

volumétrico saturado.
Os simbolos gl , ql25 ,q13, q21, , q22; ,q23, ,q31; ,q32, ,q33

em E14, representam as componentes direcionais da vazao especifica do fluido
nos planos internos S, Si € ;. Os valores foram obtidos a partir da integracdo da

interpolagdo linear nodal em cada plano, como colocado na Equagdo E28.
gmng = j(qmniNi +gmn ;N ; +gmn, N, +qgmn,N, )isn (E28)
Sn

Onde m e n assumem valores 1, 2 e 3 para representar as componentes

direcionais do fluxo. A integracao resultante para cada plano é:

13 5
gmng; = 36 (gmn; +gmn ;) + 36 (gmn, + qmn,) (E29)

gmng, = % (gmn, +gmn, )+ 35—6(qmnj +gmn,) (E30)
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gmng, :%(qmni +qmn1)+35—6(qmnk +qmn;) (E31)

As vazdes gmn;, gmn; gmn; e gmn; representam os valores nodais. Esses
valores sdo obtidos a partir da solucao do problema de fluxo e sd@o determinados

para cada passo de tempo.

E.3.
Efeito do Contorno

Quando os planos externos do subvolume de controle coincidem com os
contornos do dominio do problema, os efeitos dos fluxos de virus nesses
contornos devem ser incorporados na equagdo discretizada do subvolume sob
integracdo. Na Figura E2 s@o mostrados os planos externos que podem coincidir
com o contorno do dominio do problema. Os efeitos dos fluxos nesses contornos
sdo incorporados na Equacgdo E11.

Existem duas possibilidades em relagdo ao fluxo no contorno:

- se o fluxo € conhecido, entdo basta acrescentar ao lado direito da Equacao
E11 uma parcela devida a esse fluxo. Essa parcela é dada pela Equagdo E32.

q.=Q,S,C, +0,,5,C, +0.,S5,C;) (E32)

Onde Q;;, Oy, e Qs; representam as vazdes de fluido por unidade de area
por unidade de tempo (que entram ou saem do dominio), € Sy, S; e S3 as dareas dos
planos do contorno. As grandezas C; C, e C; s@o os valores de concentragdo com
que os virus sdo injetados nos planos referidos. A Equag¢dao E32 corresponde a

condi¢do de contorno do tipo Neuman.

- se o fluxo ndo for conhecido € o contorno corresponder com uma face
onde existe fluxo de virus, entdo essa parcela do fluxo devera ser acrescentada na

Equacdo E11. Os planos no contorno sdo integrados da seguinte forma:
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N _.C N _,.C
[ r-ep, OWwiC ) s, + [ r-ep, OWNw€ ) s,
S1 axj S2 axj
N _,C
+[ 1-6p, W€y g+ (E33)
ij ax is3 3
S3 i

J‘ [qi(NmaCI )]nis‘ldsl + J‘ [qi(NmaCI )]nis2ds2 + J‘ [qi(NmaCI )]nis3ds3 :0
S2 S3

S1
(Observagdo: nesta equagdo particularmente, os subindices i, j referem-se
ao sistema de coordenadas e ndo aos nods).

A integral resultante é:

(Adc + Aac) C' (E34)
onde
O(N,,) o(N,,) o(N,,)
A, = Jl [-6D, 7jtf];1l.ﬂdsl +sz [-6D, Tj"]nmdsz +Sj3 [-6D, axjd In, . ds, =

s [lep11g b, +8D12, ¢, +6D13, d n, +(6D21, b +6D22, ¢, +6D23, d ),y +] ]
&7 (6D31 b, +6D32, ¢, +6D33, d, Iy

s [(6D11 b, +6D12, ¢, +6D13; d o, +(6D21, b, +6D22 ¢, +6D23 d, Iy +]
2.5, (D31, b, + D32 ¢, +6D33, d Iy

s [(ep11, b, +8D12, ¢, +6D13, d, ny +(6D21; b, +8D22, ¢, +8D23, d, Jnys +]
2.5 (6031 b, +6D32, ¢, +6D33 d, Iy

s [lep11, b, +8D12, ¢, +6D13, d, ), +(6D21, b, +6D22, ¢, +8D23, d,Jn,s +
2.5, (031, b, + D32 ¢, +6D33 d, sy

n=1

(E35)
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A= [ T @(NDlngds, + [ [ q,(N,)Inods, + [ [ q,(N,,)nds, =
S2 S3

L (g1 +q125 +q13 g +(q215 +922, +923 Dy + N
z n_(q31sn +q32sn +q33sn )"3s,l i "
23: S (g1 +q125 +q135 g +q215 +9225 +q23 s +

"\ (g315 +432, +433; Jnyy,

3 _(qllsn +ql2sn +q13sn )"18” +(q215n +q22s” +423sn )nzs,l +
|31 +a32, + 433 s

Sll n n n n n n n
L (q11; +q12, +q13; Jn, +(g21, +422, +q23; g +
Z ! ((]315” +q32s,, +q33s,, )’135,,

(E36)

N,

Sll

Os valores S, em E35 e E36 representam as dreas dos planos externos. O
subindice n assume valores 1, 2 e 3. O simbolo s, quando usado como subindice
em E35 e E36, refere-se aos valores relativos ao plano S, correspondente

Os valores de dispersdo e vazao nos planos externos sao dados por:

ODmng, = g—j(@Dmni) + %(QDmn‘j +6Dmn, ) (E37)
&Dmng, = z—i(QDmni )+ %(QDmnl +6&Dmn, ) (E38)
6Dmng, = %(ﬁDmni )+ %(ﬁDmnj +6Dmn,) (E39)
gmng, = g(qmni )+ %(qmnj +gmn, ) (E40)
gmng, =§(qmni)+%(qmn, +gmn, ) (E41)
gmng, = %(qmni )+ %(qmnj +gmn,) (E42)

As Equacdes E34 a E36 definem a discretiza¢do da condi¢ao de contorno no
dominio. No caso de se considerar uma condicdo do tipo Cauchy, ambas as
matrizes Ay € A, devem ser avaliadas. No caso de se considerar uma condi¢do de

contorno do tipo gradiente nulo, somente a matriz A,. deve se avaliar.
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E.4.
Equacao Resultante da Discretizacao Espacial

Incorporando E32 e E34 em E11 obtém-se a seguinte expressao:

a(0+pbKd )C + a(prdin) + a(prSTr) + a(AawF))
ot ot ot ot (E43)
+(A, +A, +A, +A,)C +FQ, =q,

F,(

Considerando as concentragdes sorvidas e filtradas dadas pelas equagdes

E44 a E46, e acoplando junto a Equacdo E43 obtém-se a equagdo discretizada

final.
(0,8 ;i)
% =(0CK VW 0o = S i Pu K ser =S gin Po M i) (E44)
3(p,S.,
(p#é”) = (%‘Kstrl//str - prstrlLlsrr) (E45)
J0A T
% = (%Kawl//aw - Aaerdaw - Aawrﬂaw) (E46)
t
A equacdo resultante da discretizagdo espacial para o subvolume de controle
dondié:
00+ p,K,)C
Fl (w) + E (eKarr l/jatt + eKstrl//str + gKawl//aw )C +

ot
(E47)

(Ad +Aa +Adc +AaC)C' = qc +E(Sdinthdet)+Fl(A 'FKdaw)

aw
As matrizes Ay € Age 8O precisam ser avaliadas quando algum plano externo

coincidir com o contorno do dominio do problema.

E.5.
Discretizacao Temporal

Para realizar a integracdo no tempo, as derivadas temporais em E47 sdo
substituidas por aproximacdes em diferencas finitas. Neste trabalho, a integracdo
temporal € feita através da formulacao totalmente implicita. Isto é, a integracdo é
feita no final do passo de tempo. A integracao de E47 resulta em:

F @+p,K,)

At

(A, +A,+A, +A,),,C. = (E48)
@+p,K,),C,

At

C
1l el + E (eKatt l//att + eKstrl//xtr + eKawWaw)

Ct+1 +

t+1

q. + F (S 4P Koo ) i + F(ALTK )0 +F

aw
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Onde t+1 e t indicam passo de tempo atual e prévio (alternativamente, final
e inicio do passo de tempo), respectivamente. Na Equagdo E48, os valores 6 K,
K Kar, Koy, Warr, Wstrs Waws Aaws Kaer, Kaaw, Sain € 1s20 grandezas relativas ao né
1, isto é, a formulacdo € condensada.

Para completar a integracdo do volume de controle do né i, é feito o
somatorio das parcelas de cada subvolume de controle para todos os elementos

(NE) aos quais ele pertence. Esse somatério é mostrado a seguir.

NE (F @+p,K,)

t+le CH—I
+ Ee (eKan‘ l/jan‘ + eKstr l//str + gKawl//aw )H—l,e CH—l ]

e=1 : At
NE )

+ Z [(Ad + Aa + Adc + Aac )t+l,e CH—l,e ] = (E49)
e=1

\- @+p,K,)..C

z [qce + Ee (Sdin ph Kdet )t+l,e + Ee (Aaerdaw )H—l,e + Fle At : ]

e=1

O vetor C, contém os valores nodais das concentragdes do n6 i e de todos

aqueles nés em conectividade com ele. A grandeza C (sem o subindice “e”) em
E49 € relativa ao né i.
A Equacdo E49 ¢ aplicada para cada n6 dentro do dominio. Desta maneira é

obtido o sistema de equacdes a ser resolvido.
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Solucao Numérica — Equacao de Transporte na Fratura

A equacdo que descreve o transporte de virus na fratura foi descrita no
Apéndice A. Neste Apéndice F é mostrada a solugdo numérica através do Método

dos Volumes Finitos (MVF). A equacao governante a ser resolvida é,

06C,) JAS d(AS . 0AS ) d(A T
2b( ( f)+ (4, “"f)+ (4, d’"f)+ (4, ”’f)+ (Aay f))dxdzdtz
ot ot ot ot ot

aC,
Zbi(QDﬁ_ —L
ox, " ox,

(F1)
~q,CH+Q,, ~Q,  ~2b0, |dxdzdi

onde,
Q;gf = (xfﬂlf + Seqf Axll'leqf + Sdianxﬂdinf + Sstrf Ax/’lm‘rf + Aawf 1—‘fll'lawf ) (Fz)

O indice f refere-se a fratura, e os contadores i, j assumem valores 1 e 2 e

indicam as dire¢cdes X; € X;.

F.1.
Construcao do Volume de Controle

Cada fratura foi modelada geometricamente como um plano no espaco
tridimensional de coordenadas. Esses planos foram discretizados nesta tese a
partir de elementos triangulares. Os nds destes elementos constituem pontos no
espaco com coordenadas X,y e z. Para resolver a Equacdo F1 no plano da fratura
(isto €, num sistema bidimensional), foi feita uma transformacio de coordenadas
do espacgo tridimensional para o espaco do plano da fratura. Para realizar esta
transformagdo foram definidos es eixos x1 e x2 do plano. Esses eixos foram
definidos da seguinte maneira: o eixo x1 se fez coincidir com o rumo da fratura e
foi sempre mantido no plano xy do espacgo tridimensional de coordenadas, e o
eixo x2 foi obtido através do produto vetorial entre o vetor normal ao plano e o
eixo x1.

Os volumes de controle para cada né foram construidos a partir dos
elementos triangulares no sistema bidimensional. Na Figura F1 é mostrado um

plano discretizado em quatro elementos triangulares e seis nds (apenas mostrados
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z

os nos 1, j, k e 2). Nessa mesma figura é mostrada uma &drea sombreada que
representa o volume de controle do n6 i. Esse volume de controle estd formado
pela unido das parcelas sombreadas em cada elemento, cada uma dessas parcelas é
um subvolume de controle. No caso da Figura F1, sdo quatro as parcelas que
conformam o volume de controle do n6 i. O contorno de cada subvolume é
definido por segmentos internos localizados dentro do elemento e por segmentos
externos localizados no contorno do elemento. O subvolume no elemento E1 estd
delimitado pelos segmentos internos S1 e S2 e pelos segmentos externos Sbl e
Sb2. Para todos os elementos restantes existem os segmentos internos € externos
correspondentes, no entanto sdo mostrados apenas os segmentos correspondentes
ao elemento E1.

Os segmentos internos S1 e S2 foram obtidos a partir da unido dos pontos

centrais dos segmentos Noi— Noj, Noi— Nok é o baricentro do tridngulo,

respectivamente. Os segmentos externos Sbl e Sb2 foram obtidos a partir da

unido dos pontos centrais dos segmentos No6i — Ndj, Noi— Nok é o NO i. Este

mesmo procedimento foi empregado para construir os subvolumes de controle nos
elementos restantes.
Na Figura F1 s3o também mostradas as componentes (no sistema

bidimensional) dos vetores normais atuando (para fora) nos segmentos S1 e S2.

N6 2 N6 k
E2
n2s2 El
A
§2—> nls2
nlsb <«——[Sb Sb
Y — nlsl
n2sb s .
Sbl N6 j
NG i n2sl
x2
x1
E3

Figura F1. Volume de controle para o n6 i.
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F.2.
Discretizacao Espacial

A variante do MVF empregada nesta tese € a baseada no vértice. A seguir é

mostrada a integra¢do da Equacdo F1 no subvolume E1 do n6 i da Figura F1.

A integracdo ponderada da Equacgdo F1 € colocada da seguinte forma:

a(EC,) a(AS ) I(A, Sy ;) 3(A ) d(A,,T))
W 2b s eqf in f s strf awf ~ f
J- [2b¢ ot ot ot ot ot )
(F3)
—2ba—(0ij 8 -q;,C,)—(Q . —-Q )+2bQ, 1dA=0
W, € a fun¢do de ponderacao com valor igual a 1. Resulta entdo:
aec A d(AS,.,) O(AS, ) JA
.[[Zb( ( ) ( s eqf) ( s dmj)+ ( s 5rrj)+ ( awf j))
v ot ot ot ot ot
(F4)
—2ba—(6ij 8 -q;,CH)—(Q . —-Q )+2bQ,ldA=0

1

Substituindo A pela drea do subvolume no elemento El, a integral F4

resulta em:
0 HC Jd(A_S Jd0(AS, Jd(A S 0A T
J’ [2b( ( ) ( s eqf)+ ( s dmf)+ ( s Snf)+ ( awf f))
i ot ot ot ot
5 (F5)
—Zba (6D 5 8 -q;C; )— (Q ”_)+2wa 1dA,, =0

Empregando o teorema do divergente, e as componentes dos vetores
normais mostrados na Figura F1, a integral anterior € transformada em:
a(% ) a(AySeqf) + a(AsSdinf) + a(AsSxtrf) + a(Aawfrf)
ot ot ot ot

[ 12n(

AE1

)dA,, +

[ @, -9, )+2b0,1dA,
AE1

(Fo6)
dC,
+ I [-2b(6D ; F q,;C)ny,ds,
1

aC,
+ j (268D === = q,C Dy ds, =0

J
Em F6, os simbolos n;; e n;, representam as componentes dos vetores

normais nas direcoes i =x1 ei=x2.
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A concentragdo C da Equagdo F6 é substituida por uma combinacdo dos
valores nodais. No caso dos termos dispersivos, essa combinagdo foi feita a partir
da fun¢do de interpolacdo linear do elemento. No caso dos termos advectivos, essa
combinacdo foi feita a partir da fungdo de interpolacdo exponencial do elemento.
Esta funcdo de interpolag@o incorpora o efeito do sentido do fluxo. No Apéndice
H € apresentada a descri¢dao dessa fungdo. Desta forma, as concentracdes em F6
sdo:

Para os termos dispersivos:

C =C,=N,,(C) (F7)

Para os termos advetivos:

C =C,=N,, (C) (F8)

ma

Onde (C ) representa os valores de concentracdo nos pontos nodais, a

variavel N,,4, o valor da fun¢do de interpolagdo linear, e a varidvel N,,, o valor da
funcdo de interpolacdo exponencial.
A concentragdo S,, pode ser substituida por:
S o =K ,C (F9)
Empregando as Equagdes F7, F8 e F9, a Equagdo F6 € transformada em:

(60 + ASde )Cf N B(ASSdmf) N 8(ASSmf) N a(AM
ot ot ot ot

')

J 126(

AE1

)dA,, +

J- [, =L,,,-)+2bQ, 1dA,

AE1

ON, C
(’"—df))]n,.ﬂdsl (F10)

fij p)
X
i

Jd(N,,C,)
+ | 12660, )

S2 J

+ j [-2b(6D
S1
is2ds, +

[ 2b q,(N, Colngds, + [ 126 q,(N,,Cln,ds, =0

S1 S2

Sendo:
ny = (eﬂlf + de Asll'leqf )Cf + Sdin f Asll'ldinf + Sstrjf Aslllsrrf + Aawf rfll'lawf (Fl 1)

Integrando F10 e colocando o resultado na forma matricial, obtém-se a

discretizagdo espacial para os planos internos do subvolume de controle do n6 i.
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Fl(a(9+ AK,)C, .\ I(AS ) N A(AS,,) N J(A,,T))
o ot ot ot (F12)
+(A, +A)C, +FQ, =Q

(Observagao: a partir deste ponto os indices i, j, k, sdo associados aos nés i,
J» k do elemento e ndo mais ao sistema de coordenadas).
As componentes de F12 sdo detalhadas a seguir

F=[[2b Jaa, =2b% (F13)

AE1

[As (F14)

a(de) I(N )

= j [-2b(6D, ), ds, + j (266D, =

s1 ] J

Mng,ds, =

s @11, b, +eD12, ¢ ns +(6D21, b +6D22, ¢, )y |

n

: : T : S (F15)
s,[6o11, b, + 6012 ¢ )ng +(@D21 b, + D22 ¢ )y |

n

Il
b
MNﬁMN

S
Il
—

s,[6o11, b, + 6012, ¢, g +(6D21 b, +6D22, ¢, )n |

n

MN

L n=1

Aa = j [Zb qﬂ (Nma )]ni‘vldsl + I [Zb qﬁ (Nma )]ni‘VZdSZ =
S1

S2

2

zsn [(ql 15,, + quS” )nIS,, + (q21s,, + 4228,, )"25,, ]Nis,,

=l (F16)
=2b zsn [(qlls,, + qlzs,, )nls,, + (q21s,, + q22su )nzs,, ]st,,

n=l1

2

> 5, llgt1g +q12, o +lg21 +q22; g IV,

= J

c,=lc; ¢ c] (F17)

Os valores S, em F15 e F16 representam os comprimentos dos segmentos
internos. O subindice n assume valores n =1no segmento S1 e n = 2 no segmento
S2. O simbolo s, quando usado como subindice em F15 e F16, refere-se aos

valores relativos ao plano S, correspondente.
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As constantes b; b; by ¢ ¢j e cx em F15 correspondem as derivadas das
fungdes de interpolagdo de cada né em relagdo ao sistema de coordenadas x1-x2.

Esses valores sao obtidos da seguinte forma:

b _ON; Xy, =Xy ¢ _ON, _ Xy X,
"o, 24, "oox, 24,
N x o c, _ON; _my (F18)
T dx, 24, 7 ox, 2A,,
ON, Xy =Xy, ON, _ %i; — %
bk — — ck = =
a.xl 2AE1 axz 2AE1

Os valores xj;, Xjj, X1 X2i X2j, X2r €m F18, representam as coordenadas dos

pontos nodais no sistema de coordenadas do plano da fratura (bidimensional).
Os simbolos 6D11 , 6D12; , 6D21; , 6D22; em FI5, representam os
valores da dispersdo hidrodindmica nos segmentos internos. Os valores sdo

obtidos a partir da integracdo da interpolacdo linear nodal em cada segmento,

como colocado na Equagdo F19.

éDmng = j(ﬁDmniNi +6Dmn N ; + 0Dmn, N, )isn (F19)

S

n

Onde m e n assumem valores 1 e 2 para representar as componentes do

tensor de dispersdo. A integracdo resultante para cada plano é:

ODmng, = %(QDmni +6Dmn ;) + éHDmnk (F20)

&Dmng, = % (6Dmn, + 6Dmn, ) + éHDmn‘i (F21)

As dispersdes @Dmn;, @Dmnj, e @Dmn; representam os valores nodais. Esses

valores sdo obtidos da seguinte forma:

2 2
ll=a I +g 92 op ¢ (F22)
q q
2 2
2 =092 +o M yop ¢ (F23)
q q
9192

6D12 = 6D21 = (@, — ) (F24)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321281/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321281/CA

Apéndice F: Solugcdo Numérica — Equacao de Transporte na Fratura 234

07/3
T =
2
a‘v

(F25)

Sendo ¢, eq, as dispersividades longitudinal e transversal, respectivamente.

D, é o coeficiente de difusdo molecular, T a tortuosidade e &, 0 teor de umidade
volumétrico saturado.

Os simbolos g¢llg , ¢l2;, ¢21;, ¢22; em FI16, representam as
componentes direcionais da vazao especifica do fluido nos segmentos internos S/
e S2. Os valores foram obtidos a partir da integracdo da interpolagdo linear nodal
em cada segmento, como colocado na Equacdo F26.

gmng = j(qmniNi +gmn ;N ; +gmn, N, )“an (F26)
Sn

Onde m e n assumem valores 1 e 2 para representar as componentes

direcionais do fluxo. A integracao resultante para cada segmento é:

5 1
gmng, = B (gmn; +gmn ;) + gqmnk (F27)

gmng, = %(qmni +qgmn, )+ éqmn‘i (F28)

As vazdes gmn; gmn;e gmny representam os valores nodais. Esses valores
sdo obtidos a partir da solu¢@o do problema de fluxo e sdo determinados para cada

passo de tempo.

F.3.
Efeito do Contorno

Quando os segmentos externos do subvolume de controle coincidem com os
contornos do dominio do problema, os efeitos de fluxos nesses contornos devem
ser incorporados na equagdo discretizada do subvolume sob integracdo. No caso
da Figura F,1 isto acontece para os subvolumes nos elementos E2 e E3. Nesta
figura sdo mostradas as componentes do vetor normal (para fora) atuando no
segmento externo (Sb) do Elemento E2. O segmento Sb é o segmento Sb2
correspondente do elemento E2. Os efeitos dos fluxos nesses contornos sao
incorporados na Equacao F12.

Para manter a generalidade da formulagdo, sao discretizados os segmentos

Sbl e Sb2 considerando que ambos coincidem com o contorno.
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Existem duas possibilidades em relagdo ao fluxo no contorno:

- se o fluxo € conhecido, entdo basta acrescentar ao lado direito da Equacao
F12 uma parcela devida a esse fluxo. Essa parcela é dada pela Equacao F29.

Q. =(¢,5,C, +94,5,,C,)2b (F29)

Onde Q.; e Q. representam as vazdes por unidade de area por unidade de
tempo (que entram ou saem do dominio), € Sp;, Sy € 2b os comprimentos dos
segmentos mencionados e a abertura da fratura, respectivamente. As grandezas C,
e C, sdo os valores de concentracdo com que os virus sdo injetados nos segmentos

referidos. A Equagdo F29 corresponde a condi¢do de contorno do tipo Neuman.

- se o fluxo ndo for conhecido, € o contorno corresponder com uma face
onde existe fluxo de virus, entdo essa parcela do fluxo devera ser acrescentada na

Equacdo F12. Os segmentos no contorno sdo integrados da seguinte forma

d(N,,C,) d(N,,C,)
[ =200, #)}nmds,ﬁ [ =200, #)]nishzdsh2+
Sh1 J Sb2 J
(F30)
J- [2b 4q (Nmac}' ngds, + J- (20 qj (Nmac}' ngp,ds,, =0
Sh1 Sb2

(Observagdo: nesta equacao particularmente, os subindices i, j referem-se ao
sistema de coordenadas e ndo aos nos).

A integral resultante é:

(A, +A,) C'f (F31)
Onde:
Jd(N Jd(N
A, = .[ [—2b(6D ; M)]nisbldsbl + ,[ [=2b(eD M)]nié‘bzdsbz -
Shl j Sh2 ox J

i S,l6D11g, b, + D12, ¢, )y, +(6D21, b, +6D22, ¢ )y, |
; (F32)

SullDi1y, b, +6D12, ¢ )y, +(6D21, b, + D22, ¢, sy, |

Il
|
[\®)
S
M.\):
i

n

n=1

M-

n

S, \ep11, b, +6D12, ¢, g, +(6D21, b, +6D22,, c, )nzs,,”]
n=l1
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D>
%'—;

—_

[2b q,(N, )]nmmdsm"'j (20 q;(N,)n,,dsy, =

Sb2

A [(ql ISh,, + qleb,, )"1Sh,, + (421Sh,, + 422%,, )n2Sh,, ]Nish,,

MN

(F33)

=
Il
—

=2b S, [(ql 1Sb,, + qlzsb,, )n1s17,, + (921%,, + qzzsz;,, )nZSb,, ]stb,,

MN

1

=
1l

Sin [(q 1 IShn +ql2 Sb, )nmbn + (q 21 so, T4 22 Sb, )nZSbn ]Nksh”

M

:
1l
LN

Os valores Sp, em F32 e F33 representam os comprimentos dos segmentos
externos. O subindice n assume valores 1 em Sbl e 2 em Sb2. O simbolo s,
quando usado como subindice em F32 e F33, refere-se aos valores relativos ao
plano Sy, correspondente.

Os valores de dispersdo e vazdo nos segmentos externos sao dados por:

6Dmng, = %(HDmni )+ i (6Dmn ;) (F34)
6Dmng, = %(HDmni) + %(ﬁDmnk ) (F35)
g == (qnn)+ (gmn,) (36)
s == (gmn,)+ (qmn,) (37)

As Equagoes F31 a F33 definem a discretizagdo da condi¢do de contorno do
dominio. No caso de se considerar uma condicdo do tipo Cauchy, ambas as
matrizes Ay € A, devem ser avaliadas. No caso de se considerar uma condi¢ao de

contorno do tipo gradiente nulo, somente a matriz A,. deve se avaliar.

F.4.
Equacao Resultante da Discretizacao Espacial

Incorporando F29 e F31 em F12 obtém-se a seguinte expressao:
Fl(8(6’+ AK,)C, N B(ASSdmf) N B(ASSM) N B(Aawf )
ot ot ot ot

)+

(F38)
(A, +A, +A, +A)C, +FO, =Q+Q,
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Considerando as concentragdes sorvidas e filtradas dadas pelas equagdes

F39 a F41, e acoplando junto a Equacdo F38 obtém-se a equacdo discretizada

final.
a(ASSdinf )
T = (acf Katthattf - Sdiandeelf - Sdiansludinf ) (F39)
a(AsSstrjf )
T = (wj Ksrrf l//srrf - ASSS[rfILlSUf) (F40)
XA L) _ A T A T 41
T - (mf Kawf l/jawf - awf ~ f Kdawf - awf fﬂawf ) (F )
A equacao resultante da discretizacdo espacial para o subvolume de controle
dondié:
06+ AK,)C,
Fl( at ‘ ‘ ) + E (eKanjf l/jattf + eKS[Vf l//srrf + gKawf l/jawf )Cf +
(F42)
(Ad + Aa + Adc + AaC)C;’" = Q + Qc + E(Sdinj'ASKdetf ) + E(Aavvferdawf )

As matrizes Ay € Age SO precisam se avaliadas quando algum plano externo

coincidir com o contorno do dominio do problema.

F.5.
Discretizacao Temporal

Para realizar a integracdo no tempo, as derivadas temporais em F42 sdo
substituidas por aproximacdes em diferencas finitas. Neste trabalho, a integracdo
temporal € feita através da formulacao totalmente implicita. Isto é, a integracdo é
feita no final do passo de tempo. A integracao de F42 resulta em:

@+AK,),, C
F 1
At
(A +A, +A,L+A) C}'(r+1) = (F43)
@+AK,) C,
At

S @+D
r + E (eKattf l//an‘f + aKstrf Wstrf + eKawf Wawf )H—l C +

fa+D)

Q+Q +F/(S 0

t+1

Astetf) + Fl (A F Kdawf )t+l + Fl

din f awf * f

Onde t+1 e t indicam passo de tempo atual e prévio (alternativamente, final
e inicio do passo de tempo), respectivamente. Na Equagdo F43, os valores 6 A,
Kap Kawp Kooy Kawp Want, Worrp Wan Aawf Kaerp Kaawp Saine € Iy sdo grandezas

relativas ao né i, isto €, a formulagdo € condensada.
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Para completar a integracio do volume de controle do né i, é feito o
somatorio das parcelas de cada subvolume de controle para todos os elementos
(NE) aos quais ele pertence. Esse somatério € mostrado a seguir.

NE (@+AK,)

. t+l,e Cf(z+1) + Fl
At

e (eKattf l//attf + eKstrf l//strf + eKawf l//awf )Hl,e Cf(Hl) ]

e=1

NE
+ z [(Ad + Aa + Adc + Aac )H—l,e Cf(t+1),€] =

e=1

NE @+AK;),.Cp
Z [Qe + ch + Fle (Sdians Kdetf ) + Fle (Aawf 1—‘f Kdawf )t+l,e + Fle At ]
e=1

t+le
(F44)

O vetor C}e contém os valores nodais das concentragdes do né i e de todos
aqueles nds em conectividade com ele. A grandeza Cr (sem o subindice “e”) em

F44 € relativa ao n6 i. A Equacgdo F44 ¢ aplicada para cada n6 dentro do dominio.

Desta maneira € obtido o sistema de equagdes a ser resolvido.
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As equacdes que descrevem a variacdo das concentracdes sorvidas e
filtradas, na matriz e na fratura, foram descritas no Apéndice A. Neste Apéndice
G € mostrada a solucao numérica através do Método dos Volumes Finitos (MVF).
Cada equagdo € integrada para os subvolumes de controle do n6 i, mostrados nas
Figuras C1 e D1 dos Apéndices C e D, respectivamente. A somatoria das parcelas

de cada subvolume define a equacao discretizada para o volume de controle.

G.1.
Equacoes da Matriz

As equagdes de continuidade para a matriz sdo:

W dxdydzdt = (OCK W, — S ;o Py K g — S Pyl Ydxdydzdt — (G1)
)

(pg—tssrr)dxdydzdt = (6CK ¥, = P,S,, 1, )dxdydzdt G2)
AT

a(a—t)d dydzdt = (6CK )y, — A, VK, —A,Tu, dxdydzdt (G3)

Integrando G1, G2 e G3 no subvolume de controle da Figura C1 através do

esquema de residuos ponderados, tem-se:

a(p,S
IW [ (pb = ) (%Kan‘ Watt - Sdin IOh Kdet - Sdin Iobﬂdin )]dv = O (G4)
d
le[ (pgt W) (QCKXM’WXW - phSm:uxtr )]dv = O (GS)
%
a(Aaw
j (%Kaw l//aw - AawFKdaw Aaw 1—‘luaw )]dv O (G6)
%

Para o fator de ponderacdo, W, =1, as integrais resultantes sdo:

a(prdin )

F
i ot

—(OCK ¥ s = S iin Po Kot = S iin Pp i )1 =0 (G7)
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a(p,S,
Fl [(p#””) - (%‘Kstrl//srr - prstrlllsrr )] = 0 (G8)
Fl % (%K l//aw IﬂI{daw - Aawrﬂaw )] = 0 (G9)

\%
Onde F, = TE, e Vg o volume do tetraedro. Isto é, o volume do subvolume

de controle corresponde com a quarta parte do volume do elemento.

Substituindo os termos transientes em G7 a G9 por aproximagdes em
diferencas finitas ascendentes, € somando os subvolumes de controle do né i para
todos os elementos (NE) aos quais ele pertence, obtém-se a equagao discretizada

final para o volume de controle do nd i.

1
z Flepb,e (E + Kdet + '/’ldin )e Sdin,(H—l) =
“ (G10)

&, (p eS in)t
z [Fle % + Fle (QCKatt,el//att,e )t+l]

1
z lepbe( +Il'latr)e str (r+1)
! (G11)

& (IO e str )t
z [Fle I]’T + Fle (%thr,el//str,e )H—l]

e=1

NE

1
Z EeAaw (H—l)( +Kdaw +ﬂaw)e t+1 =

j\;; (A, (G12)
z [Ee% (wKawel//awe)Hl]

e=1

G.2.
Equacoes da Fratura

As equacdes de continuidade para a fratura sao:

a(AsSdinf )
— dxdzdt = (G13)

Zb(m Kattf l//arrf dmf Ab Kdel f dmf sllldmf )dXdZdt

2b
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AAS,,)
2= et = 2D(OC K Y.y = A, by Ve (G14)
A T.)
2b#d d dt =
o E (G15)

2b(%f Kawf Wawf - A 1—‘f Kdawf - Aawf 1—‘f ﬂawf )dXdZdt

awf
Integrando G13, G14 e G15 no subvolume de controle E1 da Figura D1

através do esquema de residuos ponderados, tem-se:

a(AsSdin f )
J-Wl DbT = 26(0C K 1V iy = S tin s A K ger p = S in s AsMin 1 )JdA =0
A
(Gl6)
d(A,S,,)
[w, (26— = 25(OC K ¥y = A,S My WA =0 (G17)
A
a(Aawf rf )
IWI [2bT - Zb(HCf Kawf l//awf - Aawf rf Kdawf - Aawf rf ﬂawf )]dA = O

A

(G18)

Para o fator de ponderacdo, W, =1, as integrais resultantes sdo:

a(Adeinf )

F, [T— (OC K i Voiy = Suiny AKier ; = S Asbbain )1=0  (G19)
a(AXSmf)

FI[T_(%fKYt'”fI//YWf _AYSYNf/'lYIIf)]:O (G20)
a(Aawf Fj)

F, [T —(OC K Wop = Ait Ui K sy — A T M )1 =10 (G21)

A
Onde F, = ZbTE’ e Ag a area do elemento. Isto €, a area do subvolume de

controle corresponde com um ter¢o da drea do elemento.

Substituindo os termos transientes em G19 a G21 por aproximagdes em
diferencas finitas ascendentes, e somando os subvolumes de controle do né i para
todos os elementos (NE) aos quais ele pertence, obtém-se a equagao discretizada

final para o volume de controle do né i.
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1
z FleAse (E + Kdetf + ﬂdinf )e Sdin f.(t+1) =
! (G22)

(AseSdinf )t
z [Fle T + Ee (wf Kat{f',el//ctr[f,e )1‘+1 ]

1
z FleAse (A_t + Il'lstrjf )e Ssrrf,(r-%—l) =
« (G23)
& (AseSxtrf )t
F +Fle(%sttrfl//Strf)t+l]

NE

1
Z EeAawf,(t+1) (E + Kdawf + ﬂawf )e 1—‘f,(i-%—l) =

" (G24)
F Bl e oo k

z [ le At + le ( f T anf e l//awf,e )H—l ]

e=1

Todos os valores mostrados nas Equacdes G10 a G12 e G22 a G24 sdo
relativos ao né de integragdo (no caso do exemplo nd i). A formulacdo ¢é
condensada, e por isto ndo foram empregadas fun¢des de interpolacdo nas

integracoes.
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As equagdes diferenciais de continuidade respondem a descricdo em termos
matematicos dos processos fisicos envolvidos num determinado problema. Cada
termo da equacgdo diferencial pode ser interpretado desde o ponto de vista fisico e
desde o ponto de vista matematico. No caso da equagdo de continuidade para o
problema de transporte de massa, os processos advectivos e dispersivos tém
interpretacdo fisica e matematica. Desde o ponto de vista matemético, o termo
dispersivo € do tipo eliptico e transmite as informacgdes em todas as direcdes do
dominio. O termo advectivo é do tipo parabdlico e transmite as informagdes
apenas no sentido do fluxo. Qualquer funcdo de interpolacdo que pretenda
representar a variagdo no espaco das grandezas transportadas por advec¢do e/ou
dispersdo, deve também ser capaz de reproduzir os comportamentos elipticos e
parabdlicos. Neste trabalho de tese, os termos dispersivos foram interpolados com
fungdes lineares, e os termos advectivos com uma fungdo exponencial.

A funcdo de interpolagdo exponencial empregada nesta tese foi inicialmente
proposta por Baliga e Patankar (1980) para estudar problemas de adveccdo e
difusdo em elementos finitos triangulares. No ano de 1986, Prakash apresentou
uma versdo modificada desta funcdo ao incorporar o efeito dos termos fontes
(Prakash,1986). No mesmo ano de 1986, LeDain Muir e Baliga apresentaram a
extensdo da formulac@o original para problemas tridimensionais com elementos
tetraédricos. LeDain Muir e Baliga (1986) destacam que a funcao de interpolacdo
exponencial ndo necessariamente garante continuidade C° nos contornos dos
elementos (ndo garante continuidade da concentragao por exemplo). Porém, esses
autores também ressaltam que a funcdo de interpolacdo e suas derivadas sdo
continuas dentro do elemento e, portanto continuas nos contornos dos volumes
finitos. Na medida em que o ndmero de Peclet diminui, o valor da funcdo
exponencial tende ao valor da func¢do de interpolagdo linear. Isto €, a funcao de

interpolagao linear é um caso particular da fungao exponencial.
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A seguir € descrita a mecanica da aplicacdo desta funcdo para o caso
bidimensional.

Morfologicamente a fung¢do exponencial apresenta o mesmo aspecto da
funcdo linear tradicionalmente empregada para interpolar em elementos
triangulares. A diferenca estd nas coordenadas utilizadas na interpolacdo. Essas
coordenadas resultam de transformacdes exponenciais das coordenadas do
problema para um novo sistema de coordenadas paralelo ao sentido do fluxo. A
interpolacdo de uma varidvel primdria arbitraria (C) é dada pela seguinte
expressio:

C=A(+BY+D (H1)

Onde A, B e D sido valores constantes € £ e Y as coordenadas do ponto

onde o valor de C serd determinado. A maneira como as coordenadas £ e Y sdo

obtidas € explicada a seguir.

Considere o elemento triangular mostrado na Figura H1. Nessa figura é
mostrado o sistema global de coordenadas definido pelos eixos X1 e X2. Dentro
do elemento estd localizado o ponto B, que corresponde ao baricentro, definido
como o ponto de encontro das medianas (as linhas tracejadas). Vale ressaltar que

as medianas correspondem com os contornos dos volumes de controle para cada

5
né dentro do elemento. Adicionalmente é mostrada a direcdo do fluxo (vetor V).
Esse vetor € a resultante do valor médio das velocidades nodais (no sistema global

de coordenadas) calculada no baricentro.

R T o P R Y > VL, TV, - - -
_ i,x1 Jxl k,x1 1,x2 Jj.x2 k,x2 _
V= 3 ) x,+ 3 )X, = v, x+v,x, (H2)
- —
Onde x, e x, s@o vetores unitdrios, e Viats Vi o Via VixzoVjaosVir @S

componentes nodais da velocidade nas diregoes X1 e X2.
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X2

NG j

Figura H1. Sistemas de Coordenadas para a aplicagao da fungao de interpolagao

exponencial.

Na mesma Figura H1 € mostrado um sistema local de coordenadas definido
pelos eixos X1’ e X2’. A origem desse novo sistema de coordenadas € feita

coincidir com o baricentro do elemento, e a direcdo de X1’ € escolhida de maneira

tal que seja paralela a direcdo do vetor \7 . Desta forma o eixo X1’ coincide com a
direcdo do fluxo. A direcdo do eixo X2’ € obtida por ortogonalidade entre a
normal ao plano do elemento e o eixo X1°. As coordenadas globais e o vetor de
fluxo sdo transformados para este novo sistema de coordenadas.

O vetor de velocidade média do elemento, no novo sistema de coordenadas

X1’, X2’ € dado por:

-

Vi + Vzl )xll"' 0) xzv =V, xl' (H3)

X

5
Onde x;, ex, sdo os vetores unitdrios no novo sistema de coordenadas e V,
-
velocidade resultante (mddulo do vetor V).
As coordenadas nodais sao transformadas linearmente do sistema global

X1, X2, para o sistema local X1°, X2’, obtendo-se assim as novas coordenadas

xli,xlj,xlk,xZi,x2j,x2k.
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A partir das novas coordenadas no sistema local, sdo obtidos os valores

maximo e minimo no eixo X1’.
X, .. =Madximo(xl,, xlvj ,xl,) (H4)
X pin = Mininmo(x1;,x1;,x1,) (H5)
Seguidamente € definido o valor do nimero de Peclet para o elemento.

- X min )

(X
P — V max
e p n D

(H6)
Onde p € a massa especifica do fluido e D a dispersdo. Deve ser dito que a
formulag@o original foi proposta para problemas difusivos e ndo dispersivos, pelo
que D representa originalmente o coeficiente de difusdo.
Na formulagdo apresentada nesta pesquisa D corresponde a dispersao
representativa na direcdo do fluxo (eixo X1’). O valor de D foi obtido a partir do

tensor de dispersao médio (do elemento) da seguinte forma:

D= \/(Dlle +D12,)* + (D21, + D22,)* (H7)
Onde D11,,D12,,D21,,D22,, sdo os valores (médios) do tensor de

dispersao no baricentro do elemento. Esses valores foram obtidos por interpolacao
linear dos valores nodais (média aritmética).

A massa especifica na Equacdao H6 surge na formulacao original de Baliga e
Patankar, devido a varidvel transportada estar referida a massa do material que a
transporta. Nesta pesquisa, a varidvel transportada corresponde a concentragao dos
virus, e é referida ao volume e ndo a massa do fluido. Por esse motivo o valor p
empregado nesta tese € p = 1. O simbolo p ¢ utilizado nas equacdes deste
apéndice para manter a conformidade com a formulagao original.

A partir do nimero de Peclet calculado, € feita uma nova transformacao
apenas das coordenadas do eixo X1’. Essa nova transformacao € realizada com a
funcdo exponencial mostrada na Equacao HS.

D X_Xmax
§=—IExp(P, —>"—
pv Xmax _Xmin

n

)—1] (H8)

Com & e Y = X2’ sdo finalmente definidos os valores das coordenadas a

serem empregadas na Equacdo H1. A obtencdo das constantes A, B e D da

Equacdo H1 segue as mesmas regras da funcdo de interpolagdo linear tradicional.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321281/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321281/CA

Apéndice H: Funcao de Interpolacdo Exponencial 247

Para o caso de interpolacdo em tetraedros, a Equacdao H1 € modificada, se
tornando:

C=A(+BY+DZ+E (H9)

Onde os valores & sdo obtidos com (HS8) e os valores Y e Z representam as

coordenadas nos eixos ortogonais com origem no baricentro do tetraedro
(homologas ao eixo X2’). As constantes sdo determinadas a partir das novas

coordenadas & ,Y e Z de maneira similar a fung@o de interpolag@o linear.

A seguir é mostrada a aplicacdo da funcdo exponencial para um caso
bidimensional simples. Considere o tridngulo da Figura H2, com o sistema de
global de coordenadas X1 e X2. Para cada né do elemento s@o mostradas as
coordenadas no sistema global. Para efeitos da simplicidade, a dire¢ao do fluxo no
baricentro coincide com a direcdo do eixo X1. O médulo do vetor de velocidade é
considerado unitario V, = 1 Desta forma, o novo sistema local de coordenadas

X1’-X2’ coincide com o sistema global.

N6 k - (1/3,1)

Direcao do Fluxo X1'
_

v =1

N6 j - (1,0)

X1

Figura H2. Exemplo de Aplicacéo.
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Assim, as coordenadas nodais no novo sistema local sao:

Coord. X1  Coord. X2 Coord. X1’
N6 i 0 0 -0,444
N6 j 1 0 0,556
No6 k 1/3 1 -0,111

Para estas coordenadas xmax — xmin = 1,0

A partir das coordenadas anteriores, foram

interpolacdo no baricentro do elemento para dois casos de niimero de Peclet.

P, =0.0001 ( corresponde a D = 10000 )
P, =10000 ( corresponde a D =0,0001)

Coord. X2’=Y
-0,333
-0,333
0,667

248

avaliadas as fungdes de

Os valores das coordenadas & Y e das fungdes de interpola¢do nodais sdo

mostrados a seguir.

Coord. Coord. & Coord. Y Interpolacio Interpolacido
para para para para
D =10000 D =0,0001 Pe =0.0001 Pe = 10000
N6 i -1,000 -0,0001 -0,333 1/3 2/3
N6 j 0,000 0 -0,333 1/3 0
N6 k -0,667 -0,0001 0,667 1/3 1/3

Dos resultados anteriores € possivel concluir que:

Para numeros de Peclet baixos, isto é, para problemas de dispersao

dominante, a fun¢do exponencial reproduz os mesmos valores que a funcao linear.

Para nimeros de Peclet altos, isto €, problemas com advec¢ao dominante, a

funcdo exponencial consegue reproduzir o efeito do sentido do fluxo. No caso do

exemplo anterior, o valor no baricentro da varidvel interpolada € dado apenas pela

combinacdo dos valores dos nds i e k. Isto é fisicamente correto uma vez que

informagdo € transmitida no sentido do n6 j. A informacao do né j ndo pode ser

transmitida a montante.
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Anexo 1:
Solucoes Analiticas

Sao mostradas neste anexo, as solugdes analiticas empregadas no Capitulo 5

para validar a solu¢do numérica do programa VirTran-3D.

An.1.
Fluxo Saturado Unidimensional em Regime Transiente

Solugdo apresentada por Carslaw e Jaeger (1946) (apud Frind,1995) para

condi¢ao de contorno do tipo Dirichlet.

u(x,t) X 231 nix —n*7n*Kt
—2 L=l Y —send—— rexpi————— An.1
u { L} %;n { L } p{ L*Ss ( )

onde

u = carga de pressao (L)

u, = carga de pressao imposta (L)
x = distancia (L)

L = comprimento do dominio (L)
t = tempo (T)

K = permeabilidade saturada (L/T)

Ss = armazenamento especifico (1/L)

An.2.
Transporte unidimensional de virus no meio poroso saturado

Solucdes apresentadas por Sim e Chrysikopoulos (1995) para condicdes de

contorno do tipo Dirichlet e Neuman.
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Para Condicdo de Dirichlet:

Clx,1) = CExp{ HJH[E (-H )ij byBe- g] [4gg+(H—A—Z]—D)§}ngdT

2 Drxg’
2B —¢ ] U?
+ Exp(—Ht) ! o LDG +(H-A- E)g}dg‘} (An.2)

Para Condicdo de Neuman:

C(x t)—f/_ [ HHH Exp(—Hf)Jo[%/Bg(f—g)]*

1 x U’ Ux ] X U |¢
E H-A—— ——FExp| —+(H - A)¢ |E — .=
{ P xp{4 g+( 4DJ§} o) xp[ +( )g rf{2 Dg+ 2‘/D}}dgd7

t 1 —x* U? ]
+ Exp(—HY) ! J [21/Bg(7 —¢) %ﬁ ExpLD + [H —A- Ejg_

s v f¢
2\/_ Exp{ +(H - A)Q}E}fc{ \/D_g+ 5 D}}dg}

(An.3)
Onde
A = Katt + ltll (An4)
5= KuKi® (An.5)
P
H=—<- K0 + U, (An.6)
P

C = Concentragdo na fase liquida ( virus/L?)

C, = Concentracdo na fase liquida imposta no contorno ( virus/L’)
U = velocidade intersticial do fluido (L/T)

D = dispersao dos virus (L2/T)

K., = taxade adsor¢do (1/T)
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K4 = taxa de desor¢do (1/T)

M = taxa de inativagdo dos virus na fase liquida (1/T)
Main = taxa de inativacdo dos virus na fase sorvida (1/T)
@ = teor de umidade volumétrico saturado (L3/L3)

x = distancia (L)

t = tempo (T)

Jo = Funcdo de Bessel do primeiro tipo de ordem zero.

An.3.
Transporte unidimensional de coldides huma fratura saturada com
abertura constante

Solucdes apresentadas por Addel-Salam e Chrysikopoulos (1994) para

condi¢des de contorno do tipo Dirichlet e Neuman.

Para Condicdo de Dirichlet:

Ux x=Ut&
Exp[ﬁ(l—f)}ﬁfc{ 2\/5}

C(x,t) = 2” U U (An.7)
X x+Ut
+ Exp{ﬁ 1+ f)}Erfc{ Dt }
Para Condicdo de Neuman:
1 xp[— (- f) {x Utf}
+&
Clxn)=C, ch {—(1+ 5)} {xt/U_ﬂ (An.8)
Ub® Ux 2Ukt x+UtE
+4DkExP[D }Ef[zx/_}
Onde:
=+ D112 (An.9)

Ub*
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C = Concentragdo na fase liquida ( # coléides/L?)

C, = Concentracdo na fase liquida imposta no contorno ( # coléides/L?)
U = velocidade intersticial do fluido (L/T)

D = dispersao dos coldides (LYT)

k = coeficiente de deposi¢do na fratura (L)

b = abertura da fratura (L)

x = distancia (L)

t = tempo (T)

252
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