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5
Analise das vibracoes nao-lineares

Neste capitulo sdo estudadas as vibragbes nao-lineares de uma casca
cilindrica submetida, primeiramente, a uma pressao lateral harménica na forma
do modo linear de vibracao ou flambagem, ou seja:

p=Fcos(n@)sen(q&)cos(m, t) (5.1)
onde F é a magnitude da presséao lateral, @, é a freqliéncia da excitagdo e t, o
tempo.

A seguir, sdo analisadas as vibragdes ndo-lineares de uma casca cilindrica
submetida, simultaneamente, a acdo de uma carga axial estatica e compressiva,

Fy , e a pressao lateral harménica definida na equacao (5.1).
Finalmente estuda-se a influéncia de uma forgca harménica axial, na forma:
P=P ,+P ;cos(w,t) (5.2)
onde P; é a magnitude do carregamento dindmico e ., a freqiéncia de
excitacdo, na instabilidade paramétrica e vibragcées nao-lineares da casca

cilindrica.

5.1.
Casca cilindrica, simplesmente apoiada, submetida a uma pressao
lateral harménica

Os modelos numéricos, utilizados na obtencao dos resultados deste item,
sdo 0s ja apresentados no capitulo anterior. Apresenta-se a seguir a
nomenclatura empregada para identificar cada modelo reduzido:
e 6 GDL — é o modelo com seis graus-de-liberdade que é obtido
utilizando a expansdo modal para os deslocamentos laterais
(4.21);
e 2 POMs e 3 POMs — sdao os modelos derivados a partir da
decomposi¢do de Karhunen-Loeve que utilizam, respectivamente,
dois e trés POMs na equacao (4.35) para descrever o campo de

deslocamento transversal; e,
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e 1 GDL - é o modelo com um grau de liberdade, obtido a partir da
relagdo polinomial entre os modos néo-lineares de vibragdo e o
modo linear, equacao (4.38).

Neste item sado analisadas duas configuragcdes da cascas cilindricas, uma
vazia e outra completamente cheia de fluido, submetidas a uma presséo lateral
harmédnica distribuida na superficie segundo a equacao (5.1). Considera-se,
nesta andlise, apenas o amortecimento viscoso, f;, com 7; = 0,001. Os
resultados aqui obtidos sdo resultantes do emprego do método de Newton-
Raphson e de técnicas de continuacdo. Comparam-se as respostas entre os
quatro modelos reduzidos apresentado anteriormente.

A pressdo hidrodindmica, Py, € obtida a partir da determinagcdo do
potencial de velocidade de cada modelo reduzido utilizado. Para isso basta
substituir o campo de deslocamentos laterais, w, de cada modelo nas equagdes
(3.28) e (8.24), obtendo-se a pressao hidrodindmica consistente com o modelo.

Obtém-se convergéncia na pressao hidrodinamica com M=5 em (3.23).

Os resultados numéricos encontrados para uma casca cilindrica
completamente cheia foram obtidos com a rela¢do entre as densidades da casca
e do fluido, ps/pr, de 7,85.

As Figura 5.1 e 5.2 ilustram a variagdo do maximo deslocamento lateral da
casca cilindrica adimensionalisado com relacdo a espessura da casca, h, com a
freqUiéncia de excitacdo, w, para, respectivamente, uma casca cilindrica vazia e
outra completamente cheia, considerando os quatro modelos reduzidos

apresentados. A magnitude da pressao lateral, F, é adimensionalizada em
relacéo a pressao critica estatica (Brush e Almroth, 1975), a saber:

F o _Ehl zmupenrf (AP (zR/L)"
CR=fq +

e 0 T (R p gy

(5.3)

e a frequéncia da excitacdo é adimensionalizada com relacdo a freqiéncia
natural minima da casca vazia, w,, ou seja, Q = /.

Nas Figuras 5.1 e 5.2 as linhas continuas e tracejadas representam,
respectivamente, as solugcdes estaveis e instaveis da casca, segundo a teoria de
Floguet (Nayfeh e Balachandran, 1995). Através destas figuras percebe-se que o
comportamento nao-linear da casca cilindrica é com perda de rigidez, ou seja, ha
um aumento dos deslocamentos laterais com a diminuicdo do parametro
adimensional de freqiiéncia. As curvas de ressonancia seguem, como esperado,
a tendéncia indicada pela relacao frequtiéncia-amplitude ilustrada nas figuras por

uma linha fina e tracejada. Como o parametro adimensional de freqténcia, Q, é
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normalizado em relagcdo a freqiiéncia natural da casca vazia, essa relagdo na
Figura 5.1 tem a sua origem em Q = 1,0. No caso da Figura 5.2, situagdo em que
ha um fluido interno a casca, a relagao freqtiéncia-amplitude para a vibracao livre
tem origem em, aproximadamente, Q = 0,53. Essa diminuicdo no valor do
parametro Q é provocada pela massa adicionada do fluido nos termos de inércia
da casca cilindrica, o que provoca uma redugao da freqliéncia natural.
Comparando-se os modelos reduzidos das Figuras 5.1 e 5.2, observa-se
que, qualitativamente, os modelos 1 GDL, 2 POMs e 3 POMs conseguem
descrever o comportamento nao-linear da casca cilindrica com boa qualidade se

comparados ao modelo de 6 GDL, em particular para valores de I'; < 0,50.
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Figura 5.1 — Maximo deslocamento lateral versus freqiéncia de excitagao para uma

casca vazia.
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Diz-se que um sistema dinamico apresenta um comportamento com maior
ou menor perda de rigidez de acordo com a inclinagdo das curvas de
ressonancia apresentadas nas Figuras 5.1 e 5.2. Diante disto, observa-se nas
Figuras 5.1c e 5.1d que, quando a magnitude da pressao lateral aproxima-se do
valor critico, 0 modelo com 6 GDL apresenta maior perda da rigidez, isto é, maior
nao-linearidade que o modelo com 1 GDL que, por sua vez, apresenta maior
néo-linearidade que os modelos com 2 ou 3 POMs. A mudanca desta
caracteristica do sistema em funcdo do modelo reduzido ndo ocorre na casca
com o fluido interno, como pode ser observado na Figura 5.2.

Em ambos os casos, observa-se que a nao-linearidade da resposta cresce,
a medida que a magnitude da pressao, I',, cresce, seguindo novamente a
tendéncia ditada pela relacdo freqiéncia-amplitude. Cabe ressaltar que em
aplicagdes praticas, em virtude dos necessarios coeficientes de seguranga, nao

se deve esperar valores de I'; proximos de um.
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Figura 5.2 — Maximo deslocamento lateral versus freqliéncia de excitagao para uma

casca completamente cheia.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410740/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410740/CA

Analise das vibracdes nao-lineares 86

Cabe ressaltar, diante das Figura 5.1 e 5.2, a importancia da presencga do
fluido interno na magnitude dos deslocamentos laterais. Fica claro que o
acréscimo da magnitude da pressao lateral provoca, também, um acréscimo nos
deslocamentos laterais. Quando duas cascas cilindricas, uma vazia e a outra
completamente cheia, submetidas a mesma pressao lateral sdo comparadas,
observa-se que, para valores de I'; até 0,50, a massa adicionada pelo fluido é
preponderante na resposta da casca e provoca maiores deslocamentos na casca
cheia (Figura 5.2a, b) do que na casca vazia (Figura 5.1a, b).

Para valores elevados de I';, bem préximos do valor limite de 1,0, o
maximo deslocamento lateral ndo segue mais um padrao bem definido. Para I'»
= 0,75, com excecdo do modelo com 6 GDL, o maximo deslocamento lateral em
uma casca cilindrica completamente cheia (Figura 5.2c) ainda é superior ao
maximo deslocamento lateral da casca vazia (Figura 5.1c). Ja para I', = 1,00 os
deslocamentos maximos laterais registrados para a casca vazia (Figura 5.1d)
sdo superiores aos da casca completamente cheia (Figura 5.2d), sendo a
excegao, neste caso, o modelo com 1 GDL. A Tabela 5.1 apresenta os maximos
deslocamentos laterais normalizados registrados nas Figuras 5.1 e 5.2.

Tabela 5.1 — Maximo deslocamento lateral registrado nas Figuras 5.1 e 5.2.

Maximo (|wuax/h|)

Modelo 1 GDL 2 POMs 3 POMs 6 GDL

Vazia cheia | vazia cheia | Vazia cheia | vazia Cheia

[,-025| 050 095 | 051 1,06 | 052 1,04 | 052 1,04
r,=050| 1,10 1,92 | 1,13 1,88 | 1,11 1,62 | 1,11 1,29
r,=075| 174 282 | 182 211 | 162 1,78 | 1,88 1,53
r,=1,00| 241 334 | 255 210 | 252 1,87 | 220 1,56

5.1.1.
Influéncia do pré-carregamento axial, I'y.

Em muitas aplicagbes praticas a casca encontra-se submetida a um pré-
carregamento axial estatico, I'y. Assim, neste item, procura-se observar a
influéncia dessa carga estatica no comportamento da casca cilindrica vazia e
completamente cheia, além da qualidade das respostas obtidas com os quatro
modelos reduzidos citados no inicio deste capitulo.
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Figura 5.3 — Maximo deslocamento lateral versus freqliéncia de excitagao para uma

casca vazia e I', = 0,50.

As Figuras 5.3 e 5.4 apresentam a variacdo do méaximo deslocamento
lateral com o parametro de freqiéncia de excitacao, Q, para valores crescentes
do pré-carregamento estatico, I',. Para efeito de comparacdo, apresenta-se,
nessas figuras, a variacdo do maximo deslocamento lateral do modelo com 6
GDL e sem pré-carregamento estético, permitindo que se observe a influéncia da
carga estética na freqiéncia natural e no comportamento néo-linear da casca
cilindrica.

As linhas tracejadas nessas figuras ilustram o inicio das curvas que
relacionam a freqiéncia com a amplitude de vibragdo para a vibragao livre da
casca cilindrica, sendo que o valor da abscissa é a freqiiéncia natural da casca
carregada. A partir das Figura 5.3 e 5.4, observa-se que o acréscimo do
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parametro de pré-carregamento estatico provoca um decréscimo na freqliéncia

natural da casca tanto vazia quanto completamente cheia.
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Figura 5.4 — Maximo deslocamento lateral versus freqiéncia de excitagao para uma

casca completamente cheia e I'; = 0,50.

Tabela 5.2 — Freqliéncia natural da casca cilindrica variando o pré-carregamento

estatico, I'y, para uma casca cilindrica vazia e outra completamente cheia.

r Vazia Cheia
0 Q Variagao Rel. (%) Q Variagdo Rel. (%)
0,00 1,00 0,0 0,54 0,0
0,20 0,89 11,0 0,45 16,0
0,40 0,77 23,0 0,36 33,0
0,60 0,63 37,0 0,32 41,0
0,80 0,45 55,0 0,23 57,0



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410740/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410740/CA

Analise das vibracdes nao-lineares 89

A Tabela 5.2 apresenta a variagdo do valor da freqiiéncia natural minima
com o parametro de pré-carregamento estatico. Nota-se que o parametro I
provoca um decréscimo relativo da frequéncia natural, ligeiramente superior na
casca cilindrica completamente cheia que na mesma casca vazia.

O maximo deslocamento lateral na casca cilindrica vazia é, em média, 1,2
vezes a espessura da casca, independentemente do nivel de pré-carregamento
estatico, Figura 5.3, excetuando-se os valores maximos registrados pelos
modelos reduzidos com 2 POMs e 3 POMs que mostram um acréscimo no valor
de pico da curva de ressonancia com o acréscimo do parametro de carga I'.

Ja para a casca cilindrica completamente cheia, o maximo deslocamento
lateral cresce com o acréscimo de pré-carregamento estatico, Figura 5.4, sendo
que todos os modelos reduzidos apresentam boa concordancia entre eles,
exceto 0 modelo com 2 POMs que registra deslocamentos maximos superiores
aos demais quando I', = 0,80, Figura 5.4d, valor proximo a carga critica estatica
(Tocr = 1,0).

Apesar de pequenas diferengas encontradas nas respostas dos modelos
reduzidos para o maximo deslocamento lateral, Figura 5.3 e 5.4, todos eles
foram capazes de descrever o0 mesmo tipo de comportamento para a casca
cilindrica submetida a uma pressao lateral, captando adequadamente as
influéncias do fluido interno e do pré-carregamento estatico que atuam na casca.

5.1.2.
Modelo reduzido versus Método dos elementos finitos

A Figura 5.5 apresenta a comparagao entre a curva de ressonancia obtida
com o modelo reduzido com 6 GDL e com o modelo em elementos finitos do
Abaqus®. Neste caso mostra-se a variagao do maximo deslocamento lateral de
um ponto no centro da casca cilindrica, (x, 6) = (L/2; 0), em funcédo do parametro
Q.

Conforme observado no capitulo anterior, existem diferencas na teoria
utilizada para descrever o campo de deformagcdes de ambas as formulagdes,
bem como diferengas numéricas na formulagao dos modelos como, por exemplo,
o amortecimento. Mas, diante dessas diferengas, observa-se que os resultados
obtidos por elementos finitos apresentam o comportamento ndo-linear esperado
para a casca cilindrica.
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O que se deve destacar ¢ a dificuldade de se construir, através do método
dos elementos finitos, uma curva de ressonancia como a apresentada na Figura
5.5. Cada ponto dessa figura representa uma analise completa com o Abaqus.

O procedimento adotado consiste em aplicar uma pressao lateral com a
forma definida em (5.1), fixando-se um valor para a magnitude da pressao lateral
e variando-se para cada ponto da curva o valor do parametro de freqténcia. Em
seguida, gera-se a resposta no tempo do modelo com um tempo de integracao
capaz de garantir que a resposta nos estagios finais da integracéo esteja no
regime permanente. Apds isto, observa-se o maximo deslocamento lateral obtido
em um determinado ponto da casca cilindrica.

A dificuldade de se utilizar o método dos elementos finitos esta justamente
no esforco computacional envolvido na obten¢do de cada ponto da Figura 5.5
que necessita de um passo de integragcdo pequeno e um tempo maximo de
andlise muito grande (se comparado com o passo de integragdo) para garantir
que a resposta do sistema esteja no regime permanente. Além disto, a obtencao
dessas respostas deve ser feita pela integracdo direta das equagbes de
movimento, que, para uma malha suficientemente boa para a andlise de cascas
pelo método dos elementos finitos, resulta em um numero elevado de equagdes
diferenciais (24876, no presente exemplo).

Adicionalmente, torna-se praticamente impossivel se obter, usando os
programas de elementos finitos disponiveis, o ramo superior da curva de
ressonancia na regido onde ha multiplicidade de solucoes, ja que a resposta
estavel de grande amplitude estd associada a uma pequena bacia de atracao.
Para se obter a resposta permanente seria necessério impor condi¢des iniciais
relativas a cada grau de liberdade — duas por cada grau de liberdade - que se
encontrem no interior desta bacia de atracdo. O numero de coordenadas do
ponto fixo de uma solucéo periddica é igual a duas vezes o numero de graus de
liberdade. Como ilustracdo, mostra-se na Figura 5.6 as bacias de atracao das
duas solucdes estaveis para Q = 0,92 e Q = 0,96, usando-se o modelo com 1
GDL. Verifica-se que a bacia relativa a solugdo de grande amplitude é bem
menor que a bacia da solu¢do de pequena amplitude e que, para se obter esta
solugdo, necessita-se de um conjunto de condigdes iniciais nao-homogéneas.
Finalmente, os programas de elementos finitos disponiveis ndo permitem a
obtencao do ramo instavel da curva de ressonancia.

No caso dos modelos reduzidos, além do numero de coordenadas do
ponto fixo ser bastante pequeno, se pode fazer o uso eficiente de algoritmos de
continuagao para a obtencéao de diagramas de bifurcacao para se obter todos os
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ramos da curva de ressonancia, inclusive os instaveis (Seydel, 1988; Nayfeh e
Balanchandran, 1995; Del Prado, 2001).

Diante disto, justifica-se o estudo de modelos reduzidos de dimensao
reduzida que, com um esforgo computacional menor, é capaz de descrever com

precisao o comportamento dindmico n&o-linear da casca cilindrica.

1.6

[W,ynd(L/2,0)/h]

0.88 0.92 0.96 1 1.04
Q

Figura 5.5 — Comparagao entre os modelos de 1 GDL, 6 GDL e os resultados do Abaqus
para o deslocamento lateral do ponto de coordenada (x, 6) = (L/2; 0) de uma casca

cilindrica vazia. I', = 1,0.
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(a) @ =0,92 (b) @ =0,96
Figura 5.6 — Bacia de atragdo para a casca cilindrica vazia. (I'> = 1,00). Modelo com 1

GDL. B - solucéo de pequena amplitude. M - solucdo de grande amplitude,
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5.2.
Casca cilindrica, simplesmente apoiada, submetida a uma carga axial
harmonica

Neste item estuda-se uma casca cilindrica submetida a uma carga axial
harménica, conforme descrita pela equacao (5.3), tanto para uma casca
cilindrica vazia quanto para uma casca completamente cheia de fluido.

Para o estudo da estabilidade paramétrica e posterior escape do vale pré-
flambagem (snap-through buckling) de cascas cilindricas, submetidas a um
carregamento axial, € necessario o conhecimento prévio do caminho pos-critico
da estrutura sob carga axial. A partir do conhecimento do trecho inicial instavel, é
possivel conhecer a amplitude maxima segura para as vibragoes da casca
cilindrica em um determinado nivel de pré-carregamento estatico.

Em funcdo do caminho pos-critico da casca cilindrica, algumas
modificagdes nos modelos reduzidos s&o necessarias para a melhoria da
qualidade dos resultados apresentados daqui por diante. O modelo com 1 GDL,
antes definido pela equacgao (4.38), passa a ser definido pela equacao (4.34).
Essa substituicdo fornece resultados mais precisos se comparados com o
modelo reduzido de 6 GDL. Isto se explica pelo fato do modelo (4.34) levar em
conta os termos de energia potencial da carga axial que tém papel relevante na
energia total e no comportamento ndo-linear da casca, como mostra Santee
(1988).

20

Waa/h

Figura 5.7 — Caminho pos-critico da casca cilindrica variando a expansao modal para os

deslocamentos laterais.

Ja o0s modelos reduzidos derivados a partir da decomposicdo de
Karhunen-Loéve sao escolhidos a partir dos POMs obtidos na analise dinamica
nao-linear, Tabela 4.2, pois os modelos gerados com os POMs da anadlise
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estatica ndo-linear, Tabela 4.1, ndo conseguem capturar a variagao temporal dos
modos ndo-lineares da casca, sendo incapazes de descrever o comportamento
dindmico nao-linear, e apresentam erros junto ao ponto de bifurcagéao.

Assim a Figura 5.7 ilustra os caminhos pos-criticos derivados a partir dos
modelos reduzidos com os POMs da Tabela 4.2. Nota-se, nessa figura, que o
modelo com 2 POMs nao consegue descrever com perfeicdo o caminho pés-
critico da casca cilindrica quando o comparamos com o modelo de 6 GDL,
indicando que o numero de POMs deve ser aumentado para que se capturem os
modos nao-lineares adequados do sistema. Os modelos com 1 GDL e 4 POM
descrevem com precisdo todo o ramo instavel do caminho pos-critico, permitindo

um estudo preciso da instabilidade dinamica.
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Figura 5.8 — Fronteiras de instabilidade paramétrica e de escape para uma casca
cilindrica vazia e outra completamente cheia. Carregamento brusco. I'y = 0,40.

(I'o > Ivin -6 oL = 0,20).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410740/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410740/CA

Analise das vibracdes nao-lineares 94

Para a casca sem carregamento axial estatico ou sob uma carga estatica
inferior a0 minimo pos-critico ocorre apenas o fendmeno de instabilidade
paramétrica. A configuracdo axissimétrica da casca sob carga axial harménica
(modo de arfagem) torna-se instavel, dando origem a um movimento vibratério
caracterizado por um certo numero de ondas circunferenciais e axiais.
Considerando uma formulagdo linearizada, o problema de instabilidade
paramétrica € descrito por um sistema de equacgdes de Mathieu (Bolotin, 1964) e
a amplitude da solugdo pés-critica cresce exponencialmente com o tempo.
Considerando-se os termos nao-lineares, apdés um crescimento exponencial

inicial, a solugédo poés-critica converge para uma solugéo periodica.
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Figura 5.9 — Fronteiras de instabilidade paramétrica e de escape para uma casca
cilindrica vazia e outra completamente cheia. Carregamento brusco. I'y = 0,60.

(I'o > Ivin -6 oL = 0,20).

Para um pré-carregamento estatico entre a carga critica € 0 minimo pos-

critico Tmm < Ty < TI'cr), além da instabilidade paramétrica, pode existir
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instabilidade dindmica caracterizada por escape do vale potencial pré-
flambagem (snap-through buckling). O escape pode ocorrer somente durante o
regime transiente, estando a solucdo permanente no interior do vale pré-
flambagem — este fenbmeno denomina-se escape transiente. Caso a solucéo
permanente se encontre em um vale pds-critico ou a casca exiba movimentos de
grande amplitude envolvendo mais de um vale potencial (cross-well motions),
tem-se o chamado escape permanente.

As Figuras 5.8-5.10 ilustram as fronteiras de instabilidade paramétrica e de
escape, permanente e transiente, para a casca cilindrica, vazia e completamente
cheia. Varia-se, nessas figuras, o parametro de pré-carregamento estatico, Iy, e
o modelo reduzido empregado. As curvas identificadas como de instabilidade
paramétrica, escape transiente e escape permanente, sdo referentes a uma
mesma configuracao inicial de repouso. Para se obter uma solugdo nao-trivial
considera-se para cada grau de liberdade, em cada modelo, um deslocamento e
uma velocidade inicial de 1 x 10™. Simula-se assim uma carga axial aplicada
bruscamente a estrutura. Os coeficientes de amortecimento utilizados para
obtencao destes resultados foram: 77; = 0,0008 (casca vazia) e n; = 0,003 (casca
completamente cheia) e 7, = 0,0001 (Pellicano e Amabili, 2003).

Nas Figuras 5.8-5.10 as retas horizontais tracejadas representam o
carregamento critico estatico, I'cg = I'y + I'y, enquanto que as retas verticais e
tracejadas representam a menor freqiéncia natural da casca vazia, que esta
associado ao vale da regido secundaria de instabilidade paramétrica, e o dobro
da menor freqiéncia natural, que é associado ao vale da regido principal de
instabilidade paramétrica. Os valores de my em fungdo de I'y encontram-se na
Tabela 5.2.

Sabe-se que a massa do fluido adicionada aos termos de inércia da casca
cilindrica provoca uma reducado da freqléncia natural. Essa reducdo da
freqUéncia natural provoca um deslocamento para a esquerda das fronteiras de
instabilidade paramétrica e de escape, além de um decréscimo no valor das
correspondentes cargas criticas.

A regiao abaixo da fronteira de instabilidade paramétrica corresponde a
regido estavel do modo de arfagem descrito pelo campo de deslocamentos
axissimétrico que, na analise dinamica, é descrito por uma solugao trivial das
equacoes de movimento (perturbagdo nula). Na regido entre a fronteira de
instabilidade paramétrica e a de escape transiente, o carregamento aplicado é
capaz de levar a casca cilindrica a uma nova configuracao de equilibrio, que
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apresenta vibragdes peridédicas e a amplitude dessas vibracdes sao inferiores
aos limites da fronteira do vale pré-flambagem. Os limites da regiao do vale pré-
flambagem séo estabelecidos a partir do caminho p6s-critico da casca cilindrica,
Figura 5.7, que, para cada modelo reduzido e para cada valor de pré-

carregamento estatico, apresenta um valor para a maxima amplitude de

vibracgao.
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Figura 5.10 — Fronteiras de instabilidade paramétrica e de escape para uma casca
cilindrica vazia e outra completamente cheia. Carregamento brusco. I'; = 0,80.

(I'o > Ivin—s oL = 0,20).

O que diferencia a curva de escape transiente da curva de escape
permanente € que a curva de escape transiente garante que nao havera
vibracbes maiores que os limites do vale pré-flambagem tanto no regime
transiente quanto no permanente. Enquanto que na regido entre as curvas de
escape transiente e as de escape permanente, apenas as amplitudes de

vibracdo no regime permanente serdo menores que os limites do vale pré-
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flambagem. Isto €, ocorre o escape do vale potencial pré-flambagem durante a
resposta transiente.

A regido acima da curva de escape permanente indica que a resposta da
casca cilindrica encontra-se fora do vale pré-flambagem no regime permanente.

As Figuras 5.11 e 5.12 mostram para, respectivamente, uma casca
cilindrica vazia e uma completamente cheia a resposta no tempo e o respectivo
plano de fase considerando o modelo reduzido com 6 GDL. Essas figuras
exemplificam como sdo definidas as regides das fronteiras de instabilidade
paramétrica e de escape, Figuras 5.8-5.10.

As Figuras 5.11 e 5.12 foram obtidas fixando-se o parédmetro de pré-
carregamento estéatico, I',, em 0,40 e o valor do parametro da freqiéncia de
excitacao, Q, em 1,60 para a casca vazia e 0,92 para a casca completamente
cheia, em seguida, variou-se o parametro da amplitude da excitagdo, I'y. No
plano de fase de cada figura as retas verticais tracejadas representam o valor
maximo que a amplitude de vibracdo pode atingir sem que haja escape do vale
potencial pré-flambagem e os pontos destacados sdo os pontos fixos do mapa
de Poincaré da solucao permanente.

Nas Figuras 5.11a e 5.12a observa-se que, ap6s a perturbacao inicial
(1 x 10%), a resposta converge para a solucéo trivial, indicando que o modo de
arfagem é estavel.

Ja as Figuras 5.11b, ¢ e 5.12b, c ilustram uma resposta dinamica
caracteristica da regidao entre a fronteira de instabilidade paramétrica e de
escape transiente. Nota-se, nessas figuras, que, apds a perturbacao inicial
(1 x 10%), o modo de arfagem se torna instavel e a reposta converge para uma
solugdo periédica de periodo 2 T, como mostram os pontos fixos do mapa de
Poincaré nos planos de fase. Deve-se destacar que as respostas ilustradas nas
Figuras 5.11b e 5.12b, tanto no regime transiente quanto no permanente
permanecem dentro dos limites maximos definidos pelas retas verticais
tracejadas. Ja nas Figuras 5.11c e 5.12c as amplitudes de vibragdo no regime
transiente ultrapassam esses limites maximos, indicando que houve um escape

transiente.
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Figura 5.11 — Respostas no tempo e planos de fase para uma casca cilindrica vazia.

Modelo reduzido de 6 GDL. I'y = 0,40

da resposta permanente.

e Q = 1,60. » - pontos fixos do mapa de Poincaré
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Figura 5.12 — Respostas no tempo e planos de fase para uma casca cilindrica

completamente cheia. Modelo reduzido de 6 GDL. I'y = 0,40 e Q = 0,92. ¢ - pontos fixos

do mapa de Poincaré da resposta permanente.
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Finalmente, as Figuras 5.11d e 5.12d ilustram a resposta dindmica da
casca cilindrica para um carregamento axial além da fronteira de escape
permanente. Nessas figuras, observa-se que as amplitudes de vibragédo tanto no
regime transiente quanto no permanente sao superiores ao limite maximo

definido pela fronteira do vale potencial pré-flambagem.

2.5

20y 20y

|
I
|
| 2
I
|
I

Escape permanente

Escape permanente

T
Instabilidade paramétrica

0 ‘ ‘ T ‘ T L ‘ T
0 0.4 0.8 1.2 16 2

(c) 4 POM (d) 6 GDL
Figura 5.13 — Fronteiras de instabilidade paramétrica e de escape para uma casca

cilindrica vazia e outra completamente cheia. Carregamento gradual. Iy = 0,40.

(I'o > Ivin -6 oL = 0,20).

A Figura 5.13 ilustra a fronteira de escape permanente para uma forca
aplicada gradualmente a casca cilindrica. Ao se comparar os resultados dessa
figura com os apresentados na Figura 5.8, observa-se que 0 escape permanente
para um carregamento aplicado gradualmente ocorre para um carregamento
superior ao de uma carga aplicada bruscamente, como pode ser observado na
Figura 5.14.
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Outra caracteristica das fronteiras de escape que deve ser destacada é a
sua possivel fractalidade, como ilustrado nas Figuras 5.8-5.10. Essa
caracteristica explica a obtengédo, em alguns casos, de uma fronteira de escape

de forma irregular.

2wy

Gradual|

(c) 4 POM (d) 6 GDL
Figura 5.14 — Fronteiras de escape permanente para uma casca cilindrica vazia e outra

completamente cheia. Comparacao entre um carregamento gradual e um carregamento
brusco. I'y = 0,40. (FO >Tvin-6GDL = 0,20)

A topologia da fronteira é obtida discretizando-se o plano (@, I'y) em
diversas células e aplicando a técnica de mapeamento celular (Hsu, 1980a, b;
Del Prado, 2001). Para isto, tomam-se os parametros relativos ao centro de cada
célula como carregamento aplicado e estuda-se a evolucdo da resposta apés
uma pequena perturbacéo de 1 x 10™.

As Figura 5.15 e 5.16 ilustram a fractalidade das fronteiras de escape

permanente para, respectivamente, uma casca cilindrica vazia e uma
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completamente cheia. Nessas figuras a regiao branca indica que néo ha escape
permanente, enquanto que a regiao preta corresponde ao escape.

Observa-se, a partir das Figura 5.15 e 5.16, que os modelos reduzidos
com 1 GDL e com 3 POMs, tanto para a casca cilindrica vazia quanto para a

completamente cheia, levam a uma fronteira de escape suave.

(a) 1 GDL (b) 3 POM

(c) 4 POM (d) 6 GDL
Figura 5.15 — Fractalidade das fronteiras de escape permanente de uma casca cilindrica

vazia e I'y = 0,40. Carregamento brusco.

Ja para os modelos com 4 POMs e 6 GDL observa-se uma maior
fractalidade, em particular para a casca cilindrica completamente cheia, Figuras
5.16¢ e d, respectivamente.

As Figuras 5.17 e 5.18 ilustram os diagramas de bifurcacdo para,
respectivamente, uma casca cilindrica vazia e uma completamente cheia. Esses

diagramas apresentam a variagdo da amplitude de vibragdo do modo
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fundamental {q4(t), para os modelos com 1 GDL e 6 GDL, e do modo A¢(t), para
os modelos reduzidos a partir da expansao de Karhunen-Loeve.

Nas Figuras 5.17 e 5.18 o parametro de controle é a amplitude da
excitagdo harmdnica, I'y. O parametro de pré-carregamento estatico, Iy, é fixado
em 0,40 e os valores da freqiiéncia de excitacao, Q, sado 1,20, 1,50 e 1,80 para a
casca cilindrica vazia e 0,60, 0,82 e 0,90, para a casca completamente cheia,
valores associados a regiao principal de instabilidade paramétrica.

A partir desses diagramas, que foram obtidos utilizando-se o método de
Newton-Raphson com técnicas de continuagao, é possivel conhecer evolugao da
solucdo permanente da casca cilindrica variando-se um determinado parametro
de controle, e as bifurcacbes associadas as fronteiras de instabilidade

paramétrica e escape.

0.7 0.8 0.9 1 0.7 0.8 0.9 1 11
Q Q
(c) 4 POM (d) 6 GDL

Figura 5.16 — Fractalidade das fronteiras de escape permanente de uma casca cilindrica

completamente cheia e Ty = 0,40. Carregamento brusco.
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Os diagramas de bifurcacdo das Figuras 5.17a-d e 5.18a-d para,

respectivamente, a casca vazia e a casca completamente cheia, séo

caracteristicos do ramo descendente da regido principal de instabilidade

paramétrica. Neste caso, quando a amplitude da excitacao atinge o valor critico

ocorre uma bifurcagao subcritica, dando origem a uma solugéo periédica instavel

de periodo 2 T. Neste caso ocorre a coincidéncia da carga de instabilidade

paramétrica e da carga de escape, sendo o escape inevitavel.
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Figura 5.17 — Diagramas de bifurcagdo para uma casca cilindrica vazia. I'y = 0,40.

Regido principal de instabilidade paramétrica.
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Os diagramas ilustrados nas Figuras 5.17e-h e 5.18e-h correspondem

ainda ao trecho descendente da regido principal de instabilidade, mas para um

valor de Q proximo ao minimo do vale. Tem-se novamente uma bifurcagéo

subcritica. Entretanto, neste caso, ao longo dos ramos inicialmente instaveis

ocorre uma bifurcacéo no-sela, tornando-se a solugao pés-critica estavel. Assim,

ao se atingir a carga de instabilidade paramétrica, pode ocorrer escape ou a

solugao permanecer no vale pré-flambagem (solucéo periddica de periodo 2 T).
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Figura 5.18 — Diagramas de bifurcagdo para uma casca cilindrica completamente cheia.

Iy = 0,40. Regido principal de instabilidade paramétrica.
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Ja as Figuras 5.17i-1 e 5.18i- sdo os diagramas de bifurcagéo,
caracteristicos do ramo ascendente da regido principal de instabilidade. Nesse
caso, a bifurcagao é do tipo supercritica, ou seja, a magnitude das amplitudes de
vibracdo aumentam gradualmente apos I'y ultrapassar o valor critico até que a
solucao estavel de periodo 2 T se torna instavel e ocorre 0 escape.

Conclui-se, que o ramo descendente da fronteira de instabilidade
paramétrica estd associado a bifurcagdes subcriticas, enquanto o ramo
ascendente esta associado a bifurcagdes supercriticas.

A partir das Figuras 5.17 e 5.18, observa-se que os modelos reduzidos
utilizados nesta analise apresentam, qualitativamente, 0 mesmo mecanismo de
instabilidade paramétrica e escape. Todos os modelos registram o mesmo valor
para a carga critica de instabilidade paramétrica. Observa-se também que todos
os modelos identificam o mesmo tipo de bifurcagdo (subcritica ou supercritica)
para uma dada freqiéncia de excitagdo. Também se observa que todos os
modelos apresentam a mesma evolugao da resposta pods-critica até se atingir o
escape. Nota-se, entretanto, uma variagdo no valor da carga de escape em
funcéo do modelo adotado.

Comparando os resultados dos modelos reduzidos com 1 GDL, 3 POMs e
4 POMs com os resultados do modelo com 6 GDL, observa-se que o valor do
parametro de controle, I'y, onde ocorre o escape no modelo com 6 GDL, é
superior aos valores dos demais modelos, indicando que os outros modelos
reduzidos estéo a favor da seguranga.

As Figuras 5.17b, ¢, 1, g, j, k, representativas dos modelos reduzidos com 3
POMs e 4 POMs para uma casca cilindrica vazia, apresentam uma assimetria,
praticamente imperceptivel, na variagdo da amplitude de vibragdo A(t) com o
parametro de controle I'y. O que era esperado, ja que o modo Ai(t) € uma
composicao de fungdes harménicas, equacao (4.35), que resulta em um modo
nao simétrico. Essa assimetria se intensifica na casca cilindrica completamente
cheia, Figuras 5.18b, c, f, g, j, k, devido as mudangas na inércia da casca
cilindrica provocada pela massa adicionada do fluido.

Nos diagramas apresentados nas Figuras 5.17 e 5.18 observa-se que,
apos a instabilidade paramétrica surge uma solugédo periddica de periodo 2T,
como ja ilustrado nas Figuras 5.11 e 5.12. Esta é uma caracteristica da regiao
principal de instabilidade paramétrica de qualquer sistema estrutural (Bolotin,
1964). A evolucao desta solugao até o escape esta ligada ao valor da freqiiéncia

de excitacao Q. Na Figura 5.17, para Q = 1,50, antes do escape observa-se uma
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duplicacdo de periodo dando origem a uma solucao estavel de periodo 4T. O
escape ocorre logo apos esta solugéo se tornar instavel. Para Q = 1,80, observa-
se que o escape ocorre através de uma bifurcagéo no-sela.

Os resultados apresentados nas Figuras 5.17h e i sdo agora obtidos a
partir do método da Forca Bruta e apresentados na Figura 5.19 onde se observa

a evolugao da resposta permanente quando se aumenta gradualmente I'y.
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Figura 5.19 — Diagrama de bifurcacao, para uma casca cilindrica vazia, obtido pelo
método da Forga Bruta. (I'y = 0,40).

A Figura 5.20 apresenta os diagramas de bifurcagdo caracteristica da
regido secundaria de instabilidade paramétrica para uma casca cilindrica vazia,
descrita segundo o modelo com 6 GDL. Nas Figuras 5.20a, b tem-se bifurcacdes
do tipo subcritica, caracteristica do ramo descendente da regido secundaria de
instabilidade paramétrica, sendo o valor de Q da Figura 5.20b proéxima ao
minimo dessa regido. Ja as Figuras 5.20c, d sdo bifurcagbes supercriticas
caracteristicas do ramo ascendente da regido secundaria de instabilidade
paramétrica.

Existe uma diferengca marcante no tipo de bifurcacdo entre a regido
principal e a regido secundaria de instabilidade paramétrica. Na regido principal,
como visto nos planos de fase das Figuras 5.11 e 5.12, apds o parametro de
controle T'y, atingir o valor critico, a resposta trivial da casca torna-se instavel
dando origem a uma solucao de periodo 2 T (bifurcacao tipo flip). Ja na regiao
secundaria de instabilidade paramétrica, apds I'y atingir o valor critico, tem-se
duas solugdes distintas de periodo 1 T (bifurcacdo pitchfork), como pode ser
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visto nos planos de fase da Figura 5.21 que apresentam Orbitas distintas
associadas a cada ponto fixo do mapeamento de Poincaré.
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Figura 5.20 — Diagramas de bifurcag@o para uma casca cilindrica vazia. Modelo com 6

GDL. I'y = 0,40. Regido secundéria de instabilidade paramétrica

Segundo a teoria de Floquet, pode-se analisar como uma solucdo
periddica perde sua estabilidade a partir dos autovalores da matriz de
monodromia. Para isto, observa-se a evolugdo dos multiplicadores de Floquet
com o parametro de controle, e de como esses multiplicadores deixam o circulo
de raio de unitario, como ilustrado na Figura 5.22 (Machado, 1993; Del Prado,
2001).

Nas bifurcagodes flip ou por duplicacdo de periodo, caracteristicas da regiao
principal de instabilidade paramétrica, um de seus multiplicadores é um numero
real e abandona o circulo unitario através de -1. Neste tipo de bifurcacéo, a

solucgdo trivial estavel que existia antes do ponto de bifurcacao, torna-se instavel
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apés a bifurcagao. Exatamente neste ponto surgem solugdes de periodo 2T que

podem ser estaveis (bifurcacao supercritica) ou instaveis (bifurcagao subcritica).
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Figura 5.21 — Planos de fase da regiao secundaria de instabilidade paramétrica da casca

cilindrica vazia. Modelo com 6 GDL. (I'y = 0,40).
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Figura 5.22 — Formas como os multiplicadores de Floquet podem sair do circulo de raio

unitario.

Tabela 5.3 — Multiplicador de Floquet critico para o diagrama de bifurcacdo da Figura

5.171. (I, = 0,40 e & = 1,80).

I Ci1(7) Estabilidade A
0,476 0 estavel -0,984
0,481 0 estavel -0,994
0,486 0 instavel -1,005
0,491 0 instavel -1,015

Apresenta-se, na Tabela 5.3, a variagdo do multiplicador de Floquet critico,

isto €, 0 que abandona o circulo unitario, com o parametro de controle I'y para o
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diagrama de bifurcagao da Figura 5.17i. Como esperado, ocorre uma bifurcagao
por duplicacao de periodo.

Ja nas bifurcagdes pitchfork ou por quebra de simetria, caracteristicas da
regido secundaria de instabilidade paramétrica, um de seus multiplicadores de
Floguet abandona o circulo unitario através de +1. Neste tipo de bifurcacao, a
solucgdo trivial que existia antes do ponto de bifurcagdo passa a ser instavel logo
apos este ponto. Porém surgem, neste ponto, duas solugdes estaveis
(bifurcacédo supercritica) ou instaveis (bifurcagdo subcritica) de periodo 1T. A
evolugcdo do multiplicador de Floquet critico com o parametro de controle, I'y, e
como ele abandona o circulo de raio unitario esta apresentado na Tabela 5.4.

Como pode ser observado, o autovalor deixa o circulo unitario em +1.

Tabela 5.4 — Multiplicador de Floquet critico para o diagrama de bifurcacao da Figura
5.20d. (I', = 0,40 e Q = 0,80).

I Ci1(7) Estabilidade A
0,759 0 estavel 0,981
0,764 0 estavel 0,993
0,773 0 instavel 1,011
0,778 0 instavel 1,023
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