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4
Modelos reduzidos para a casca cilindrica

Tradicionalmente, no estudo das vibracbes nao-lineares de cascas
cilindricas e de sua interagdo com um meio fluido, adota-se um campo de
deslocamentos radiais e, a partir deste, obtém-se a fungcdo de tensdo com o
auxilio da equacao de compatibilidade (2.30) ou os deslocamentos axiais e
circunferenciais.

A solucdo a partir da equacdo de compatibilidade é um procedimento
classico para o problema de cascas abatidas com uma precisdo téo eficiente
quanto for a escolha criteriosa dos modos que constituirdo os deslocamentos
radiais, w(x, 6, t), e do método usado para determinar os coeficientes
dependentes do tempo. Dada uma determinada funcao w(x, 6, t), facilmente se
obtém a solucdo particular da equacgéao bi-harménica (2.30) que relaciona a
funcéo de tensao (f) com os deslocamentos radiais e, em seguida, substitui-se
essa solugcao particular na equacao (2.29) para que, através de um método
numérico, por exemplo, o de Galerkin, se determine os coeficientes dependentes
no tempo. Deve-se destacar que este procedimento atende apenas na média as
condi¢cdes de contorno (2.22) e (2.26), ou seja,

2z
jvmm:o x=0,L (1)
0
2z
N! =J.f’99 Rd6#=0 x=0,L (4.2)
0

além de nado garantir a continuidade dos deslocamentos no sentido
circunferencial da casca, condicdo (2.22).

A literatura apresenta diversos trabalhos que demonstram que o
acoplamento entre os modos de w(x, 6, t) podem levar a resultados distintos
(Chu, 1961; Nowinski, 1963; Evensen, 1963; Olson, 1965; Dowell e Ventres,
1968; Atluri, 1972) e, dependendo da escolha desses modos, podem apresentar
comportamentos totalmente incompativeis com resultados experimentais de
cascas cilindricas (Evensen, 1967). Isso se deve ao acoplamento modal que é

caracteristicamente nao-linear.
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Nesta tese, a escolha dos termos que irdo compor os deslocamentos,
principalmente os radiais, sera inicialmente feita através de técnicas de
perturbacdo (Gongalves e Batista, 1988; Gongalves e Del Prado, 2004, 2005)
que sdo capazes de fornecer os principais termos que devem estar presentes
nos deslocamentos u, v € w da casca cilindrica. Assim, o sistema dinamico é
reduzido a um sistema discretizado com n-graus de liberdade, sendo que o
nuamero total de graus de liberdade é dado pela soma dos graus de liberdade
presentes na solugdo de cada componente do deslocamento.

4.1.
Solucao geral do campo de deslocamento da casca pelo método da
perturbacao

As equagbes nao lineares de movimento para uma casca cilindrica,
equagobes (2.32)-(2.34), podem ser escritas em termos do vetor deslocamentos
U={U, V, W}" como:

L(U)-U ,, =5D;(U)+5°D, (V) (4.3)
onde L(U) é o operador diferencial linear, D4 (U) é um operador diferencial ndo-
linear que gera termos n&o-lineares quadraticos e D, (U) é um operador
diferencial que gera os termos nao-lineares cubicos.

Considera-se que as componentes do vetor de deslocamentos, U, podem

ser expandidas em fungcédo de um dado parametro de perturbagéo 6 como:

oo oo

U=>8'U;(&0,1); V=1 5'Vi(&6,1); W=i6"Wf(§,9,t) (4.4)

i=0 i=0 i=0
Substituindo a equacéo (4.4) na equacéao (4.3), agrupando os termos com
a mesma poténcia de o e os equacionando a zero, obtém-se o seguinte sistema
linear de equacdes diferenciais parciais:
L(u®)-uS, =0
L(u')-u',=p, (u®) (4.5)
L(u?)-u? -, (u®,u" J+D, (u° )
A solucédo da primeira equacao em (4.5) com as devidas condi¢cbes de
contorno permite a determinagdo dos modos de vibracéo, U°, e das respectivas
freqUéncias naturais da casca.

Para uma casca cilindrica simplesmente apoiada ou infinitamente longa, os

modos de vibra¢do séo dados por:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410740/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410740/CA

Modelos reduzidos para a casca cilindrica 54

U, =U, f(t)cos(nd)cos(qé)
V, =V, f(t)sen(né)sen(qé) (4.6)
W, =W, f(t)cos(né)sen(q&)

onde U,,V, e W, sdo as amplitudes modais, n ¢ o nimero de ondas

circunferenciais e g é o parametro adimensional que relaciona as semi-ondas
longitudinais, m, com a geometria da casca (g=mz R/L).

Substituindo a equagéo (4.6) na segunda equacao de (4.5), chega-se a um
sistema de equagdes diferenciais lineares ndo-homogéneas em U'. A solucéo
particular deste sistema fornece os modos de segunda ordem da expanséo (4.4)
que séo:

U, =K(1)2 [ U, sen(2q¢&)+ U, sen(2q &) cos(2né)|
V, =£(t)? [V1 sen(2n8)+V, cos( 2q§)sen(2n6’)]

W, =£(1)2 [ W, cos(2q &)+ W, cos(2n8)
W; cos(2n6)cos(2q &)+ W, ]

Em (4.7) as amplitudes modais, U;, V;, W;, sdo funcdes das amplitudes
Uy, Vo e W,, sendo, entretanto, neste estagio, mantidas como incégnitas do

problema.
Substituindo U°® e U na terceira equacéo de (4.5), obtém-se os termos de
terceira ordem U2 Sao eles:
U, =£(t)® [L_J3 cos(nd)cos(q &)+ U, cos(nb)cos(3q&)+
Us cos(3n8)cos( q &)+ Ug cos(3n8)cos(3q &) |

V, =f(t)® [Vssen(ne)sen( q&)+V,sen(nf)sen(3q&)+

_ _ (4.8)
Vssen(3n6)sen(q &) + Vgsen(3nd)sen(3q <) ]

W, =£(t)® [WS cos(nd)sen(q &)+ W cos(nd)sen(3q¢&)
+W, cos(3n6)sen(qé&) + Wy cos(3n8)sen(3q &) ]

Estas solugbes tém uma composi¢cdo modal bem definida e, por inspecéao
das solugdes de U', U2, U3, ..., pode-se continuar o desenvolvimento dos termos
de mais alta ordem até a precisdo desejada. Com base nesta analise, a solugao
geral para o campo de deslocamentos é escrita da seguinte forma:
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U= Uj (t)cos(inB)cos(jqé)+
i=135 j=135
Uy (t) cos(kn@)sen(/q&)
k=0,2,4 1=0,2,4
V= V; (t)sen(ing)sen(jq&)+
i=135 j=135
- (4.9)
Vi, (t)sen(kn@)cos(/q¢)
k=2,4,6 1=0,2,4
W= Wj (t)cos(ing)sen(jq&)+
i=135 j=135
W, (t) cos(kn@)cos(1q&)
k=0,2,4 1=0,2,4

Esta é a solugcdo para uma casca infinitamente longa ja que nenhuma
condi¢do de contorno foi imposta durante a determinacado dos termos de alta
ordem. As poténcias do parametro de perturbacdo o e da funcdo f(t) estédo

inclusas nas amplitudes modais na forma:
U"<8"f(t)"*! +termos dealtaordem (4.10)

Impondo as condicbes de contorno (2.24) e (2.25), o campo de
deslocamentos radiais de uma casca simplesmente apoiada pode ser escrito na

forma:

W=‘ Z Z;,j (t)cos(in@)sen(jqé)

+ i ié“a(meﬂ)(t)cos(afnﬁ){%cos%ﬁqg) (4.11)

. (1+68)
2/3)

4.2.
Determinacao do campo de deslocamentos ue v

As equacbes (2.32)-(2.34) podem ser resolvidas substituindo-se as
expansdes modais obtidas pela técnica de perturbacao, (4.9), e se aplicando o
método de Galerkin (Gongalves e Batista, 1988). Entretanto, o numero de graus
de liberdade pode ser reduzido obtendo-se analiticamente as amplitudes modais
dos deslocamentos u e v em funcdo das amplitudes modais de w. Esse
procedimento é similar ao usado na literatura quando as equacdes de Donnell
sao escritas em funcdo dos deslocamentos transversais € de uma funcéao de

tensdo, equacbes (2.29) e (2.30). Apresenta-se, a seguir, como obter os


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410740/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410740/CA

Modelos reduzidos para a casca cilindrica 56

deslocamentos u e v em funcdo das amplitudes modais de w satisfazendo as
equacoes de equilibrio, (2.32) e (2.33), as condi¢des de contorno, de simetria e
de continuidade da casca cilindrica simplesmente apoiada. Cabe ressaltar que
este € um procedimento original que permite reduzir de forma acentuada o
nuamero de incégnitas do problema.

Considera-se, primeiramente, a equacao (2.33). A partir dela é possivel

escrever a derivada parcial do deslocamento axial, U &, em funcéo de Ve W,

como:

(1+0)

2
V,§§ +5[ —2 W&g W,f

U, ==
7 (140)

s s 2 s s

{Vﬂg +W’,9 +

(1-v)
2

(4.12)

Derivando a equagéao (4.12) duas vezes com relagdo a variavel ¢ e duas
vezes com relagéo a variavel 6, obtém-se respectivamente:

2 (1-v) (1+v)
2

e (10 ){ V. czap +W gz +

Vigzze +0 ( Weerg W e

(1+0)

+(1+0 )Wm W e + W oW ez +W g W g +2W 2o W g

(1=0) (4.13)
+W,99W,§§9+ W,cfcfcfcf W!g +(1—U )W,Cfcfcf W’érg

(1-v)
+ Wgze W ez

2
2 (1-v) (1+v)
U co00 =——{ V ave0 +W g0 + V 200 "‘5[ W co0o W ¢
(1+v) 2

3(1+v) (1-v)

+ W oo W 29 +W ggag W o +3W ggo W g9 + W ez0o W g (4.14)

(1-v)

Derivando a equagao (2.32) com a relagao as variaveis £e 6 e substituindo
as equagbes (4.13) e (4.14) na equagao resultante, chega-se a seguinte
equacao diferencial:

VAV==5[2(240 )W spo W sy —0W 5 W ggp +(2-0 )W 5o W 5
+2W segg W g +W ssg W gz + W zeee W g +2W g W gz + W ggpo W g (4.15)
+3W g9o W g9 ]—( 2+v )W,.f.fe —W g0

onde V4V = V eege +2V g299 +V gog0 -
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Definida a expansdo modal para os deslocamentos radiais w e
substituindo-a na equacao (4.15), obtém-se uma equacgédo diferencial parcial
linear em v. A solugédo para os deslocamentos circunferenciais, v, € obtida a
partir da soma de uma solugdo particular, v,, e de uma solugédo homogénea, v,
sendo esta ultima considerada nula para satisfazer a continuidade dos
deslocamentos na direcao circunferencial da casca. A solugao particular € obtida
substituindo a expansao modal de w na equacgao (4.15), expandindo os produtos
e potencias das funcbes trigonométricas e equacionando os coeficientes das
funcbes harménicas. Assim, a solugdo modal para os deslocamentos
circunferenciais, v, é obtida como uma fungdo ndo-linear dos deslocamentos

radiais. A solugao resultante satisfaz a condi¢gdo de contorno (2.22) na média:
jv(O,G)HdG:Iv(L,H)Rdezo (4.16)

Substituindo as solugbes modais de v e w na equagéao (4.13), a derivada
parcial de u é obtida em termos das amplitudes modais de w. Integrando a
equagao resultante, obtém-se:

Uzj j j{j—ﬁ[ Vzog +Weso +%V,§é§é

(1+0)

1+0
+0 ( ( 5 )W§§§9W,5 +(140 )W g W + WieoW gz + W ezgo Wy

(4.17)

1-»
+2WegoW g +WogW +( )

Weees W +(1-0 )W g W

(1-v)
2

+

Os deslocamentos axiais ficam totalmente definidos desde que se
determinem as fungbes F(&) e G(&,6), sendo que F(&) e G(¢,6) sao parcelas da
solugdo homogénea da equagao diferencial parcial (4.17) com

G(£,6)=¢*F(6)+5F(6)+F5(0) (4.18)

Substituindo (4.17) na equacao (2.32), obtém-se uma equacéao diferencial

ordinaria ndo-homogénea de segunda ordem em F(¢). Esta equacdo pode ser

escrita como:
F($) g =f(&) (4.19)

Resolvendo a equacao (4.19), obtém-se:

Fé)=| { | f(f)di}d§+01 £+Cy (4.20)
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As constantes de integracédo C; e C,, bem como as funcdes F;(6), F»(6) e
F5(6), sao obtidas impondo a condicao de antimetria (2.21) e a condicdo de
contorno nao-linear (2.27). Usando-se inicialmente a condigdo de contorno nao-
linear (2.27) em & = 0 e L/R, obtém-se, por inspecao dos termos, a constante C;
e as funcdes F;(6) e F,(6), sendo que F;(6) = 0. Em seguida, a condigdo de
simetria (2.21) fornece o valor da constante C, e da funcao F3(6). Desta maneira,
o campo de deslocamentos axiais fica totalmente definido.

Finalmente, substituindo a expansao modal dos deslocamentos radiais w
juntamente com as expansées modais obtidas para u e v na equacdo de
movimento (2.34) e aplicando o método de Galerkin, obtém-se um sistema
discretizado de equacdes diferenciais ordinarias.

Resta, entdo, determinar a expansao modal dos deslocamentos radiais a
ser utilizada neste trabalho. Para grandes deslocamentos, em torno de duas
vezes a espessura da casca, obtém-se uma boa convergéncia dos resultados se
os modos até quarta ordem forem retidos na equagao (4.11). Desta forma, tem-
se que:

W= (t)cos(n8)sen(qé)+{ 5 (t)cos(nd)sen(3g¢)

+{ 31 (t)cos(3nB)sen( q&)+ {33 (t)cos(3nb)sen(3q¢)

+{ 02 (UE—COS( 2q¢ )+%COS( 4q¢ )} (4.21)

+{ 5 (t)cos(2n6 ){%—cos( 2q¢& )+%cos( 4q¢ )}

As justificativas para a escolha da expansao (4.21) sao apresentadas mais
adiante neste capitulo e no Apéndice A encontra-se, para exemplificar, o codigo
utilizado para a determinacao dos campos de deslocamentos U e V em funcao
do modo fundamental do campo de deslocamentos (4.21).

4.3.
Reducao do problema pelo método de Karhunen-Loéve

Como apresentado anteriormente, o campo de deslocamentos obtido a
partir do método da perturbagao identifica todos os modos que se acoplam com
um dado modo de vibracdo através das nao-linearidades quadraticas e cubicas
presentes nas equagbes de movimento. O método é capaz de descrever
corretamente o comportamento com perda de regidez da casca cilindrica com

um numero relativamente pequeno de modos, além de indicar a importancia de
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cada modo no comportamento nao-linear através da poténcia do parametro de
perturbacao.

Entretanto, para se construir um modelo de dimensdo reduzida, é
necessario identificar a importancia de cada modo na energia total do sistema e
a participacdo de cada modo da expansao modal (4.21) nos modos nao-lineares
de vibracao.

O método de Karhunen-Loéve, também conhecido como decomposi¢éo
ortogonal completa (POD, em inglés, proper orthogonal decomposition), € uma
maneira de quantificar a participacao desses modos na energia total do sistema.
Varias aplicagbes do método podem ser encontradas na literatura para modelar
sistemas complexos, por exemplo, Wolter (2001), Amabili et al. (2003) e Rega e
Troger (2005). O método consiste na analise de uma série de dados da resposta
do sistema obtida da solucdo de um modelo matematico preciso ou de um
resultado experimental. Nesta tese, os dados séo obtidos a partir das equagdes
de movimento discretizadas.

A formulagdo matematica do método de Karhunen-Loéve esta
apresentada, detalhadamente, nos trabalhos de Sirovich (1987a-c) e Bellizi e
Sampaio (2006). Neste trabalho, utiliza-se o método direto de Karhunen-Loéve
que é apresentado de forma concisa a seguir.

Considere um campo vetorial real que descreve os deslocamentos radiais

da casca, W(x,0,t). Este campo vetorial é decomposto em duas partes: uma
média invariante no tempo E[W(x,0,t)] e

v(x,0,t)=w(x,0,t)-E[W(x,0,t)] (4.22)
que é a variagao temporal com relacao a média.

O campo de deslocamentos em problemas dindmicos é, usualmente,

descrito no tempo e no espaco na forma separada:

v(x,8,t =Z t)f, (x,8) (4.23)

k=1

Para a aplicacdo do método, o campo de deslocamentos continuo, em um
certo instante, deve ser aproximado por um campo discreto. Para obter um vetor
representativo do campo de deslocamentos da casca, a superficie da casca é
discretizada e os deslocamentos sdo avaliados em Ny pontos espaciais
distribuidos uniformemente ao longo de x € 6, como se segue:

(Xet) (x,,,g t){ x;=iL/ny i=0,...,n

, , 4.24
0,=j2x/n, j=0,...,n, ( )
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onde w(x,0,t) é o vetor dos deslocamentos radiais da casca medidos em cada

ponto (x;, ) usando, por exemplo, a expansao modal (4.21). As amplitudes (1),
presentes na expansao (4.21), sdo obtidas da solucdo das equagbes de
movimento da casca. Assim, para cada instante de tempo é obtido um vetor com

n,xny, =Ny elementos, wy (t),w, (t)...wy, (t). Tomando-se M intervalos
de tempos igualmente espagcados ty, =M7 (t,t,,...,ty), onde 7 € um

periodo de amostragem, obtém-se a seguinte matriz de amostragem de

dimensdo MxN ;:

wi(t;) wy(ty) wyy ()

. . w t w t WN 2
W, Wo . Wy |2 TR T (4.25)

wi(ty ) wolty) .. Wy (ty )

onde cada coluna representa a variagao temporal do deslocamento em um
determinado ponto da superficie da casca e cada linha representa o0 campo de
deslocamentos da casca em um certo instante de tempo .

Usando as hipoteses de ergodicidade (Sirovich, 1987a-c; Bellizi e
Sampaio, 2006), o valor médio do campo vetorial é obtido somando-se a
variagao temporal de cada ponto amostrado e dividindo o resultado pelo nimero
de linhas da matriz de amostragem. A variacdo do campo vetorial com relagao

ao valor médio é dada por:

M M
ZW1 ) 2 e () e D W
M : M : M
ZW1(tI ) sz(ti ) .. Z
j j i=1

N
§|

(4.26)

§|

Finalmente, como o método de Karhunen-Loéve € um processo ergédico
(Sirovich, 1987a-c; Bellizi e Sampaio, 2006), a matriz de correlacdo espacial

pode ser escrita da seguinte forma:

R=—V'V (4.27)

1
M
onde R é uma matriz simétrica e positiva definida. Os autovetores de (4.27), que
sdo ortogonais devido a matriz R ser simétrica, sdo os modos ortogonais
proprios ou POMs (do inglés, proper orthogonal modes) e os autovalores
associados sdo os valores ortogonais proprios ou POVs (do inglés, proper

orthogonal values) e fornecem a medida da energia média contida em cada
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modo, ou seja, cada autovalor 4, pode ser interpretado como a medida da
energia média do sistema projetada no eixo ¢, do espago funcional. O conceito

de energia vem do fato de nas primeiras aplicagdes em turbuléncia, o campo Vv
representar a velocidade de escoamento do fluido e, portanto, neste caso, cada
autovalor representa o dobro da energia cinética média contida no respectivo
modo. A energia média do campo € igual a soma de todos os autovalores.
Usando os autovalores e os autovetores da matriz de correlacao espacial,

a dindmica do sistema original pode ser reconstruida a partir de:

K

W(x,0,t)=> a,(t)p,(x,8)+E[W(x,0,1)] (4.28)

onde ¢,(x,0) é o k-ésimo autovetor e a,(t) é o k-ésimo coeficiente

dependente do tempo que é definido como:
ax (1)=(V(x.,8.1), 0, (x.8)) (4.29)

Nesta tese, um dos principais interesses € encontrar um conjunto de
estruturas coerentes (modos) capaz de capturar a maior parte da energia do
sistema.

A expansao de Karhunen-Loéve é 6tima no que diz respeiro a recostrucao
do campo de deslocamentos original (Sirovich, 1987a-c). Isto &, nenhuma
decomposicado linear do campo vetorial é mais eficiente que a expansao de
Karhunen-Loéve, ou seja, dado um numero de modos, a projecao da dinamica
no subespacgo gerado pelos modos de qualquer decomposigéo linear ndo pode
conter uma maior quantidade de energia que a proje¢cao no subespaco gerado
pelos POMs.

4.4.
Obtencao dos modelos reduzidos para cascas cilindricas

Sempre houve um grande interesse em se obterem modelos de dimenséao
reduzida capazes de descrever corretamente o comportamento nao-linear de
cascas cilindricas tanto em analises estaticas quanto dindmicas. Estes modelos
permitem o uso de diversas ferramentas tedricas e numéricas especialmente
indicadas para a andlise de sistemas de dimensao reduzida. Assim, na literatura
destinada a este assunto, sdo propostos diversos modelos reduzidos, que em
alguns casos, levam a respostas fisicamentes incosistentes (Evensen, 1963,
1965; Olson, 1965; Varadan et al., 1989).
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Os resultados obtidos nesta tese sdo para uma casca cilindrica com L/R =
2, R/h = 100 e v = 0,3. Para esta casca a menor carga de flambagem, assim
como a menor freqiéncia natural sdo obtidas para (m, n) = (1, 5) (Gongalves e
Del Prado, 2005). Esses valores sao utilizados, sem perda de generalidade, em

toda a analise numérica.

4.4.1.
Analise estatica nao-linear

A Figura 4.1 apresenta a convergéncia da expansdao modal (4.11) a
medida que se aumenta o nimero de modos. Nota-se que ha uma convergéncia
no valor da amplitude do modo fundamental até grandes deflexdes quando todos
os modos na expansdo modal definida em (4.21) sdo considerados. Os
resultados foram obtidos resolvendo-se as equagdes de equilibrio discretizadas
através do método de Newton-Raphson.

B / - — —{y
it Coz

- = Ci1s oz Coo

N / = = = = G 8 8 i

/ — S Cw Cozv szv Cwar K.m
— A Cw Cozv szv Cwar Caw Caa

Figura 4.1 — Caminho p6s-critico da casca cilindrica, considerando diferentes expansbes

para os deslocamentos radiais.

A partir da Figura 4.1, observa-se uma mudanca qualitativa no
comportamento da casca, mudando o caminho pés-critico com ganho de rigidez
para um caminho pés-critico com perda de rigidez, quando acrescenta-se ao
modo critico, {;;, 0 modo axi-simétrico (.. A medida que mais modos sdo
acrescentados a resposta converge para uma solugdo com acentuada perda de
rigidez, sendo o minimo pds-critico aproximadamente 20% da carga critica da

casca.
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Figura 4.2 — Caminho pés-critico da casca cilindrica. Comparagao entre a formulagao por

funcéo de tensao e a formulacdo com u e vem funcéo de w.

A Figura 4.2 compara os caminhos pés-criticos obtido através da solugéao
classica, que utiliza funcao de tenséo, e a solucdo apresentada neste trabalho
que considera u e v em funcdo de w. Observa-se nesta figura que ha uma
diferenca quantitativa entre os resultados, principalmente no valor do minimo
pds-critico. Porém o comportamento ndo-linear da casca € similar em ambas as
formulagdes, inclusive na convergéncia com namero de modos.

A diferenca entre os resultados é explicada pelos termos que surgem a
mais na formulagéo utilizada neste trabalho que sédo oriundos do atendimento da
condicado de contorno nao-linear (2.27) e da continuidade dos deslocamentos na
diregcao circunferencial (2.22). Pela formulacdo através de funcdo de tensao
essas restricdes ndo sdo atendidas.

Escreve-se, com a ajuda das equagbes (2.1), (2.6) e (2.28) as
deformagbes da superficie média da casca em funcgao da funcao de tensdes da

seguinte maneira:

X2 " Enlp2
1 1 5, A f oo
—(vﬂ +W)+2R2 W " s f —vR—2 (4.30)
1-v)f
V!X+i(U’9+W’X W o )=—2u il
R Eh R

Dada uma expansao modal para w, a partir da equacéao (2.30) chega-se a
funcéo de tensao correspondente a expansao adotada que, por sua vez, permite

determinar u ,, a partir de (4.30). Ao comparar este resultado de v , obtido a
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partir de w, apresentado anteriormente, é possivel identificar os termos que
diferem nas duas formulagdes.
Por exemplo, considerando, para efeitos de comparagcdo, apenas o0s
termos {1 e {2 Na expansao modal (4.21), observa-se que os termos:
2 o2 2 2 ¢2
o \1-v n<ocv 30v
_9 g )5121 cos(2n6)- . £2+ 4 Coz (4.31)

nao estao presentes no resultado de u , quando considera-se a formulagao com

funcédo de tensdo. Esses termos s&o obtidos quando se impde a condi¢do de
contorno ndo-linear (2.27).

O mesmo pode ser feito para se comparar v , em ambas as formulagoes.
Neste caso, nota-se que os termos:
52 n?
8
aparecem na solucéo obtida a partir da funcdo de tensédo. Esses termos inserem

30
% _Tgoz (4.32)

uma descontinuidade nos deslocamentos circunferenciais.

A partir dos caminhos pés-criticos apresentados na Figura 4.1, observa-se
que a importancia de cada modo em (4.21) € proporcional a poténcia do
parametro de perturbacdo, mas nada pode se inferir sobre o quao importante é
cada modo na resposta nao-linear do sistema.

Para estudar a importancia relativa de cada modo da expansdao modal
(4.21) no caminho pés-critico da casca cilindrica € empregado o método de
Karhunen-Loéve. Para se obter a matriz de amostragem, (4.25), foi utilizada a
expansao modal (4.21) juntamente com os coeficientes modais ¢ obtidos na
solugdo das equacdes de equilibrio ndo-lineares do caminho pés-critico. A
superficie da casca é discretizada de acordo com a equacdo (4.24), usando
ny=ne=40. O intervalo de amostragem no método de Karhunen-Loéve é
usualmente em funcdo do tempo. Entretanto, podem-se considerar, em uma
analise nao-linear estéatica, os deslocamentos em funcdo do parametro de carga
estatica 7;. Desta forma, a matriz de amostragem (4.25) é obtida em intervalos
uniformes do carregamento axial aplicado a casca.

A Figura 4.3 ilustra os quatro primeiros POMs e seus respectivos POVs.
Eles representam 99,999% da energia total do sistema. De fato, a maior parte da
energia (99,89%) esta concentrada nos dois primeiros modos. A partir destes
resultados pode-se derivar um modelo de dimensao reduzida para a analise do
caminho pos-critico da casca e identificar a importancia relativa de cada modo
da expansao (4.21).
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(a) POV = 96.47% (b) POV = 3.42%

(c) POV = 0.10% (d) POV =0.01%
Figura 4.3 — Quatro primeiros POMs com os seus respectivos POVs para a resposta

nao-linear pés-critica.

Para quantificar a importancia relativa de cada modo em (4.21) em cada
POM, cada um deles é expandido em séries usando os modos presentes em
(4.21). A Tabela 4.1 apresenta os coeficientes modais para cada POM ilustrado
na Figura 4.3. As duas principais contribuigcbes para o primeiro POM, que é
responsavel por 96,47 % da energia total, sdo basicamente o modo fundamental
de flambagem (¢7; juntamente com o modo axi-simétrico ¢, confirmando a
importancia destes dois modos, como afirmado em trabalhos anteriores sobre o
assunto. Ha, também, no segundo POM contribuigdes significativas destes dois

modos. Isso explica porque modelos aproximados, usando somente o modo
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critico e um modo axissimétrico (Hunt et al., 1986; Popov et al., 1998; Gongalves
e Del Prado, 2004, 2005), sao capazes de descrever, ao menos
qualitativamente, a resposta ndo-linear da casca. O terceiro POM é dominado
pelo modo de segunda ordem, (.. As amplitudes dominantes no quarto POM
sdo as dos modos de terceira ordem (i3, {31 € (33 Estes resultados estdo de

acordo com a solugao obtida pelo método da perturbacao.

Tabela 4.1 — Participacdo dos modos usados na expansao modal dos quatro primeiros

POMs no caminho pos-critico da casca.

POM POV <T Coz Gz Cis Ca1 Cas

1 96,47 % 16,029 8,767 -3,029  -2,462 1,067 -0,455
2 342% 17,622 -6,725 5,643 -4,271 -3,879 1,176
3 0,10%  -1,592 3,194 14,537 1,437 9,631 0,503
4 0,01 % 4,878 2212  -2,888 17,025 13,139 -8,137

1.2

Expansao (4.21)
[ J Karhunen-Loéve (4 POMs)
0 ‘ \ ‘ \ \ \

0 2 4 6 8 10

Cﬂ

Figura 4.4 — Comparacao entre a solugao pds-critica da casca a partir da expansao

(4.21) com a reconstrugé@o da resposta usando os quatros primeiros POMs.

Na Figura 4.4 é apresentada a reconstrugdo da resposta pdés-critica da
casca cilindrica utilizando os quatro primeiros POMs ilustrados na Figura 4.3.
Observa-se que ha uma excelente concordancia entre os resultados da resposta
pds-critica obtida usando a expansao modal (4.21) e usando os quatro primeiros
POMs da expansao de Karhunen-Loeve.

Ha uma diferenca béasica entre um modelo mecéanico discreto com n-graus
de liberdade e a solugédo (4.21). Selecionado um modo de flambagem (m, n),
todos os modos de mais alta ordem em (4.21) sédo oriundos do acoplamento
modal, como mostrado pelo método da perturbacéo, levando a representagédo do
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modo n&o-linear de flambagem. Assim, as amplitudes modais dos modos nao-

lineares podem ser escritos em fungao da coordenada ¢34, na forma:

4’02=f1(§’11 )
4’2227‘2(4’11 )
4’13=f3(§’11 )
§31:f4(§11 )
§33=f5(§11 )

onde f, i=1, ..., 5 sdo funcdes polinomiais de ;1.

(4.33)

Estas fun¢des poderiam ser obtidas analiticamente a partir da solugéo do
sistema (4.5), ndo fossem as dificuldades, ou mesma a impossibilidade, de se
obter uma solugao analitica para o sistema de equacdes diferenciais parciais
juntamente com as condigbes de contorno. Entretanto, pode-se obter as fungdes
f(<11) através de aproximagdes polinomiais com base nos resultados obtidos da
analise nao-linear.

Tem-se assim um modelo reduzido a partir de um modelo reduzido ja
existente obtido pelo método da perturbacao e pela decomposicdo de Karhunen-
Loeve. Neste sentido, diz-se que esse modelo da casca é reduzido-reduzido.
(Gongalves et al., 2008).

Para se obter os coeficientes do polindmio de aproximagéo, as amplitudes
modais para cada valor do parametro de carregamento estatico sdo projetadas
no plano ¢i1 x ¢je um polindmio é ajustado pelo método dos minimos quadrados
para minimizar os erros. Obtém-se, assim, para a casca em estudo, os seguintes
polindmios:

{02 =4.12x107% 2 -1.33x10 7% ¢4 +2.67x107° ('
{0 =1.54x1072 2 -7.37x107* { f +4.05x107® {2
{13 =—1.12x1072 ¢ 3 +2.01x107* £ —1.03x107° ¢ 7 (4.34)
{31=3.16x107% ¢3 —1.72x107% {2 +1.02x10 77 £/,
{33 =5.04x107% ¢ 2 —1.65x107° £ +8.89x10 8 ¢,

Em consonéancia com o método da perturbagéo, os polindmios que ajustam
as amplitudes &y, e &> comecam com o termo quadratico de ¢;;, observado nas
equagoes (4.5) e (4.7), e incluem apenas os termos com poténcias pares de ;.
Ja os polinémios que ajustam as amplitudes {73, {37 € {33 comegam com o termo
cubico de {7y, e incluem apenas os termos com poténcias impares de ¢{7;, como

observado nas equagées (4.5) e (4.8).
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Figura 4.5 — Comparagao do caminho pés-critico utilizando a expansao modal (4.21) e o

modelo com apenas um grau de liberdade (4.34).

A partir da equagéo (4.34), obtém-se um modelo com apenas um grau de
liberdade para a casca cilindrica. A Figura 4.5 ilustra a comparagdo dos
resultados obtidos para o caminho pés-critico da casca utilizando a expansao
modal (4.21) e o modelo com um grau de liberdade definido pelas equacdes
(4.34). Observa-se que o modelo simplificado consegue capturar, de forma
qualitativa, o comportamento ndo-linear da casca até mesmo para grandes
amplitudes.

Em particular, este modelo aproxima de forma precisa o trecho instavel do
caminho pés-critico. Desta forma, ele pode ser usado para o estudo da
sensibilidade a imperfeicdo, e das medidas de integridade, baseadas na
evolucado das bacias de atragdo das configuragbes pré-flambagem.

4.4.2.
Analise dinamica nao-linear

Utiliza-se na analise nao-linear das vibragées livres da casca cilindrica um
procedimento semelhante ao desenvolvido na analise estatica ndo linear para a
determinacao de modelos de dimensao reduzida.

A relagéo freqUéncia-amplitude é obtida, usualmente, adotando-se uma
funcdo harmdnica aproximada que relaciona a variagdo da amplitude com o
tempo, transformando a analise no dominio do tempo em uma andlise no
dominio da frequéncia. Em geral, neste processo, sao utilizadas técnicas de
perturbagao tal como o método de Lindstedt-Poincaré ou método das multiplas
escalas (Nayfeh e Balachandran, 1995) ou a expansao das amplitudes
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dependentes do tempo em séries de harménicos, tal como 0 método do balango
harménico (Meirovitch, 1975) ou método de Galerkin-Urabe (Urabe e Reiter,
1966; Bouc, 1972). Porém, nesta tese, € utilizado o método do tiro (Mattos, 1984;
Li e Xu, 2005) para determinar a relagao freqiiéncia-amplitude da casca sem que
seja necessaria a discretizacao temporal das amplitudes modais.

Neste método é feita, inicialmente, a escolha dos valores das condi¢cdes
iniciais que sao livres (deslocamentos), desconhecidas a priori, e prescritas
(velocidades) em um ponto inicial, t;,, do dominio de integragdo. Tem-se que as
condi¢cdes prescritas devem ser nulas a cada periodo da resposta. As equacdes
diferenciais de movimento sdo integradas numericamente como em um
problema de valor inicial. Tem-se no ponto final do dominio, t,, em geral,
discrepancias entre as variaveis obtidas por integragdo numérica em t, e 0s
respectivos valores prescritos neste ponto, ja que os valores das condigbes
iniciais livres ndo sao conhecidos a priori.

Torna-se entdo necessario efetuar um ajuste das condigdes iniciais livres
em t; em funcdo das discrepancias detectadas em t,, 0 que é feito através do
método de Newton-Raphson. Os procedimentos de integracdo das equacgdes e
de ajuste das condicdes iniciais sdo repetidos sistematicamente até que todas as
condigdes prescritas em t, sejam satisfeitas com o grau de precisdo desejado.

No caso de vibragéo livre tem-se que ¢;(0)=¢;(T) onde T € o periodo da

solucao.
2
1.6 —
— 1.2 -
N
w7
— 084 — — —&um
gﬂ(f)v goz(f)
1 i), Gl
04— — — — — Gle) Gln), Colnh Guglt) _
—8— Gy, Col®), Coal®), Gyt Ce(0) - —
h —h——— (), ol®), Coal( 1), Cip(v)y Cq(1), Cl) -~
0 \ \ ¢
0.88 0.92 0.96 1 1.04

Q
Figura 4.6 — Relagdo frequéncia-amplitude para a casca cilindrica, considerando

diferentes expansdes para os deslocamentos radiais.
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A Figura 4.6 apresenta a relag@o freqiéncia-amplitude da casca cilindrica
obtida a partir do método do tiro. Observa-se, como na andlise estatica nao-
linear, uma mudanga no comportamento dinadmico ndo-linear da casca quando €
somado, ao modo fundamental ({7;), o termo axi-simétrico ¢y, passando a
relacao frequéncia-amplitude com ganho de rigidez para uma relacao freqiéncia-
amplitude com perda de rigidez. A adigao do termo de segunda ordem ;. e dos
termos de terceira ordem ({3 {31 {33) nao impde mudangas qualitativas ao
comportamento ndo-linear da casca, mas intensifica a caracteristica de perda de
rigidez do sistema. Constata-se, também, que ha uma convergéncia nos
resultados da amplitude maxima de vibragdo do modo fundamental quando se
chega a expansao modal definida em (4.21) até uma amplitude igual a duas

vezes a espessura da casca ({17 = 2).

0.03
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0.01

(a) POV = 99.80%

i
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u":"
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=]
e

I
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ot

154

(c) POV = 0.007% (d) POV = 0.0001%
Figura 4.7 — Quatro primeiros POMs e seus respectivos POVs para a vibragao livre ndo-
linear da casca cilindrica.
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Tabela 4.2 — Participagcdo dos modos usados na expansdo modal dos quatro primeiros
POMs na relagao frequéncia-amplitude da casca.

POM POV Cii(t) Coalt) Coalt) Cialt) Cai(t) Caalt)

1 99,80% -24,39 -0,00011 -0,00001 0,282 -0,11 -0,003
2 0,199%  -1,075 -10,997 -5,541 0,003 -0,001 0,00006
3 0,007 % 0,298 -0,224 -0,102 24,374 -0,773 0,270
4 0,0001 % 0,726 -4,323 15,566  -0,350 0,012 -0,004

Os quatro primeiros POMs e seus respectivos POVs, para o problema de
vibracdo livre, sdo apresentados na Figura 4.7. Para a obtengdo destes
resultados os intervalos de amostragem para a construcdo da matriz de
amostragem, (4.25), sao obtidos em intervalos constantes da relacao freqiéncia-
amplitude, Figura 4.6, juntamente, com a expansao modal (4.21). Assim como na
andlise estatica ndo-linear, os dois primeiros POMs s&o responsaveis pela maior
parte da energia do sistema (99,99%). Novamente, cada POM é expandido em
séries, sendo os resultados apresentados na Tabela 4.2.

Observa-se na Figura 4.7 que o primeiro POM é dominante (99,80%). As
contribuicbes dos demais POMs, apesar de menores, sdo fundamentais para

descrever o comportamento ndo-linear da casca, como ilustrado a seguir.

1.6 —
12
E
8]
0.8 —
0.4 —
- Expanséo (4.21)
L ] Karhunen-Loéve (4 POMs)
0 ' ! ' | | | t
0.9 0.92 0.94 0.96 0.98 1 1.02

Q
Figura 4.8 — Relagdo freqiiéncia-amplitude para a casca cilindrica usando a expanséo

modal obtida pelo método da perturbacao e pela expansao de Karhunen-Loeve.

A partir da Tabela 4.2, constata-se que o primeiro POM tem participacao
predominante do modo de vibracao linear. O segundo POM é basicamente uma

combinagdo dos dois modos de segunda ordem, ¢y, € (%, enquanto que o


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410740/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410740/CA

Modelos reduzidos para a casca cilindrica 72

terceiro POM é dominado pelo modo de terceira ordem (73 Novamente, os
resultados estdo em conformidade com o método da perturbacao.

Cabe ressaltar que, partindo de uma formulagédo linear, o método de
Karhunen-Loéve fornece os modos e freqléncias de vibracdo da estrutura
(Wolter, 2001) e pode ser usado para identificar as caracteristicas modais da
estrutura a partir de uma resposta no tempo.

Apresenta-se na Figura 4.8 a reconstrucdo da relacdo freqiéncia-
amplitude da casca cilindrica utilizando os quatro primeiros POMs ilustrados na
Figura 4.7. Observa-se que ha uma excelente concordancia, assim como na
andlise estatica ndo-linear, entre a relagao freqiéncia-amplitude obtida usando a
expansao modal (4.21) e usando os quatro primeiros POMs da expansao de
Karhunen-Loéve.

Utilizando-se os coeficientes da Tabela 4.2 e a equacao

4
W=>" A {g’ff) cos(n@)sen(q&)+{% cos(nd)sen(3q¢)
pa

+§3(’1‘) cos(3n8)sen( q§)+§3(’3‘) cos(3n8)sen(3qg¢)

+§é’2‘){%—cos(2q§)+%cos(4q§)} (4.35)

+¢ ¥ cos(2n6) E—cos(Zqé )+%cos(4q§ )}}

€ possivel escrever os deslocamentos radiais da casca como uma soma dos

POMSs, reduzindo o numero de incégnitas do problema. Nessa equagao, g“,.(j“ é

a amplitude modal relativa ao k-ésimo POM.

1.6
g 1.2
2 i
;E

= 08—+

—#—— 1 POMs

04—+ 2 POMSs

—@— 3 POMs

1 —©S— 4 POMs

Expansdo (4.21)
0 ‘ | ‘
0.94 0.96 0.98 1 1.02

Q
Figura 4.9 — Convergéncia da relagdo freqiéncia-amplitude usando um modelo de

dimenséo reduzida com o aumento do nimero de POMs.
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Figura 4.10 — Variagao de cada amplitude modal ao longo de um periodo de vibragao

livre. Q = 0.98.

A Figura 4.9 mostra a relacdo freqléncia-amplitude considerando um

numero crescente de POMs. Observa-se, nesta figura, que, utilizando apenas o

primeiro POM, o comportamento nao-linear da casca cilindrica € com ganho de

rigidez, pois ha a presenca marcante do modo ¢;;, como observado na Tabela

4.2. Quando se insere os demais modos nao-lineares (2 ou 3 POMs) ha uma

mudanca significativa no comportamento nao-linear da casca cilindrica com
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ganho de rigidez para um comportamento com perda de rigidez. Finalmente,
observa-se que um modelo com apenas 3 POMs é capaz de descrever o
comportamento da casca com a mesma precisdo que a expansao (4.21).

A partir de um conjunto de condigdes iniciais relativas a um dado ponto da
Figura 4.8, pode-se obter a variagdo de cada amplitude modal da equagéo (4.21)
ao longo de um periodo da resposta. Os resultados, apresentados na Figura
4.10, sdo para o conjunto de condi¢des iniciais:

£11(0)=1.0 ¢y, (0)=0.038 ¢, (0)=0.013 ¢45 (0)=-0.021

a1 (0):0-0007 {33 (0)=—0-0002 (4.36)
£11(0)=802 (0)=520 (0)=43 (0)=¢ 54 (0)=£33 (0)=0.0

Nota-se, também, na Figura 4.10 que, utilizando o método de Karhunen-
Loéve com os seus quatro primeiros POMs, chega-se a resultados com
excelente precisao quando comparados com o resultado obtido com a utilizagao
da expansao modal (4.21).

Expandindo a variagdo temporal de cada amplitude modal em séries de

Fourier, obtém-se:

(4.37)

Estas expansdes concordam com as poténcias da fung¢ao temporal f(t) do
modo linear de vibragdo na solugcéo geral do método de perturbagédo, equacao
(4.10).

Finalizando esta andlise dindmica n&ao-linear, deduz-se um modelo
reduzido-reduzido para a casca cilindrica com o auxilio da relagéo freqiéncia-
amplitude obtida para a expansdo modal (4.21), seguindo 0 mesmo
procedimento apresentado no item anterior. Obtém-se, assim, o0s seguintes

polindmios:
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Cop (1)=8.78x1072 £ 2 (1)+8.82x10 7™ ¢ (1)+3.38x107° £ 8 (1)

{op (1)=8.89x1073 2 (1)+5.19x10 7% £ # (1) -6.92x107* ¢ & (1)

{13 (1)=—217x1072 ¢3 (1)+1.11x107°2 {2 (1) -2.56x107* {7 (1) (4.38)
a1 (1)=4.99x107* 2 (1)+2.58x107* £2 (1)-4.56x107° ¢/ (1)

a3 (1)=—2.38x107° £3 (1)-2.45x107% {2 (1)+4.27x107° {7 (1)

A partir das relagdes (4.38), obtém-se o modelo reduzido-reduzido, com
apenas um grau de liberdade, para a casca cilindrica. A Figura 4.11 ilustra a
comparacdo dos resultados obtidos para a relacdo freqiiéncia-amplitude da
casca utilizando a expansao modal (4.21) e o modelo definido pela equacéo
(4.38). Observa-se que o0 modelo simplificado consegue capturar o
comportamento nado-linear da casca e mantém uma boa precisdo para

amplitudes de vibracao até em torno de duas vezes a espessura da casca.

Expanséo (4.21)

—@— Expansao (4.38)

0 ‘ \ ‘ \ \ \ |
0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1 1.01

Q

Figura 4.11 — Comparacao da relacédo frequéncia-amplitude utilizando a expansdo modal

(4.21) e 0 modelo com apenas um grau de liberdade (4.38).

4.5.
Modelo reduzido versus método dos elementos finitos

Neste item é apresentada uma analise via elementos finitos das vibragbes
livres da casca com o intuito de verificar a qualidade dos resultados obtidos
anteriormente. O programa computacional utilizado para tal fim, € o Abaqus ®.

Primeiramente séo calculadas as freqUéncias naturais da casca cilindrica
simplesmente apoiada. Nesse estudo inicial, verifica-se que uma malha de 81 x
51 (circunferencial x longitudinal) de elementos do tipo S4R (elemento de casca
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com quatro nés e integracdo reduzida) apresenta uma boa convergéncia dos
resultados. A Tabela 4.3 apresenta os trés primeiros modos de vibracdo da
casca cilindrica e suas respectivas freqiéncias obtidos através do método dos
elementos finitos e a partir da linearizacdo da equacao (2.34).

Tabela 4.3 — Freqliéncias naturais, em Hz, para uma casca cilindrica simplesmente

apoiada.
m n Abaqus Presente trabalho
1 5 490,82 503,73
6 539,63 547,04
4 576,00 596,08

Apesar da pequena diferenga nas frequéncias naturais, o modo de
vibracdo associado a frequéncia minima é o mesmo em ambos 0s
procedimentos. Deve-se ressaltar que no Abaqus a teoria utilizada é a de
Budiansky-Sanders (Prager, 1963), enquanto que, nesta tese, utiliza-se a teoria
nao-linear de Donnell. Pequenas diferengas entre as frequéncias naturais em
virtude da utilizagéo de diferentes teorias de casca estao registradas na literatura
(Mazuch et al., 1996; Pellicano, 2007). Adicionalmente neste trabalho nédo se
considera a inércia da casca nas direcdes axial e circunferencial, embora esta
simplificacao tenha pouca influéncia nos resultados apresentados.

Quanto as condigbes de contorno de problema, o modelo utilizado no
Abaqus é condizente com o modelo desta tese e simula as condigbes de apoio
classicas e mantém as simetrias dos campos de deslocamentos. A Figura 4.12
ilustra o campo de deslocamentos radial e axial da casca cilindrica que foram
obtidos com a utilizagdo do Abaqus para o0 modo associado a freqiéncia natural
minima (m =1, n=5). Nota-se na Figura 4.12a que os deslocamentos radiais em
ambas as extremidades sao nulos, satisfazendo a condigdo de contorno (2.24).
Ja o campo de deslocamentos axiais ilustrado na Figura 4.12b est4 de acordo
com a condicao de antimetria (2.21) que requer que os deslocamentos axiais no
centro da casca sejam nulos. Cabe ressaltar que as formulagées usuais de
elementos finitos para cascas na permitem impor de forma precisa as condicoes
de contorno naturais (2.25) e (2.26).

Estas diferencas devem ser levadas em consideracdo nas comparacoes
aqui apresentadas.
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u, Ul (csys-1)

u, ud (Csvs-1)
+2.50e-04
+2.08e-04
+1.67e-04
+1.25e-04
+8.33e-05
+4.17e-05
+7.28e-12
=4.17e-05
-8.233e-05
-1.25e-04
-1.67=-04
-Z.08e-04
=2.50e-04
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Figura 4.12 — Campo de deslocamentos (a) radiais e (b) axiais da casca cilindrica para o

modo m =1 e n = 5. Resultado obtido através do Abaqus.
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Para a analise nao-linear em elementos finitos, obteve-se a relacao

freqliéncia-amplitude para um determinado ponto da casca cilindrica, utilizando o

procedimento proposto em Nandakumar e Chatterjee (2005) para a obtencao de

relagdes freqiéncia-amplitude a partir de um resultado experimental. Os autores

propéem que, se existir uma resposta no tempo levemente amortecida de um

sistema estrutural, é possivel se conhecer a relagao frequiéncia-amplitude desse

sistema a partir das relagdes:
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A+A . _ 1
=, =
2 T,-T,

A (4.39)

onde A; é a média entre dois picos positivos e consecutivos, A, € o médulo do
pico negativo existente entre os dois picos positivos que geraram A; e T, e T,
séo os instantes de tempo dos dois picos positivos.

Pode-se substituir o experimento fisico pelos resultados obtidos pelo
Abaqus (Figura 4.13) e construir a relagao freqiéncia-amplitude. A Figura 4.14
apresenta uma comparagao entre a relacao freqiéncia-amplitude obtida a partir
do Abaqus e a obtida a partir da expansao (4.21). Nesta figura observa-se que o
modelo reduzido proposto nesta tese, consegue capturar o comportamento nao-
linear com perda de rigidez da casca cilindrica apesar da pequena diferenga nos
resultados em virtude das diferencas entre os dois modelos. O fato de o modelo
obtido via elementos finitos necessitar de um pequeno amortecimento insere
mais um ponto para a divergéncia dos resultados, ja que no caso analitico a
relacdo frequéncia-amplitude € obtida para uma casca em vibragao livre ndo-
amortecida. O conjunto de pontos amostrados pode ser interpolado por uma

curva de regressao polinomial através dos minimos quadrados.

0.006

0.004

0.002

w(0,2: O0)

-0.002

-0.004

-0.006 — ‘ : ‘

0 0.15 0.3 0.45
Tempo (s)

Figura 4.13 — Variagéo do deslocamento radial no ponto (0,2; 0) em funcao do tempo

obtido a partir do Abaqus.
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w(L/2;0)/h

Expanséo (4.21)
® Abaqus

0 \ \ ?

0.88 0.92 0.96 1 1.04
Q

Figura 4.14 — Comparagéao entre os resultados do Abaqus e o modelo analitico da

relagao freqiiéncia-amplitude.

A construgéo da Figura 4.14, a partir do método dos elementos finitos, foi
obtida apo6s aplicar uma perturbacdo inicial na forma do primeiro modo de
vibracdo nao-linear e deixar a casca em vibracao livre levemente amortecida.
Essa analise exige um grande esforgo computacional. Faz-se necessaria, na
analise dinamica nao-linear, a utilizagcdo do comando dynamic no Abaqus, que
assim calcula a resposta no tempo integrando diretamente todas as equacdes
movimento do sistema. Com a discretizacdo aqui adotada, tem-se um total de
24876 equagdes. O passo de tempo utilizado para a integragao no tempo dessas
equacdes foide 1 x 107 s.

Ainda, outro agravante que deve ser destacado € o amortecimento
utilizado que deve ser pequeno para que o decremento entre 0s picos nao seja
abrupto, nesse modelo foi utilizado um amortecimento de 0,15%. Assim o tempo
de integragdo do problema, para que se obtenha uma nuvem de pontos
satisfatoria, foi de 0,45 segundos, ou seja, 45000 passos. Diante desse esforgo
computacional para se obter a relagdo frequiéncia-amplitude da casca cilindrica,
0os modelos reduzidos se apresentam como uma excelente alternativa para a
andlise dindmica nao-linear.

A seguir, emprega-se o método de Karhunen-Loéve para a determinagéo
dos POMs e POVs a partir dos resultados obtidos por elementos finitos.
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a) POV = 99,15% (b) POV = 0,74%

0.03

10.02

10.01

-0.02 -0.01

-0.02

(c) POV =0,043% (d) POV = 0,036%
Figura 4.15 — Quatro primeiros POMs e seus respectivos POVs para a vibragéo livre ndo-

linear e levemente amortecida da casca cilindrica obtida a partir do Abaqus.

A Figura 4.15 ilustra os quatro primeiros POMs e seus respectivos POVs
para a vibracdo livre ndo-linear da casca cilindrica levemente amortecida. A
matriz de amostragem, necessaria no método de Karhunen-Loéve, foi montada a
partir da mesma resposta no tempo que deu origem a Figura 4.14.

A importancia relativa de cada modo de (4.21) em cada POM é obtida
quando se expande cada POM em séries destes modos. A Tabela 4.4 apresenta
os coeficientes modais para cada POM ilustrado na Figura 4.15. Observa-se,
nesta tabela, que os modos nao-lineares obtidos da solugdo por elementos
finitos apresentam uma participagdo modal similar aquela obtida com o modelo
analitico. O primeiro POM, que corresponde a 99,15% da energia do sistema, é
dominado, principalmente, pelo modo linear, enquanto que o segundo POM é

uma combinagdo dos modos de segunda ordem ¢, e {2 € responde por 0,74%
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da energia do sistema. Ja o terceiro POM tem a participagdo dominante do modo
{13 € do modo ¢, sendo o primeiro preponderante, e contribui com 0,043% da
energia total. Finalmente, o quarto POM é uma combinacdo de modos de
terceira ordem com modos de segunda ordem, porém a participagdo dos modos
de segunda ordem é mais relevante. Este POM responde por 0,036% da energia
total do sistema.

Tabela 4.4 — Participacdo dos modos usados na expansao modal dos quatro primeiros

POMs obtidos a partir do método do elementos finitos.

POM POV Ciq Coz Coo Cis Cai Cas

1 99,15% 15,2158 0,1158 -0,0703 -0,2229 0,0430 -0,0001
2 0,740 % -0,2924 -6,1290 -4,6607 -0,0581 0,1249 -0,0020
3 0,043% -0,1781 -0,6595 -2,1758 10,0920 0,0231 -0,0654
4 0,036 % -0,1881 3,2153 -4,0066 8,2501 0,1833 0,0751
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