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Modelagem do fluido interno

Observa-se que em muitas aplicagcées de cascas cilindricas ha o contato,
total ou parcial, com um meio fluido. A presenca do fluido influencia o
comportamento dindmico da casca. A pressao exercida pelo fluido é
considerada, tradicionalmente, como uma massa adicional a massa da casca,
provocando, assim, um aumento da inércia do sistema.

Uma analise para este tipo de problema exige a solugao simultanea das
equagbes de movimento da casca e do fluido, juntamente com as condi¢des de
contato, condigbes iniciais e condigdes de contorno. Tem-se, entdo, um
problema de interagéo fluido-estrutura, onde os deslocamentos da casca
dependem da pressao exercida pelo fluido que, por sua vez, depende do
movimento da casca.

Neste trabalho, considera-se um fluido incompressivel e n&o-viscoso
interno a casca, sendo seu movimento considerado irrotacional. Essas hipéteses
simplificam os calculos para a obtencao da pressao hidrodinamica (Pu), ja que o
movimento do fluido, neste caso, pode ser descrito por um potencial de

velocidade ¢.

3.1.
Equacdes basicas do fluido

O movimento de um fluido é conhecido se a cada instante t podem-se
determinar, além da distribuicdo de velocidade V(x,t), duas quantidades
quaisquer relativas ao seu comportamento termodinamico, como, por exemplo, a
pressdo p(x,t) e a densidade pr(x,t). As quantidades V, p e pr estdo
relacionadas a um ponto x no espago (Landau e Lifshitz, 1966).

O escoamento de um fluido ndo-viscoso e incompressivel é descrito pela
equacao de continuidade:

divV=0 (3.1)
que traduz sob forma matematica a condicdo de incompressibilidade, e a
equacao de Euler:
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aa—\:+(V~grad)V=—%+F (3.2)
que é precisamente a equacdo de movimento. O primeiro termo refere-se a
aceleracao das particulas em movimento e o segundo, as forcas hidrodinamicas
(-gradp/pr ) e externas (F) aplicadas a estas particulas.

O sistema de equagdes formado pelas equagdes (3.1) e (3.2) é bastante
geral. Para utilizd-lo em uma série de problemas hidrodindmicos, devem-se
impor certas condicées complementares.

Se o fluido encontra-se em um campo de forgas conservativas, as forgas
externas F podem ser derivadas a partir de um potencial:

F=gradT (3.3)

Por exemplo, se o fluido estd sob a agdo de forgas gravitacionais
orientadas segundo um eixo X, tem-se que T=—gX onde g é a aceleragao da

gravidade. Assim a equagao (3.2) é reescrita da seguinte maneira:

oV rad
O +(V-grad)v=—T2P g (3.4)
ot PF
Nestas circunstancias o teorema de Kelvin afirma que a circulagao:
F=§ (V-ax) (3.5)
/

do vetor velocidade ao longo de um “contorno fluido” fechado qualquer
permanece constante durante o movimento, ou seja (Landau e Lifshitz, 1966):
dr d
—=—0(V-dx)=0 (3.6)
dt dtde

Para um movimento em que a velocidade inicial é nula, a circulagédo ao
longo de um “contorno fluido” fechado é identicamente nula. Tem-se, entdo, em
virtude da férmula de Stokes:

d

o V-dx)=J.SrotV-ndS 3.7)

(onde S é uma superficie estendida sobre o contorno ¢) e do fato que a
superficie S é arbitraria, que:
rotV=0 (3.8)
durante o escoamento.
A equacao (3.8) € a condicdo necessaria para a auséncia de rotacao
(movimento irrotacional) e suficiente para que exista uma funcao escalar

#( x,t), denominada potencial de velocidade, tal que (Landau e Lifshitz, 1966)
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V=gradg (3.9)
No caso da velocidade ser completamente definida por ¢( x,t), ja ndo é
mais necessario trabalhar com a fungao vetorial V, bastando determinar a funcao

escalar ¢(x,t) que satisfaca o problema. Substituindo (3.9) em (3.1), observa-
se que ¢( x,t) é solugdo da equacao de Laplace:

div(grade¢ )=vV?2 ¢=0 (3.10)
A equacéo (3.2) permite determinar V em funcao do tempo e da pressao p.

A existéncia de um potencial ¢(x,t) permite igualmente simplificar esta

equacao. As equacoes (3.3) e (3.9) permitem que se reescreva a equagao (3.2)

da seguinte maneira:

d
grad —¢+l( grade)? +2-_T |=0 (3.11)
at 2 PFE
de onde se obtém a férmula dita de Cauchy-Lagrange:

d
99 . 1 (gradg)? +-P——1=1(1) (3.12)

Jt 2 PF

onde f(t) € uma fungéo do tempo e pode ser tomada como zero sem perda de
generalidade.

Para um escoamento estacionario, tem-se que o potencial ¢(x,t)
independe do tempo, ou seja, d¢/dt=0, f(t) = constante, e a equagao (3.12)
reduz-se a férmula de Bernoulli:

0
—¢+l( gradg¢)? +P _T—constante (3.13)
at 2 PF
A resolucdo do problema dindmico assim definido se reduz a procura da
solucdo das equacoes (3.10) e (3.12) que satisfazem as condi¢cdes de contorno

na interface fluido-estrutura.

3.2.
Determinacao do potencial de velocidade do fluido

Na Figura 3.1 esta ilustrada uma casca cilindrica com fluido interno a uma
altura H. Pode-se, perceber que, para x < H, o fluido exerce uma pressao interna
nas paredes da casca, e, para x = H existe uma superficie livre do fluido que

pode movimentar-se na dire¢ao vertical e interagir-se com a vibragéo da casca.
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Figura 3.1 — Representacao esquematica do fluido interno a casca cilindrica.

A partir da equacao (3.13), tem-se que a pressao p exercida pelo fluido,
que daqui por diante é definida como a pressao hidrodindmica, Py, pode ser
escrita em fungéo do potencial de velocidade do fluido desde que se considere
que T=0. Chega-se assim a:

(3.14)

.1 1
Pu==PF { ¢+—[ Ox+—5 06 +07 ”
2 r r=R
O potencial de velocidade ¢ deve satisfazer a condicao de continuidade,
equacao (3.10), que em coordenadas cilindricas é escrita na forma:

1 1
¢,rr +_¢,r +_2¢,90 +¢,xx =0 (3.15)
r r

Além da equacao (3.15), o potencial ¢ deve atender as condicées de
contorno apropriadas na interface entre o fluido e a estrutura. Neste trabalho,
consideram-se dois casos distintos para descrever a interface entre o fluido e a
estrutura. Um deles considera a casca cilindrica apoiada em um fundo rigido que
impede o deslocamento axial do fluido nessa superficie. No segundo caso
considera-se que a casca esta apoiada em um fundo flexivel que néao oferece
nenhuma restricdo ao movimento axial do fluido.

Assim, as condi¢cdes de contorno, para 0 caso em que ha a presenga do
fundo rigido, séo:

—=0 (3.16)

gue garante a velocidade axial nula no fundo rigido,
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0 .
20 i (3.17)
ar r=R

que é a condicdo de impenetrabilidade, garantindo a continuidade dos
deslocamentos radiais entre o fluido e a casca cilindrica, e

¢=0| _,, (3.18)

que afirma ser a pressao hidrodinamica nula na superficie livre do fluido.

Para o caso em que o fundo da casca cilindrica ndo oferece impedimento
aos deslocamentos axiais do fluido, deve-se alterar a condicdo de contorno
(3.16) para:

$=0| _, (3.19)

pois a superficie que antes era rigida torna-se uma superficie livre como a
descrita em x = H.
Tem-se que o potencial de velocidade:

¢=,,,ZA: Am(t)COS(W}”(W} (3.20)

atende as condic6es de contorno (3.16) e (3.18), ou seja, 0 caso em que ha um
fundo rigido na base (x = 0) da casca cilindrica (Kim et al., 2004). Nesta
equacao, |, é a funcao modificada de Bessel de primeira classe e ordem n.

Para determinar a amplitude de cada modo Ag, presente na equagéo
(3.20), emprega-se a condicdo de impenetrabilidade, equacao (3.17).
Empregando o do método de Galerkin e utilizando como fungao peso o préprio
termo trigonométrico da equacédo (3.20), tem-se que as amplitudes modais
podem ser escritas em funcdo do campo de deslocamentos laterais da casca, w,
por:

(3.21)
[[8¢JCOS[ (2m—1 )7rx J }dx
ar 2H

Finalmente, a pressédo hidrodindmica de uma casca cilindrica apoiada

r=R

sobre um fundo rigido é determinada a partir da equagao (3.14) linearizada,
obtendo-se:
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M 3 A (t) (2m-1)zx (2m-1)zr
Py =— m Ccos |n _— 3.22
W o m; ot [ 2H 2H (8:22)

A partir da equagédo (3.22), observa-se que a pressao hidrodinamica, Py,
apresenta em seus termos a primeira derivada com relacdo ao tempo da

amplitude Az que, por sua vez, traz consigo, apos a resolucao da equagao

(3.21), termos com a primeira derivada com relagdo ao tempo de w. Assim, a
pressdo hidrodindmica apresenta termos relativos a segunda derivada de w com
relacdo ao tempo, ou seja, termos inerciais que sdo adicionados aos termos
inerciais do sistema de equagdes de movimento da casca cilindrica, equacgao
(2.21).

De maneira semelhante, a pressdao hidrodindmica para uma casca
cilindrica que nao esteja apoiada sobre um fundo rigido, caso em que a condicao
de contorno (3.16) é substituida pela condicdo de contorno (3.19), o potencial de
velocidade do fluido, equagéao (3.20), é dado por:

¢=i A (t)cos( #{2m-1)(H+2x) Jln ( MJ (3.23)

4H 2H

para atender as condigbes de contorno (3.18) e (3.19).

A determinacdo das amplitudes Az se d&, também, a partir da aplicacéo

do método de Galerkin. Utilizando como fungéao peso o termo trigonométrico da

equacao (3.23), tem-se para Az :

{achos( z(2m-1)( H+2x)J "

ot 4H

Hw}cos{ z(2m-1)(H+2x) J ]dx
ar 4H

Observa-se que, para a determinacao da pressao hidrodinamica, deve-se

(3.24)

|
Am(f)=(,)4
!

r=R

conhecer o campo de deslocamento radial, w. No proximo capitulo, é
apresentada a formulagédo utilizada neste trabalho para a determinagdo do
campo de deslocamento radial.
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3.3.
Consideracoes sobre a vibracao da superficie livre do fluido
(sloshing)

Os efeitos da vibracao superficie livre de um fluido no interior de uma
casca cilindrica foram investigados por diversos autores, como, por exemplo,
Goncalves e Ramos (1996), Amabili et al. (1998) e Kim et al. (2004).

Neste caso, € comum se considerar que a casca cilindrica est4 apoiada
sobre um fundo rigido e que o potencial de velocidade do fluido pode ser descrito
por:

g=p+9° (3.25)
sendo ¢ o potencial de velocidade total do fluido considerando-se a soma do
potencial de velocidade da casca cilindrica sobre um fundo rigido, ¢, definido na

equagao (3.20), e do potencial de velocidade relativo a superficie livre do fluido.
Como a menor freqUiéncia natural da casca é usualmente muito maior do
que as menores freqléncias naturais da superficie livre do fluido, considera-se
que o movimento da superficie livre é incapaz de excitar o primeiro modo de
vibracdo da casca cilindrica. Assume-se assim que o fluido esta interagindo com
uma casca rigida e deve satisfazer as seguintes condi¢ées de contorno:
995

0 3.26
3 x (3.26)

x=0
que garante a velocidade axial nula no fundo rigido, e

29° _

0 3.27
57 (3.27)

r=R

qgue especifica que a casca cilindrica é rigida.
O potencial de velocidade:

K £y X E, I ) ow
¢S =Z B (t)cosh( k/:; jdn [ l:c; j( a—tJ (3.28)

k=1

atende automaticamente a condicdo de contorno (3.26). Nesta equacgao, J, € a
funcdo de Bessel de primeira classe e ordem n. Substituindo-se (3.28) em (3.27),

el

onde &g, sao as raizes dessa equagao de restrigao.

chega-se a restrigao:

(3.29)

r=R
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Tem-se, ainda, que o potencial de velocidade deve atender a seguinte
equacao de sloshing:

> s 9 (.s
2 ax( ) (830
A equacao (3.30) é valida para todo intervalo 0<r<R. Substituindo (3.20)

e (3.28) em (3.30) e, em seguida, aplicando o método de Galerkin com a fungao

peso J, (5;?,7 r/R) chega-se a:

_ _ 2
2B (1) Jcosh[ fin X jJﬁ [ Shn ! j[a WHrdr
R R J ot?

(2m-1)7 Ay Sen( (2m-1)xx HX 331)

onde A é a solucdo da equacéo (3.21).
Para determinar as amplitudes Bj presentes na equagéo (3.31), deve-se

resolver esta equagao juntamente com o sistema de equagdes ndo-lineares da
casca cilindrica, equagao (2.21).

Verifica-se, na equacdo (3.31), que o primeiro termo do lado direito da
igualdade apresenta a primeira derivada com relacdo a coordenada axial do

termo Az que, por sua vez, é fungdo de w. Assim, quando se considera o0s

efeitos da superficie livre na vibragao da casca cilindrica, a equagao de sloshing
do fluido insere, além dos termos inerciais presentes na pressao hidrodinamica,
termos que sao fungdo puramente de w, modifica-se assim a rigidez e a inércia

da casca.
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