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Modelagem da casca cilindrica

As cascas cilindricas podem ser definidas como um corpo cuja distancia de
qualquer ponto interno deste corpo a uma superficie de referéncia (usualmente a
superficie média da casca) € pequena se comparada com as dimensdes que
definem a superficie de referéncia. Assumindo que a espessura da casca € bem
menor que as demais dimensdes, as teorias de casca reduzem o problema
tridimensional a um problema bidimensional. Para isso, descrevem-se o0s
deslocamentos de um ponto qualquer da casca em fungdo dos deslocamentos
da superficie média. H4 diversas teorias ndo-lineares na literatura para
descrever os deslocamentos da casca cilindrica, por exemplo, Donnell (1934),
Donnell-Mushtari-Vlasov (Donnell, 1976), Koiter (1959) e Budiansky-Sanders
(1963).

Neste trabalho, as equagbes nao-lineares de movimento sdo obtidas
considerando o campo de deformagdes proposto na teoria n&o-linear de Donnell
para cascas abatidas. Pela sua simplicidade e precisdo essa teoria € a mais
utilizada para o estudo de problemas ndo-lineares. A precisdo da teoria nao-
linear de Donnell para cascas esbeltas, isto € com espessura h muito inferior ao
raio R (h<<R), é satisfeita para modos com um grande numero de ondas
circunferenciais n, onde a relacdo 1/ << 1 deve ser satisfeita. Para garantir
uma boa precisao deve-se considerar n > 5.

Nesta teoria, os principais termos nao-lineares séo obtidos, mas outros
efeitos de segunda ordem, como a ndo-linearidade na mudanca de curvatura,
sao negligenciados, pois se desconsideram as rotagées em torno da normal a
superficie média e os efeitos das deformagdes axiais e circunferenciais na

rotacdo da tangente a superficie média sdo descartados.

2.1.
Campo de deformacoes

Considera-se uma casca cilindrica de raio R, espessura h e comprimento
L, de material elastico linear com modulo de elasticidade E, coeficiente de
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Poisson v e densidade p. A geometria e 0 campo de deslocamentos estdo

ilustrados na Figura 2.1.
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Figura 2.1 — Geometria e campo de deslocamentos da casca cilindrica.

As deformacdes especificas de um ponto da superficie média da casca,
segundo a teoria ndo-linear de Donnell para cascas abatidas, sdo dadas por:

2

”
€ Z—(V,e "‘W)"' W (2.1)

R 2R?
1
Vxo =V x +E( UgtW y Wg )

onde ¢€,, €4 € ¥, Sao as deformacdes especificas de um elemento da

superficie média e u, v e w sdo as componentes dos deslocamentos axiais,
circunferenciais e radiais.

As mudancas de curvatura, segundo a mesma teoria, sdo dadas por:

Xx=—W xx

1
Ze——?W,ae 2.2)
Xxo :_EW,XH

Definem-se as deformagdes especificas de um ponto qualquer da casca,
(,,2,,7, ), localizado a uma distancia z da superficie média, (- h/2<z<h/2),

por:
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EX:€X+ZZ.X

E,=E,+2 1, (2.3)
}_/xﬁ :7/):19 +2ZZX9

2.2,
Esforcos de membrana e de flexao

Os esforgos que atuam na casca cilindrica podem ser escritos na seguinte
forma matricial:

{o}=[cl{e} (2.4)
onde {c} e {&} s&o, respectivamente, o vetor de tensdo e o vetor de
deformacgdo, ambos relativos a um ponto qualquer ao longo da espessura da
casca.

Considerando um estado plano de tensdées e um material isotropico,
elastico e linear, a equacao (2.4) dada por:

E Ev 1
0
5 1-02 1-0? z
X X
_ Ev E _
Op (= > > 0 €9 (2.5)
— 1-v 1-v —
TXB E 7x0
0 0 _—
2(1+v)

A Figura 2.2 apresenta a convengéo de sinais utilizada na definicdo dos
esforgos de membrana e de flexdo que atuam na casca cilindrica.
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(a) (b)
Figura 2.2 — Convencao de sinais e resultante dos esforgos (a) de membrana e (b) de

flexao.

Conhecidas as relagbes tensdo-deformagcdo da casca cilindrica, os
esforgos de membrana e flexdo s&o dados por:
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hj2 hj/2 hj/2
NX:J.EXdZ N9:j59d2 ng=jfxgd2

—h/2 —-h/2 -h/2

h/2 h/2 h/2 (2.6)
M, = Iz&xdz M, = jzagdz M, = Izz‘-xgdz

—h/2 -h/2 -h/2

onde N,, Ny, e N, sdo os esforcos de membrana e M,, My e M,, sdo os esforcos
de flexao.

2.3.
Funcionais de energia da casca cilindrica

Para a formulagdo das equacgdes nao-lineares de movimento da casca
cilindrica, descrita na Figura 2.1, foi considerada que a mesma é perfeita, que
suas extremidades estdao simplesmente apoiadas, que ha um fluido ndo-viscoso
e incompressivel em seu interior que gera uma a pressao hidrodinamica (Pp)
sobre as paredes da casca e que ela esta submetida a um carregamento axial
periddico uniformemente distribuido ao longo da borda, P, e uma presséo lateral,
p. A Figura 2.3 ilustra o carregamento atuante na casca cilindrica.

[T

Figura 2.3 — Representacao do carregamento aplicado a casca.

As equacbes ndao-lineares de movimento sdo obtidas partindo dos
funcionais de energia do sistema e, posteriormente, aplicando-se o principio de
Hamilton. A energia interna de deformacgéo (U) para uma casca cilindrica pode
ser escrita, em fungdo das tensdes e das deformagdes em um ponto qualquer ao

longo da espessura da casca, da seguinte forma (Brush e Almroth, 1975):

H ~ e =t - = p—
UIZEJ.'[J. (0X8X+0-9€9+TX9 7X9)dXd9dZ (27)
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Substituindo as equagdes (2.1)-(2.5) em (2.7), observa-se que a energia
interna de deformacéo € descrita como uma soma de duas parcelas de energias.
Uma delas € a energia de membrana (Ug) que relne apenas os termos de
deformacédo da superficie média casca e a outra é a energia de flexao (Ug) que
apresenta apenas os termos de mudanca de curvatura da mesma superficie
média. Apds a substituicdo indicada, a parcela relativa a energia de deformagao
de membrana € dada por:

KR 1-
Uu =_II(S§ +£§ +2v¢€, &y +—vy)2(g}dxd9 (2.8)
2 2

sendo K=Eh /(1—1)2 ) arigidez de membrana. A parcela relativa a energia de

flexao é dada por:
DR
Ur :7” (Zf +x2+2vx, xo+2(1-0v)22, )dxd9 (2.9)

onde D=Eh® /12(1-v?) é a rigidez a flexao.
Para o carregamento considerado, Figura 2.3, o trabalho das forgas
externas (Vg) € dado por:

VE:—F?”(P,_,+p)wdxd9—%juyxd9 (2.10)

sendo a primeira parcela referente ao fluido interno e a presséo lateral aplicada e
a segunda parcela a carga axial.

A energia cinética para uma casca cilindrica é definida como (Kraus,
1967):

T:lth”(u2+v2+w2 )dxd0 (2.11)
2

Neste trabalho ndo se considera a inércia relativa as velocidades axial (u)
e circunferencial (v). Essa consideragao nao insere erros significativos, pois a
vibracao no sentido radial da casca € bem superior as demais.

Por altimo, o trabalho das forcas de dissipagcao (Rg) é escrito da seguinte
forma (Popov et al. 1998):

,81 ij dxdo — ,82 jj vi/ ® dxde (2.12)

@) primeiro termo da equacgao (2.12) representa 0 amortecimento viscoso
que considera a dissipagcao uniformemente distribuida entre os modos naturais
com um coeficiente B;. O segundo termo segue o modelo de amortecimento de
Voigt que representa o amortecimento viscoeldstico do material com um

coeficiente de amortecimento f.. A combinacdo linear desses dois tipos de
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amortecimento permite uma representacao de diversas leis de amortecimento
(Bolotin, 2002). Os coeficientes S; e £, sdo dados por:

Bi=2n4 phay Bo=1n, D (2.13)
onde 7, e 1, sdo, respectivamente, os coeficientes de amortecimento viscoso e

do material, e, @, € a menor freqiiéncia natural da casca cilindrica.

24,
Sistema de equacoes nao-lineares

Definidos os funcionais de energia, equagdes (2.8)-(2.12), chega-se a
seguinte fun¢do de Lagrange:

Z=T+RE—(UM+UB )+VE (214)
Com base no principio de Hamilton, obtém-se
doL dL T
—————=0, U=|u,v,w .
dt ol ou Lu,v.w] (2.15)

Chega-se, assim, ao sistema de equacdes nao-lineares de movimento da
casca, dado por:

N
x6,6 =0

N, ., +
X, X R

Ny o
Nyg  +—22=0
X0, x R

M (2.16)
hw+ By W+ B Vi W+ P, 1 RM,, +2M +—20
p 1 2 H Ft’2 X, XX X6, x6 R

W g6 _
+RN, W!XX+NQ9 (?—q +2N,, W 40 } =0

No presente estudo assume-se que a estrutura € submetida a um
carregamento quase-estatico até atingir um estado de equilibrio (configuracao
fundamental) e, entdo, é submetida a um carregamento dindmico, passando o
sistema a ocupar uma nova posi¢ao de equilibrio (configura¢do incremental).

Considerando-se que a casca esteja submetida a um estado inicial de
membrana, o que constitui uma aproximagcao fisicamente valida (Brush e
Almroth, 1975), tem-se que as deformagdes e as mudancas de curvatura da

superficie média na configuracao fundamental sdo expressas por:
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P-vpR
€f=U,x— ( Ehp )
JF__w_(p+vPR)
0~ R Eh (2.17)
7;9—0
X% =26 =Xxo=0

onde o indice F refere-se a configuragdo fundamental de equilibrio. O efeito da
pressao hidrostatica € desprezado tendo por hipétese que sua magnitude é
pequena quando comparada a pressao hidrodindmica e a parcela constante da
pressao lateral.

Ao substituir o campo de deformagédo fundamental, equagéo (2.17), na
equagao (2.5), obtém-se as tensodes para o estado fundamental. Essas tensdes
fundamentais ao serem integradas, equagodes (2.6), fornecem as resultantes dos
esforcos de membrana e de flexdo no estado fundamental de equilibrio, a saber:

NE=—P
NS =pR (2.18)
Nfe = M)I::Mg:M)fe =0
Assim, as tensdes resultantes de membrana e de flexdo, bem como as
componentes do campo de deslocamento, atuantes na casca cilindrica em sua
configuracao final de deformacao podem ser escritas da seguinte maneira (Brush
e Almroth, 1975):
N,=NE+N! M,=ME +Mm!
Ny, =NEF +N) My=M5 +M) (2.19)
Nx9=N;9+N)I(9 Mxesze"‘M)I(e

o indice [Irefere-se a configuracao incremental de equilibrio.

Substituindo as equacdes (2.18) e (2.19) no sistema de equagdes (2.16),
chega-se, finalmente, ao sistema de equacgdes ndo-lineares de movimento a ser

utilizado neste trabalho, a saber:

! (2.20)
phw+ By W+ By V* W+ Py —#{RM’ +2Mg 4o +%

X, XX

+R(N)’(—P)W’XX+(Né+p)(%—1J+2N)’(9 W 4o } =0
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L 2 . 1 . . . A
onde V4W=W!XXXX +F W yxo0 +F W gogg € O Operador bi harménico.

O problema proposto deve satisfazer:
e A condi¢ao de antimetria do campo de deslocamentos axiais:
u(L/2,6)=0 (2.21)
e A condicdo de continuidade dos deslocamentos circunferenciais:
v(x,0)=v(x,27) (2.22)
Além das seguintes condi¢des de contorno:
e Deslocamentos circunferenciais nulos nas extremidades da
casca:
v(0,68)=v(L,6)=0 (2.23)
¢ Deslocamentos radiais nulos nas bordas da casca:
w(0,0)=w(L,0)=0 (2.24)
e Momento axial incremental nulo nas extremidades da casca:
M (0,6)=M" (L,6)=0 (2.25)
e Esforgo axial incremental nulo nas bordas da casca:
N! (0,6)=NL(L,0)=0 (2.26)
A condicao de contorno (2.26) é escrita em termos dos deslocamentos da

seguinte forma:

Eh
N! = 5 [ Uy +1W3( +2( Vg +W+$W’2‘9 J ] (2.27)

1-v 2 R

que constitui um condi¢do de contorno nao-linear.

O sistema de equacdes nao-lineares, (2.20), permite a andlise dindmica
nao-linear de cascas cilindricas submetidas inicialmente a um estado de tensées
iniciais. Esta analise pode ser feita tanto no dominio do tempo quanto no dominio
da freqUéncia.

Na literatura € comum substituirem-se os esforcos de membrana da casca
por uma fungao de tensao (f) que obedece as relagdes:

/ 2
Ny=R®f

X

Ny =1 o6 Ny == RE o (2:28)

A equagdo (2.28) atende as duas primeiras equagdes do sistema néo-
linear (2.20) e o reduz a seguinte equagao:
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/
M9,99

phw+ By v+ By VW + Py _#{RML’XX Mg+

(2.29)
+R(f,96?_P)W,xx+R2 (f,xx”'p)[%_‘lJ _2Rf,x9 W,x9 :| =0

que contém apenas termos em we f.
A funcdo de tensdo (f) deve atender a seguinte equacdo de
compatibilidade:

Eh
v4 f:F?_“(W’ng —W i Wgg +RW ) (2.30)

2.5.
Sistema de equacoes nao-lineares adimensionais

Para facilitar as anadlises paramétricas deste trabalho, o sistema de
equacoes nao-lineares, (2.20), é reescrito em funcdo das componentes de
deslocamento e adimensionalizadas através do uso dos seguintes parametros:

2
u=lY =¥ wwsh ,_L e=X 4= h
h h h R R R 12R?
2
PR 3(1—0 ) (2.31)
E h?
T=wyt =2
2

onde @, € a menor freqliéncia natural da casca cilindrica.
Chega-se, entao, ao sistema de equacdes nao-lineares adimensionais da
casca cilindrica, a saber:

1+v 1-v 1+v
Ug +oW, +( )V,fe +( )U,ea +5[ ( )W,ge Wy
+ W W!§+(1;U)W’99 WéJ:O (2.32)
Vo +Wo +(1+U)U,¢a +MV,§§ +5[ (Hv)Wge W,
2 2 2
+W!99 W!9+(1;U)W’§§VV!9J=O (2.33)
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R?(1-02)
Eh

(phwg VV,TT +ﬂ1 (00 Wr"'ﬂgfo V4 VV,T +P_/7—I}

‘5[(1‘”)‘/‘459 (Ug+Ve W (U,r‘/,e)—%(‘/‘/,gw‘/‘/,? )
+W(Ww +0 W )+ W gg (Vﬂ +vU!§)]+W+V!9 +oU—avV*iW 230
=08 [(1-0)Wg W W, +%(W,<§<§ W+ W g W3)

2
2 Wog W3+ W W5 ) [+[0 W +(1- Wy s)ohfU=)o

onde V4 W= W,Cfcfcfcf +2 W"fcfgg + W,6?999 :
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