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Método de Elementos Finitos (MEF)

As primeiras aplicagdes do Método de Elementos Finitos (MEF) em
problemas de eletromagnetismo (EM) surgiram na literatura no final da década de
60 e, desde entdo, o numero de publicagdes no assunto vem crescendo
exponencialmente. Um recente levantamento histdrico [5] ilustra num grafico o
numero de trabalhos que utilizam elementos finitos em Engenharia Elétrica: do
primeiro, em 1968, a quase 700 em 1990, sdo mais de 5000 publicagdes que
comprovam o alcance do método. Poucos sdo os problemas de campo
eletromagnético que ainda ndo tiveram proposta de uma solugdo pelo MEF e, em
muitos ramos da engenharia, esta abordagem ¢ atualmente a dominante [6].

De forma bastante simplificada, o MEF pode ser entendido como uma
aproximacao discreta (numero finito de incognitas) para um problema continuo
(nimero infinito de incdgnitas). Nesse tipo de método, a regido do espago que
delimita o problema considerado ¢ dividida em um ntmero finito de elementos
geométricos, sendo que em cada um deles o campo continuo, no qual as variaveis
da Equagdo Diferencial Parcial (EDP) sdo definidas, ¢ modelado por uma
aproximacgdo polinomial local controlada por uma pequena quantidade de
coeficientes. A conexao desses elementos através dos valores desses coeficientes
em posi¢des nodais compartilhadas, resulta em um conjunto de equagdes
algébricas que pode ser resolvido numericamente por meio de métodos de
otimizagdo e de algoritmos matriciais.

De forma genérica, a modelagem através do MEF possui etapas
operacionais bem definidas [7]:

e discretizar a regido de solugcdo em um numero finito de sub-regides ou

elementos;

e derivar as equagdes para os elementos tipicos;

e montar todos os elementos na regido de solucao;

e resolver o sistema de equacdes obtido.
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As secdes seguintes irdo desenvolver esses passos de acordo com o

problema de interesse.

3.1.
Discretizagdo do Dominio em Elementos

O Método de Elementos Finitos (MEF) consiste em dividir a regido na qual
uma equacdo diferencial serd resolvida em sub-regides, chamadas de elementos
finitos, os quais podem ser em uma, duas ou trés dimensoes. Neste trabalho serdao
utilizados apenas elementos de duas dimensdes, como pode ser visto na Figura
3.1. No caso bidimensional, esses elementos podem ser tridngulos, quadrilateros
ou retangulos. Os pontos de interse¢do das linhas que descrevem os lados dos

elementos sdo referenciados como nos e os lados sao chamados de linhas [4].

Mo
y
Lmha
Modal
Elemento & Elemento
Cuadrilateral Triangular
Bidimensional

Figura 3.1.: Exemplos de elementos em duas dimensdes [4].

A solugdo do problema converge a medida que o nimero de elementos na
regido aumenta. Isto ocorre porque cada elemento fica com uma area tdo pequena
que, dentro de sua fronteira, existirdo apenas pontos com propriedades bem
parecidas. Porém, essa convergéncia tem um limite, pois um nimero exagerado de
elementos pode provocar a propagacao de erros numéricos devido aos

arredondamentos computacionais.

3.2.
Funcdes de Base e de Teste (Peso)

Um passo muito importante em qualquer solu¢do numérica ¢ a escolha da
funcdo de base. Em geral, a funcdo de base escolhida ¢ aquela que representa de
forma precisa a fungdo desconhecida, enquanto minimiza o esfor¢o computacional

necessario para emprega-la [9].
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Na teoria existem muitas possibilidades de func¢des de base. Porém, somente
um numero limitado de fungdes ¢ utilizado na pratica. As fungdes de base mais
comuns sdo as fung¢des de subdominio, que sdo utilizadas sem a necessidade de se
saber previamente a natureza da funcao que elas representam.

A fungdo de subdominio envolve a subdivisdo da estrutura em N segmentos.
A funcao de base ¢ definida juntamente com os limites de um ou mais segmentos

e um dos tipos mais comuns ¢ a funcao triangulo. Ela ¢ definida como [9]:

Equation Section (Next)

X =X, : .
—nl X, SX <X,
Xn - Xn—l
, X =X L
_ 1
gn(X)_ vn+ ' XnSX anﬂ (21)
Xn+1 - Xn
0 fora dos intervalos acima

A fungdo tridngulo cobre dois segmentos e sobrepde funcdes adjacentes,

como pode ser observado na Figura 3.2.

g, () "8, (v) "8, (<)

Sy ol ol

X, X; X, X5 Xy X

Figura 3.2.: Fungdes de subdominio.

A expansdo provocada pela funcdo de base ao substituir a funcdo
desconhecida ira levar a uma equagao com M incdgnitas, onde M ¢ o numero de
ndés na malha do método de elementos finitos. Portanto, esta equacdo sozinha nao
¢ suficiente para determinar as M incdgnitas. Para se encontrar a solugdo ¢
necessario ter M equagdes linearmente independentes. Isso pode ser feito

analisando-se a equacao em M pontos diferentes, o que pode ser escrito como:
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W(p,2)= an .(p,2) (2.2)

onde, W, ¢ o coeficiente de peso (teste) aplicada ao né n e ¢ ¢ a funcdo de base

aplicada ao né n.

A escolha das fungdes de peso ¢ muito importante, j4 que os elementos

{Wn} precisam ser linearmente independentes, logo as M equagdes precisam ser

linearmente independentes. Além disso, ¢ interessante escolher fungdes de peso
que minimizem o esforco computacional necessdrio para resolver o produto
escalar. Esses requisitos também sdo caracteristicas importantes das funcdes de
base. Logo, tipos de funcdes similares sdo utilizados nas fun¢des de peso e de
base. Uma escolha particular seria fazer com que as duas fungdes fossem iguais
[9].

Dessa forma, pode-se representar o campo magnético de um elemento do
MEF em funcdo do campo magnético em cada um de seus nds e da fungdo de

base, isto é:

He(p,2) =) H: 4, (p.2) (2.3)

3.3.
Equacdo do Método de Elementos Finitos em 2D

Nesta se¢do sera mostrado que o problema a ser resolvido nesse trabalho
pode ser representado por uma equagao de MEF de duas dimensdes.
Como foi mostrada na equacao (1.23), a equagdo de elementos finitos pode

ser escrita da seguinte forma:

1 H H® |- 1 ) Tc s S° 3
J‘J‘HWVXHJXH }-ndSﬂLj‘Jj(WVxHj.VxH dV—j\.Uk0 H-H dVv =

S
=—M jog,M -H®dV
\

(2.4)
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As integrais de volume da equagdo (2.4) podem ser escritas em termos de

d¢ e dS da seguinte forma:

HH&‘(/)IMVXH]XHC}MS-FIH(E(;MVXH]'VXHCPdWS—H  H - H° pgds =
=[] i@&,M -A® pdgds
V (2.5)

Como o problema possui independéncia azimutal, a integral de d¢ sera

27 . Fazendo as simplificacdes necessdrias, a integral (2.5) podera ser escrita do

seguinte modo:

1 . 1 = e 1. G°
LJKWVXHJ } ndS+2;;jj[5(vaXHJ.vXH pdS—zﬂijko H-H pdS =
:—Zﬂj.jjwsol\ﬁ-ﬁcpdgﬁds

(2.6)

Aplicando-se o Teorema de Stokes na primeira integral da equagdo (2.6)

tem-se que:

@H«f(pﬁﬂ XH] } +ﬂ(g(p’¢z) H_j'Vxﬁ°pdS—ijk§H_-H‘°pds=

=—Hja)80|\ﬁ~l-_|°pd5
S

2.7)

onde d/=-dpZ naabertura 1 (I',) e d/=dpZ naabertura 2 (T,) da estrutura.
As integrais de contorno sobre as outras paredes I', (superior e inferior) da

estrutura sao nulas, pois, como elas sao metalicas e sdo consideradas condutores
perfeitos, as componentes tangenciais do campo elétrico sobre elas ¢ nulo, devido
as condi¢des de contorno.

Devido a simetria rotacional do guia, a unica componente existente do

campo magnético no sistema de coordenadas cilindricas ¢ H = H 49 c H® = H;¢ ,
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onde 413 ¢ o vetor unitario da coordenada ¢. Dessa forma, a equagado integral (2.7)

fica da seguinte forma:

1 - ~ 1 — - -
——VxH [-(VxH%)-kZH H | pdS + [[—VXHJXHC¢:|-pdf=
Ms(p,qé,z) j ( -k, ‘Z’} [ﬁ £(p,$,2) ’
=—_Uja)gOM¢ H; pdS
S
(2.8)
onde M =M ¢¢3 ¢ a corrente magnética na abertura 1 do guia conforme a Figura

3.3.

Tubulacio Metilica Externa

.
T S Difrenga de
“~. Potencial ¥

Disco Dielétrico

Tubulacio Metilica Interma

Z

Figura 3.3.: Corrente magnética na parede 1 (entrada) do guia coaxial em 2D.

Os rotacionais da equacdo (2.8) podem ser desenvolvidos em coordenadas

cilindricas e ficam da seguinte forma:

VxH:——¢ﬁ+l{H¢+p—¢}2 (2.9)

cr OHZ 1. oH; |,
VXH¢¢:_G_p+_ Hy+p—|2Z (2.10)
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Substituindo (2.9) na integral de contorno da equagdo (2.8) tem-se o

seguinte resultado:

m 1 _OH, A_,.l H + My 7 |xH - pd 7 (2.11)
Yeon| a” ol o i |

Fazendo-se a multiplicagdo vetorial em (2.11), a integral de contorno fica da

seguinte forma:

[Jj H°6H¢ de 2.12
g g(p¢z) ’ o 12)

Na abertura 1 da estrutura, d/ =—d p , entdo (2.12) sera:

gj HC% dp (2.13)
: 8(p,¢ 7) " oz '

Em I'|, o campo ¢ composto por um campo incidente e outro espalhado
(H, = H; + H; ). O modo fundamental (TEM) ¢ usado para representar o campo

incidente. Dessa forma, a derivada em z da expressdo (2.13) pode ser escrita

como:
oH _
4 i i

S| = i (H,—2H])| (2.14)

onde H; =g / np ¢ o modo de excitagdo fundamental do campo magnético e

&g, € m, sdo, respectivamente, a permissividade relativa e a impedancia de onda

na porta 1. Tem-se também que Kk, =K,+/¢,, -

Similarmente, na abertura 2 do guia, o campo ¢ composto somente pelo

campo transmitido. A condigdo de fronteira absorvente sera definida como:
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oH

e ikoH, | (2.15)

O parametro &, ¢ a permissividade relativa na porta 2 e K, =K 4/¢&,, -

Assim como em I'|, os modos evanescentes sdo negligenciados.

Com isso, a integral de contorno da equacgdo (2.8) estd desenvolvida e os
resultados obtidos podem ser escritos com a ajuda das equagdes (2.12), (2.14) e

(2.15), obtendo-se:

Ezﬁ{g(p,qﬁ 5 pH¢jk1(H¢—2H¢)}dp (2.16)
1 ..

A integral de superficie do lado esquerdo da equagdo (2.8) também pode ser

desenvolvida utilizando-se os rotacionais (2.9) e (2.10). Dessa forma, tem-se que:

” My 5] H,+ Mg | -He 5 L HE+ al k2H,HS ¢ pdS
E(p,¢2) e p P op 2" pap oo (P

(2.18)

Fazendo-se a multiplicagdo escalar, obtém-se o seguinte resultado:

| OH, OH; 1 oH, HSY| |,
] | Hy+p—L || HE + p—L | [-kZ H,HC { pdS
s | e(pg2)| 0z oz p op op

(2.19)

Desenvolvendo as multiplicagdes, a equacao (2.19) pode ser escrita como:
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oz oL p yo, op p ¢6,0 op Op

J~J- 1 8H¢ 8H; +L2H¢H;+lH¢aic chaH¢+aH¢ aH; _k02 H¢H; ,Ods
e(p,$,2)

(2.20)

Para se evitar problemas de singularidade quando p tende a zero, as
substitui¢des H, =\/;h¢ e Hj =\/;h; sdo aplicadas. Com isso, a equagao
(2.20) fica em func¢do de h,, que € a quantidade que serd aproximada.

Substituindo as equagdes (2.16), (2.17) e (2.20) na equagdo (2.8), tem-se que:

8h¢ ohe 3 oh 30h, oh, ons |,
“ —h he+=h,—L+=—"h+p —kg ph,h¢ t pd pdz
g(p,(é 2) 82 oz 4p ’ 2 "0p 20p op Op

1 2 C: 1 2 C:
H{——— p*h¢jk (h }dp+ {—phjkh}dp
1@{8(/7,;/5,2) k(-2 I s(pp)” T

=—||] 0
J-J. joeg M¢\/;h; pd pdz
S

(2.21)

Substituindo o valor do campo incidente H; —e M /np ede k =ky\/&, ¢

rl

k, =k,+/&, em (2.21) e reorganizando a equagdo tem-se que:

oh, oh°  oh, ohC he
ﬂ hh;+p2 A Rt Rt —¢ —he || -kg p*h,he +d pdz
5(p,¢ Z) op Op 07 0z 8 ,0
il

jklz
ka{ (p;j )[ *h,he — . \/;h;j}dp+j { hh}dp
=—.”Ja)50 ¢p\/;h;dpdz

(2.22)

Pode-se observar agora que o termo %) ndo aparece na equacao (2.22),

logo a singularidade quando p tende a zero ndo existe mais.

O dominio interno da secdo retangular da Figura 3.3 serd dividido em

pequenos elementos para se aplicar o Método dos Elementos Finitos. Em cada
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elemento, sera aplicada a equagdo (2.22). Esta equagdo, para cada elemento finito,
pode ser calculada por integragdo numérica, diretamente na implementagdo
computacional do MEF ou pré-calculada por integracdo analitica, para um
elemento finito de referéncia. O pré-calculo das matrizes pode reduzir o tempo de
processamento no calculo e na montagem do sistema de equacgdes. Nesse caso, o
custo ¢ o aumento da complexidade de implementacdo que ¢ dependente do tipo
de problema fisico em estudo. Nesse trabalho, as integrais de superficie da

expressao (2.22) serdo pré-calculadas nas secdes seguintes.

3.4.
Polinédmio Interpolador

O método serd desenvolvido para elementos de duas dimensdes,
particularmente, elementos triangulares, sendo que estes devem possuir lados com
tamanhos parecidos para se evitar erros. Qualquer poligono, ndo importa o quao
irregular ele seja, pode ser representado exatamente pela unido de tridngulos [5].
Por isso, ¢ razodvel empregar o tridngulo como a forma de elemento fundamental.

Em cada um desses elementos (tridngulos), a solucdo ¢(p,z) serd
aproximada por uma expressao polinomial.

Para garantir solugdo isotropica, o polindmio deve ser completo. Se o termo

de ordem mais alta é p", entdo o polindmio ird conter M = %(N +1)(N +2)

termos, isto €, cada triangulo de ordem N ira conter M pontos. A Figura 3.4

mostra o tridngulo de Pascal e os polindmios completos associados a N=0 até

T)ﬂ. AM=1
(3

2 3
|
iﬁ 2 1 M=6
< f

Figura 3.4.: Triangulo de Pascal e polindmios associados de N=0 até N=2 [7].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510482/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510482/CA

48

Para a solucdo ser continua sdo colocados 3 pontos sobre os vértices do
triangulo e (N-1) pontos ao longo de cada aresta. Os pontos restantes sao
colocados no interior do tridngulo [1].

Uma aproximacdo para o campo ¢(p,Z) dentro do triangulo pode ser

calculada através do método de interpolacdo de Lagrange.
M
#(p.2) =D ai(p. )¢, (2.23)
i=1

onde ¢; (funcdes de base) sdo polindmios de graus N, ¢ (coeficientes de teste)
sdo os valores de ¢ nos pontos M e (p,2) ¢ a coordenada cilindrica do ponto.

Como exemplo, pode-se citar o caso em que os elementos triangulares sao

de ordem 1 (N=1 e M=3). Logo, a equacdo de #(p,z) para cada elemento sera

escrita da seguinte forma:

P(p,2) = Zai (P, )¢ =, (p, )p +a,(p, )¢, + 23 (p, )¢, (2.24)

onde,

7) = (P2, = p2,)+(2, = 2) p+ (P — p,)7

& (p, o (2.25)

o, (p,2) = (P32, = p2)+ (2, =2)p+(p = p5)Z (2.26)
2A

a,(p,7) = (£, =p2)+(Z,-2)p+(p, = p)? (2.27)

2A

E A ¢ a area do elemento (tridngulo), sendo definida como:

L p 1z
2A=1 p, 7,|=(pZ,—pi2,) + (052, — p23) + (P2, — p,Z,) (2.28)
L p 1z
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Escrevendo de outra forma tem-se que:
2A=(2,-2,)(p; — )+ (2, —2)(p, — ) (2.29)

Analisando as coordenadas do triangulo (N=1) na Figura 3.5, pode-se
observar através das equagdes (2.25) a (2.27) que «, possui valor 1 no seu no
associado (ponto 1), ondep=p, e zZ=12, e se torna zero nos outros nos do

mesmo elemento. Dessa forma, tem-se que:

1 se (p,20)=(p,7)
w(p.7)= {0 se (p.2)#(p,7) 230

Partindo da defini¢do de (2.30), pode-se agora perceber que as expressoes
de (2.25) a (2.27) foram encontradas através da resolucao de sistemas formados

por polindmios completos de ordem 1 (vide Figura 3.4).

a,=Ap+Bz+C, a,=Ap+B,2+C, a,=Ap+B,z+C,

Ap +Bz +C =1 Ap +B,z,+C,=0 Ap +B;z, +C, =0

Ap,+Bz,+C =0 Ap,+B,z,+C, =1 Ap,+B;z,+C, =0

Apy+Bz,+C =0 Aps+B,2,+C, =0 Ap; +Byz;+C; =1
(2.31)

Como exemplo, podemos colocar aqui o resultado do terceiro sistema (),

onde os coeficientes encontrados estdo listados a seguir. Podemos compara-los a

expressao (2.27).
A = -7 _ 2, -7
(Zl—Zz)(p3—p1)+(23—21)(p2—p1) 2A
_ Py~ P _ PP
, = =
(Z,=2,))(ps—p)+ (= 2)(p, — ) 2A
PZy = Pl _ Pl = P

3

(2, = 2,)(ps —p) + (2, —2)(p, — p,) 2A
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(p3.23) z

' (pl.zl) > P

Figura 3.5.: Coordenadas dos nés do elemento de ordem 1.

3.5.
Mapeamento e Degeneracao

Analisando-se os valores dos coeficientes ¢; nas equacdes (2.25) a (2.27)

pode-se perceber que quando os pontos 2 e 3 estdo bem proximos do nd 1, o
denominador desses coeficientes sera proximo de zero. Com isso, os resultados
das integrais (2.22) tenderiam para o infinito. Para evitar esse problema e facilitar
o calculo das integrais pode-se mudar o eixo de coordenadas. Dessa forma, o
triangulo que estd sobre um plano pz sera mapeado para um quadrado no plano

VU, como mostra a Figura 3.6.

u

/_\ ) ; X

e

=

2

Figura 3.6.: Mapeamento de um elemento de primeira ordem.

O mapeamento ¢ feito através das seguintes expressoes:

PV,U) =7, + 7V +7,U+yuv (2.32)

z(v,u) =B, + Bv+ B,u+ Buv (2.33)
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onde y’s e B’s sdo parametros a ser determinados e as seguintes condigdes

devem ser obedecidas, considerando-se a Figura 3.6:

pEHL+D =y, +r+7,+7,=p;
pPEL=-D=y,=ri—r,+r=p
pPEHL=-D =y, +r—-1.-r=p,
PEL+D =y =y +7, =75 = P

(2.34)

Resolvendo o sistema (2.34) ¢ possivel encontrar os valores dos pardmetros

y . De forma analoga podem-se encontrar os valores de /3.

20.+ 0, + 22, +2,+12

70:M ﬂ():#
4 4
7 :(pz_pl) ﬂ:(z2_zl)
1 1
4 4 (2.35)

py :2,03—,0]—,02 B :223—21—22
? 4 2 4

(0, —p) (z,-7)
V3= 24 1 ﬂ3:— 241

Quando se faz o mapeamento de um tridngulo para um quadrado, pode-se
observar que um dos nds do triangulo (nd 3) ira representar dois nés do quadrado
(nods 3 e 4), como pode ser visto na Figura 3.6. Essa técnica se chama degeneragao
e sera explicada a seguir.

Como foi dito anteriormente, o coeficiente ¢; possui valor um no nd i e

valor zero nos demais nos. Com isso, devem-se ter fungdes forma que
representem essa situagdo. Para o caso de elementos de ordem 1, tem-se as

seguintes expressoes:

N = (2.36)

onde p=-1sei=le p=+lsei=2.
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A Figura 3.7 mostra essa fungdo forma para um elemento triangular. Pode-
se observar que quando a fungdo possui valor um no ponto 3, ela é zero nos
pontos 1 e 2, 0 mesmo ocorrendo quando a fun¢@o possui valor um nos pontos 1

ou 2.

— =

(&)

Figura 3.7.: Funcéo forma para elemento triangular.

As expressoes da funcao forma serao utilizadas para calcular separadamente

as integrais da equagdo (2.22) que estdo descritas a seguir:

jj(h¢h;)dpdz (2.37)
jjpz(h¢h;)dpdz (2.38)
J.J.p( oy ah hCJdpdz (2.39)
oh, oh; _an, oh;
ij [8/) o 8ZJd,oolz (2.40)

Utilizando o mapeamento, a fun¢do forma sera aplicada nas equagdes (2.37)

a (2.40). Nas equagoes (2.38), (2.39) e (2.40) a variavel p serd substituida pela
expressao (2.32). Os indices i e | a seguir representam a relag@o entre os trés nos
de cada elemento, sendo que i=1,2,3 ¢ j=1, 2, 3. Os resultados estdo descritos

a seguir.

H(Ni(v,U)Nj(v,u))J du dv (2.41)
[+ 7w 7o 7w’ (NN v, 0)) 3 du v (242)

Q

=
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5N,—(V,U)+8Ni(v,u)
0

N, (v,u)] Jdudv (2.43)
op

”(70 +yV+7,U +73uv)(Ni(v,u)

Q

ON;(v,u) ON; (v,U) | AN, (v,u) ON; (V,u)
op op oz oz

”(}/04-71V+}/2U+}/3UV)2( JJdUdV (2.44)

Q

onde J é o determinante Jacobiano oriundo da mudanga do eixo de coordenadas e

pode ser calculado da seguinte forma:
J(p,z;v,u) { ————— } (2.45)

As derivadas de p e z em relagdo a U e v da equacdo (2.45) podem
facilmente ser encontradas através da analise das expressdes (2.32) e (2.33). Os
resultados podem ser simplificados analisando-se as expressdes (2.35) e

observando que y, =—y, e B, =—/,. Dessa forma, tem-se que:

0 0z
P oyt ru=p-u) =+ pu=p1-u)
ov ov
(2.46)
P _ +yV=y,—yV g—ﬁ + BN =/0,-pV
Py Vot V:V=0,—N u ) 3 b |

Substituindo os resultados da equagdo (2.46) na equagdo (2.45), pode-se

encontrar o valor do Jacobiano:
J(p,z;v,u)=(1-u)(, B, —a,p)=(1-u)E (2.47)

onde E=(a,f, -a,f).
Agora ¢ necessario encontrar o valor das derivadas de N para que seja
possivel calcular as integrais (2.41) a (2.44). Para isso, serao usadas as derivadas

sucessivas, como estd mostrado em (2.48):

N, , =N;,v, +N; U
{ ” e o (2.48)

Ni,Z = Ni’v.vZ + Ni,u.uZ
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As derivadas de N em relacdo a U e v podem ser calculadas facilmente

através da andlise das expressdes (2.36). Com isso, obtém-se:

ON, 1 ON 1 .
—1=——(1-v), —Lt=——(1-u ara 1=1
ou 4( ) ov 4( ) P
oN, 1 ON, 1 .

=——(1+V), 2 ——(1-u ara 1=2 2.49
ou 4( ) ov 4( ) P (249
8N3:l’ aN3:() para i=3
ou 2 ov

As derivadas de U e v em relacdo & p e z em (2.49) podem ser calculadas a

seguir. Isso pode ser feito através de matrizes inversas, isto é:

vV, oV, Z, —p, , .
{ P }:l{ p} ,onde J é o Jacobiano (2.50)
_Zv pv

As derivadas do lado direito da equagdo (2.50) ja foram calculadas em

(2.46). Substituindo esses valores, a equagao (2.50) ficara da seguinte forma:

:Bz_ﬂlv -7

V, V.| _|(-wE (-wE 2s1)
u, u, B 7" '
E E

Substituindo agora as expressoes (2.49) e (2.51) nas equacdes (2.48) podem-

se encontrar as derivadas de N em relagdo a p e z, como pode ser visto a seguir:

8N1:ﬂ1_ﬂ2 8N1:—71+7/2

, para i=1
op  4E oz 4E
oN, :ﬂ1+ﬂ2 ’ oN, _hr para i=2 (2.52)
op  4E oz 4E
%:_ﬂ, N, _ 7 para i=3
op  2E oz 2E

Sabendo o valor do Jacobiano (2.47) e com as expressdes (2.52) podem-se

calcular as integrais (2.41) a (2.44), o que sera feito na se¢do seguinte.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510482/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510482/CA

55

3.6.
Preenchimento da Matriz

A matriz local [S]3X3 ¢ formada pela contribuicio dos campos
eletromagnéticos dos trés nos de um elemento. Cada posicdo s; da matriz

representa o campo gerado entre os nés 1 e J, cujo valor € calculado através da

resolugdo das integrais (2.41) a (2.44) e da equagdo (2.22), da seguinte forma:

EN ,(ON, ON, N, N,
J.J‘ NN + (7, + 7V + 75U+ 73uv) ! +— +
o 8(,0,¢ 2) op Op 0L Ot

ON. N.
*%(70 +y/1v+;/2u+;/3uv)(Ni —‘+LNJ.ﬂ—k§(y/0 +y1v+7/2u+y/3uv)2 NiNJ}J dudv+

op Op
rl ’h h¢ -2 d k hh dp=0
’m{ (/WZ)( v ]}’”‘ m{wﬁ) }”

(2.53)

Observar que o mapeamento foi aplicado somente nas integrais de
superficie, pois estas sdo mais complexas de se resolver pelo método tradicional.
As integrais de linha serdo resolvidas numericamente pelo método de Gauss
utilizando uma sub-rotina em linguagem FORTRAN.

Para facilitar os calculos, as integrais (2.41) a (2.44) serdo resolvidas

separadamente e divididas em dois casos: i=j e i# j.

3.6.1.
Célculo dos termos com i = j
Primeiro serdo calculadas as integrais para i=j (S;), isto é, serfo

calculados os campos de um n6 em relagdo a ele mesmo. As integrais serao
resolvidas separadamente a seguir. Para facilitar os calculos, foram considerados

os valores de N, e de suas derivadas para o caso em que i =3 nas equagdes (2.36)

e (2.52). Dessa forma, os valores utilizados serdo:
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N, =%(1+U) (2.54)
N __A (2.55)
op 2E
N _7n (2.56)
oz 2E

1) Integral (2.41):

.[I(Ni(V’U)Ni(V,U))J dudv

Q

Substituindo os valores de N;(v,u)pela expressdo (2.54) e de J pela

expressao (2.47), tem-se que:

” {i(nu)z (l—u)E}du dv (2.57)

-1-1

onde os limites de integracdo correspondem a area do quadrado da Figura 3.6.
Sabendo que o valor de E ¢ uma constante definida em (2.47), a integral (2.57)

pode ser resolvida de forma trivial. O resultado obtido ¢é o seguinte:

I

{%(Hu)2 (l—u)E}du dv:% (2.58)

2) Integral (2.42):

[T (7o + v+ pu+ puv)” (N (LN, (v,u)) J du dv

Q

Substituindo os valores de N;(v,u)pela expressdo (2.54) e de J pela

expressao (2.47), tem-se que:
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1 2E
II {(;/0+y1v+72u+y3uv)2z(1+u)2 (l—u)E}du dV:4—5(157/§+67/07/2+37/22+4712)

(2.59)

3) Integral (2.43):

ON;(v,u) N ON;(v,u)
0

N; (v, u)] Jdudv
op

(770 N

Q

Substituindo os valores de N,(v,u)pela expressio (2.54), de J pela

expressdo (2.47) e das derivadas em p por (2.55), tem-se que:

I I {(}/O +yV+y,u+ y3uv)(—(l + u)%} (1- u)}du dv = —§70ﬂ1 (2.60)

4) Integral (2.44):

ON; (v,u) oN,(v,u) N ON; (v,u) ON,(v,u)
op op 0z oz

”(y0+y1v+;/2u+;/3uv)2( j.] du dv

Q

Substituindo os valores de J pela expressdo (2.47) e das derivadas em pe z

por (2.55) e (2.56) respectivamente, tem-se que:

[ {(70+71V+72u A {(2%) +(27—1Ej }(l—U)E}du dV=(%)(37§—2%%+7§+2}’5)

2.61)

3.6.2.
Calculo dos termos com i #

Nas integrais para i# ] (S;) serdo calculados os campos de um né em

relacdo a um no vizinho do mesmo elemento. Para facilitar os calculos, a relacao
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sera feita entre o n6 3 (1=3) e os outros dois nos ( j=1 ¢ j=2). Dessa forma, as

expressoes utilizadas serdo retiradas das equagdes (2.36) e (2.52), como se segue:

N, :%(Hu) (2.62)
N —1(1+ v)(1-u), onde p=-lse j=I (2.63)
IS ’ p=+1se j=2 '
N __A (2.64)
op 2E
ON.
J — IHI + pﬂ2 (265)
op 4E
N _7n (2.66)
oz 2E
aNi _"h=-b1
oz 4E (2.67)

1) Integral (2.41):

[J(N;v,wN (v, u)) I dudv

Q

Substituindo os valores de N;(v,u) e N;(v,u) pelas expressdes (2.62) e

(2.63), respectivamente, ¢ de J pela expressdo (2.47), tem-se que:

JLJI- {é(1+u)(l+ pv)(1-u) E}du dv (2.68)

—1-1

Sabendo que o valor de E ¢ uma constante definida em (2.47), a integral

(2.68) pode ser resolvida de forma trivial. O resultado obtido ¢ o seguinte:

Ul {%(1+u)(1+ pv)(l—u)zE}du dv=% (2.69)
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2) Integral (2.42):

[[ (7o +7v+ru=+ruv)’ (N (v,u)N; (v,u)) I dudv

Q

N;(v,u) o N; (v,u)

Substituindo os valores de pelas expressoes (2.62) e

(2.63), respectivamente, e de J pela expressao (2.47), tem-se que:

I {(%+%V+%u+nuv>2%<1+u><l+ pv)(1-u) E}d“ =

-1-1

(2.70)

E
4—5(1573 —67,7,+37; +8y7 +12py,y, =2 sz)

3) Integral (2.43):

5N,—(V,U)+8Ni(v,u)
0

ﬂ(%+71V+72U+73UV)(Ni(v,U) Nj(v,u)]J dudv

Q
Substituindo os valores de N;(v,u) e N;(v,u) pelas expressdes (2.62) e

(2.63), de J pela expressao (2.47) e das derivadas em p por (2.64) e (2.65), tem-

se que:

(0 I B+pB\ B ) B
“. {(70+;/1v+y2u+73uv)(5(1+u)(TJ 8E(1+ pv)(1 u)j(l u)E}du dv=

-1-1

%(72@ =% = PPy — pylﬂl)
(2.71)

4) Integral (2.44):

ON, (v, u) ON;(V.U) 0N (v,u) ON;(V,U)

Jdudv
op op 0z oz

II(70+71V+72U+73UV)2(

Q
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Substituindo os valores de J pela expressdo (2.47) e das derivadas em p e

z por (2.64), (2.65), (2.66) e (2.67), tem-se que:

11

1 {2 (B2 o 8 - -

1
£ 2t w27 (B - PR -1 - 1)
2.72)

Obtidos os resultados das integrais, pode-se resolver a equagdo (2.53) para
todas as posi¢cdes da matriz de um elemento de primeira ordem, obtendo-se uma

matriz com o seguinte formato:

S1 1 S1 2 S1 3
S=|s, S, Sy, (2.73)
S3] S32 S33

3.7.
Formagéo da Matriz Global

A matriz global ¢ uma matriz [S] ,onde N  ¢é o numero total de pontos

NpxNp
(nés) da estrutura. Cada posi¢ao dessa matriz corresponde ao valor do campo de
um nd em relagdo a todos os nos adjacentes. No exemplo da Figura 3.8 ¢ mostrado
um sistema com quatro elementos e seis nos. Para calcular os coeficientes da
matriz global ¢ necessario encontrar primeiro as contribuicdes de cada elemento
separadamente, através de matrizes 3x3, como a que foi apresentada na segdo
anterior.

A Figura 3.8 apresenta os quatro elementos (E1, E2, E3 ¢ E4) do sistema,
onde os numeros internos aos tridangulos formam a numeragao local e os numeros
externos formam a numeragdo global. Cada elemento serd formado pelos

seguintes nos:
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Elementos Num. Local Num. Global
El 123 134
E2 123 142
E3 123 245
E4 123 364
1 2
(pl. z1) 5 -+ (p2.z1)
3V, €13
E2
El E3
1 21 2% (p5. Z5)
= 33}3 3 ’ (4. 29) s
E4 :
{(P6.26) 6

Figura 3.8.: Sistema de primeira ordem com 4 elementos e 6 nés.

A numeracdo local serd utilizada para calcular a matriz de cada elemento.

Como exemplo, podemos citar a formacao da matriz do elemento 1 (E1).

S S
=S, S
S, S

S, (2.74)

Os coeficientes da matriz (2.74) ja foram calculados na sec¢ao anterior (3.6),

porém, os valores de fB’s e y’s variam de acordo com as coordenadas dos nos.

Para o caso de El, as expressdes (2.35) ficardo da seguinte forma:
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_2ptpitp,
o 4
(s = ps)
= 44 :
20 —p. —
y, = P 123 P
(s = ps)
73:_%

62

2p,+p; +
B, = PtPT P
4
ﬁlz(m;pﬂ
(2.75)
ﬂzzpl_p3_p4
? 4
(P = ps)
ﬂ3__4TS

Em termos de numeracdo global, podemos ver através da Figura 3.8 que o

elemento E1 ird contribuir com os valores S, S;;, S4> S3/» S335 S345 Sap» Saz» Sag - OS

outros elementos irdo contribuir da mesma forma, como pode ser visto a seguir:

El—> Si15 Si35 Sias S50 S335 S35 Syps Syzs Sy
EZ_)SII’ Si25 Sias So1s 5225 Spys Syps Saps Sy (2.76)
E3 S35 S545 Sy55 Suns Suss Suss Ssps Ssus Sss

S
E4— S335 S345 S365 Suz5 Sug» Sus» Se30 Sear Ses

Podemos observar através das expressdes de (2.76) que alguns coeficientes

aparecem em mais de um elemento. Por exemplo, o termo S,, aparece em El e

E2. Portanto, na matriz global, o termo S,, serd a somado s,;, de El como s;, de

E2. Dessa forma, a matriz global ficard da seguinte forma:

_(Sll)El +(SII)E2
(821)E2
(SSI)EI

(S4)e +(S41)es
0

0

(812 )e2 (Si3)es (S1)e1 +(Si4)es 0
(82)e2 +(S2)es 0 (S24)e2 +(S24)es (S25)e2

0 (S33)e1 +(S33)e4 (S34)e1 +(S54)es 0
(Si)ex T (Si)es (S43)es (Sa)er +(Sua)er T (Sag)es +(Sandes (Sus)es
(853 0 (Ss4)es (S55)e3

0 (S63)es (Sea)es 0

(2.77)

0

0
(S36)e4
(S4)es

0

(566)E4 i
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