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Apêndice A 

CONFIABILIDADE DE SISTEMAS 

 
A.1 
Probabilidade de falha de um sistema em série 

 
Segundo a teoria das probabilidades, para a união de eventos, a 

probabilidade de falha de um sistema em série pode ser obtida por: 
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onde: 

( )( )00V .GPP ii ≤=  (A.2) 

( )( ) ( )( )[ ]00V00V .GP.GPPP kiik ≤∩≤=  (A.3) 

( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]00V00V00V .GP.GP.GPPP lkiikl ≤∩≤∩≤= (A.4) 

gi identifica o i-ésimo componente do sistema e os símbolos Σ e ∩  denotam 

respectivamente, “somatório” e “interseção”.  

Como as probabilidades de falha dos componentes individuais geralmente 

são baixas na análise de problemas estruturais, os termos de terceira ordem podem 

ser desprezados na maioria das vezes. A probabilidade de falha de um sistema em 

série (Eq. A.1) pode ser calculada utilizando as seguintes expressões: 

( )iiP βΦ −=  (A.5) 

( )ikjiik ,,P ρββΦ −−=  (A.6) 

onde: 

βi, βj   - são os índices de confiabilidade de cada um dos componentes; 
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ρik  - é a correlação entre dois componentes; 

( )Φ  - é a função cumulativa de probabilidades normal padrão; 

( )ρ,,Φ - é a função cumulativa bidimensional normal padrão. 

A função cumulativa bidimensional normal padrão, pode ser expressa 

matematicamente por: 

( ) ( ) ( )dzzji

jijijiji ∫ −−+−Φ−Φ=−−Φ ,

0, ,,),,(
ρ

ββϕββρββ  (A.7) 

onde ( )zji ,, ββϕ   é a função densidade de probabilidades bidimensional padrão: 
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A integral da Eq. (A.7) deve ser avaliada numericamente. Alternativamente, 

têm-se os chamados limites de primeira-ordem e segunda-ordem que podem ser 

utilizados para evitar a avaliação numérica da mesma. Neste caso são obtidos os 

limites: superior e inferior da probabilidade de falha de um sistema em série para 

os dois limites. 

Limites para probabilidade Pik: 

( ) ( )[ ] [ ] ( ) ( )BPAPggPBP,APmax ki +≤≤  (A.9) 
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Limites de primeira ordem: 

( )[ ] ( )( )⎥
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Limites de segunda ordem: 
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Na Figura A.1a são mostrados os limites de primeira ordem para um sistema 

com duas funções de falha: 

( ) ( )111 FPb,aG →→ β  e ( ) ( )222 FPb,aG →→ β  (A.14) 

Para modos de falha independentes a probabilidade de falha de uma 

estrutura pode ser representada por: 

( )( ) 211
1

=⇒−−= ∏
=

nFPp
n

i
if  (A.15) 

onde,  Fi é a probabilidade de falha do modo i. 

 A Eq. (A.15) pode ser expandida da seguinte forma: 

( ) ( ) ( )2121 FFPFPFPp f ∩−+=  (A.16) 

Contudo, quando ( ) 1<<iFP   o termo ( )21 FFP ∩   pode ser desprezado e a 

Eq. (A.16) pode ser aproximada para: 

 ( ) ( )21
sup FPFPp f +≅  (A.17) 

onde sup
fp  representa o limite de probabilidade de falha superior. 

Para a determinação do limite inferior, considera-se o caso onde todos os 

modos de falha são totalmente dependentes, sendo que o modo que tiver a maior 

probabilidade de falha será sempre o de provável colapso, conforme Eq. (A.18). 

 ( )[ ]i

n

if FPp
1

inf max
=

=  (A.18) 

Assim, tem-se para um sistema em série os limites inferiores e superiores, 

onde eles limitam uma região entre completamente independente e totalmente 

dependente, tomando, portanto, a Eq. (A.18) como limite superior e Eq. (A.17) 

como inferior, tem-se: 

 ( ) ( )[ ] ( ) ( )2121 ,max FPFPpFPFP f +≤≤  (A.19) 

Limites de segunda ordem: 
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Os limites de segunda ordem são obtidos levando em consideração os 

termos ( )21 FFP ∩   na Eq. (A.16). Assim, determina-se o limite inferior por: 

 ( ) ( ) ( ){ }0,max 2121 FFPFPFPp f ∩−+≥  (A.20) 

e o limite superior de segunda ordem é obtido por: 

 ( ) ( ) ( )2121 FFPFPFPp f ∩−+≤  (A.21) 

Desta forma, pode-se ressaltar que os limites de segunda ordem possuem 

uma precisão maior que os de primeira ordem, devido ao fato deste considerar os 

termos ( )21 FFP ∩ , podendo-se escrever que: 

 
( ) ( ) ( ){ }

( ) ( ) ( )2121

2121 0

FFPFPFP

p,FFPFPmaxFP f

∩−+⇒

⇒≤≤∩−+
 (A.22) 

No caso de duas funções de falha, resolvendo-se a Eq. (A.21) obtém-se a 

probabilidade de falha exata de um sistema em série. Como se pode observar pela 

Eq. (A.22) é necessário determinar o termo ( )21 FFP ∩ , podendo ser determinado 

de forma exata através da Eq. (A.6) ou Eq. (A.7), que tem um alto custo 

computacional, ou pelos limites Pik da Eq. (A.9). 

  

(a) (b) 
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Figura A.1 - Região de integração no espaço inicial (correlacionado) normal bi-

variacional; (b) Região de integração transformada no espaço reduzido (independente) 

normal bi-variacional padrão; (c) Limites BPC e APD para ),(, ρΦ , região fora de BPD. 

Considerando inicialmente a Figura A.1a onde se tem um espaço típico de 

uma função de densidade de probabilidade, com 2
1=ρ . Porem é mais 

conveniente se trabalhar com o espaço reduzido (normal padrão independente) 

(x1, x2) para essa transformação se usa Eq. (A.23). 

 ( ) 22212/121 ,
)1(

1 yxyyx =−
−

= ρ
ρ

 (A.23) 

Fazendo-se a transformação obtém-se a Figura A.1b no espaço reduzido 

onde o ângulo 2
πθ <   (onde )cos(θρ = ), pode-se notar que houve um giro no 

sentido anti-horário do eixo. Através da Figura A.1 pode-se determinar a Eq. 

(A.9).  

Na Figura A.1c a parte hachurada representa ),(, ρΦ  limitadas por BPD. No 

espaço reduzido a região APD representa o produto da probabilidade de Φ(-a) e 

Φ(-b). A região BPC representa o maior limite (Φ(-b) Φ(-h)) e a APD representa 

o menor limite (Φ(-a) Φ(-k)). Desta forma, 

[ ]
)()()()(

),,()()(),()(max
kahb

khkahb
−Φ−Φ+−Φ−Φ≤

−−Φ≤−Φ−Φ−Φ−Φ ρ
 (A.24) 

2/12 )1( ρ
ρ

−
−

=
kha  (A.25) 

(c) 
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2/12 )1( ρ
ρ

−
−

=
hkb  (A.26) 

A eqs. (A.24) e (A.9) só valem para valores positivos de 0≥ρ  para valores 

de 0<ρ , tem-se 

 [ ])()(),()(max),,(0 kahbkh ΦΦΦΦ≤Φ≤ ρ  (A.27) 

Assim, pode-se reescrever a equação de limite de segunda ordem do 

problema. 

( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( )−

+

∩−+⇒

⇒≤≤∩−+

2121

2121 0,max

FFPFPFP

pFFPFPFP f  (A.28) 

( ) [ ])()(),()(max21 kahbFFP −Φ−Φ−Φ−Φ=∩ −  (A.29) 

( ) )()()()(21 kahbFFP −Φ−Φ+−Φ−Φ=∩ +  (A.30) 
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DISTRIBUIÇÕES DE PROBABILIDADE 

 
B.1 
Distribuição normal 
 

A distribuição normal ou gaussiana, PDF, pode ser definida por: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−= 2)(

2
1exp

2
1)(

x

x

x
X

x
xf

σ
μ

πσ
  (B.1) 

onde x é a variável aleatória, e os parâmetros xμ  e xσ  são a média e o desvio 

padrão desta variável aleatória, respectivamente. 

Muitas vezes a função é representada de uma forma mais simples, sendo: 

N( xμ , xσ ), por necessitar de apenas dois parâmetros. Para obter a função 

cumulativa CDF, é necessário empregar integração numérica ou tabelas 

disponíveis na bibliografia. 

( ) ( ) dvexFxXP
s v

X ∫
∞−

−
==≤

2

2
1

2
1
π

  (B.2) 

onde ( ) XXxs σμ−= . 

Uma forma de avaliação alternativa de )(xf X  e ( )xFX  é conseguida 

introduzindo uma variável reduzida s, que contém média zero e desvio padrão 

unitário, N(0,1). Os valores de )(xf X  e ( )xFX  para esta variável reduzida são 

tabelados e identificadas por ( )sφ  e ( )sΦ . Assim, as expressões (B.1) e (B.2) 

podem ser reescritas da seguinte forma, para um par N( xμ , xσ ). 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

X

X

x
X

x
xf

σ
μ

φ
σ
1)(   (B.3) 
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( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
Φ=

X

X
X

xxF
σ

μ   (B.4) 

 
B.2 
Distribuição lognormal 
 

Tem-se uma distribuição lognormal quando estatisticamente ln(X), sendo X 

uma variável aleatória, pode ser representado por uma distribuição normal. Assim, 

a PDF e a CDF, para uma variável lognormal, são definas por: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
−= 2)ln(

2
1exp

2
1)(

ξ
λ

πξ
xxf

x
X   (B.5) 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
Φ=

ξ
λxxFX

ln  (B.6) 

onde λ  é o valor esperado de ln(X), 2

2
1ln ξμλ −= X ,  e ξ  é o desvio padrão de 

ln(X), 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2

1ln
X

X

μ
σ

ξ . 

 

B.3 
Distribuição beta 

 

A função de distribuição Beta tem como vantagem apresentar grande 

flexibilidade em se adaptar aos dados probabilísticos observados. Sua PDF é 

representada por quatro parâmetros (a, b, q, r), como se vê a seguir: 

( ) ( )
( )

bxa
ab

xbax
rq

xf rq

rq

X ≤≤
−

−−
= −+

−−

1

11

),(
1)(

β
  (B.7) 

onde a função Beta é dada por 

∫ +Γ
ΓΓ

=−= −−
1

0

11

)(
)()()1(),(

rq
rqdxxxrq rqβ   (B.8) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410735/CA



Apêndice B 

 

147 

∫
∞

−− −==Γ
0

1 )!1()( kduuek ku  para k inteiros > 0 (B.9) 

Como podem ser observados os parâmetros a e b descrevem intervalos de 

inúmeras distribuições Beta. Fazendo-se a = 0 e b = 1 obtém-se a função Beta 

padrão que apresenta PDF e CDF definas por:  

( ) 101
),(

1)( 11 ≤≤−= −− sss
rq

xf rq
X β

  (B.10) 

10
),(
),(

)( ≤≤= s
rq
rq

sF s
s β

β  (B.11) 

 

B.4 
Distribuições de valores extremos 
 

As distribuições de probabilidade de valores extremos são utilizadas na 

engenharia devido à necessidade de se representar os valores máximos extremos 

dos carregamentos atuantes sobre a estrutura durante sua vida útil e os valores 

mínimos de resistência da mesma. 

Para a avaliação das distribuições é necessário que sejam coletados dados 

durante vários anos (no mínimo 20 a 25 anos) para que se ajuste a melhor 

distribuição possível para os valores.  Devido à dificuldade de obtenção destes 

dados surgiu a chamada estatística de extremos que possibilita definir a 

distribuição dos valores extremos de uma variável X. 

Podem-se citar como principais distribuições de valores extremos utilizados 

na engenharia, as seguintes: 

• Tipo I (máximos) ou Gumbel; 

• Tipo I (mínimos); 

• Tipo II (máximos); 

• Tipo III (mínimos) ou Weibull. 

Maiores detalhes sobre estas distribuições e outras são encontradas em 

(Melchers 2002, Nowak 2000, JCSS 2000, Hart 1982). 
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