PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0521315/CA

32

3
Aplicacdo do Método de Elementos Finitos

3.1.
Introducéo

A formulagdo eletromagnética do problema de guias cilindricos excitados
pelo nodo TEM foi apresentada no capitulo anterior. Neste capitulo serd
apresentada a formulagdo resultante da aplicagdo do Método de Elementos Finitos

para a solu¢ao numérica do problema exposto no Capitulo 2.

Diversas técnicas associadas a aplicacio do MEF sdo encontradas na
literatura [1, 2 e 3]. Neste trabalho sera utilizada a formulagao proposta por Boris
G. Galerkin (1871 — 1945), engenheiro Russo que propds a incorporagdo do
calculo matricial ao MEF [6]. Nesta formulacdo durante o processo de
integralizacdo das equacdes de Maxwell sdo utilizadas fung¢des base iguais as

fungdes teste conforme serd explicado mais adiante.

A aplicagdo do MEF supde a divisdo do dominio em diversos subdominios,
denominados elementos e para um dominio bidimensional estes elementos
poderdo ser triangulares, retangulares,... ou qualquer tipo de poligono que se
queira utilizar. Entretanto as duas primeiras formas sao mais utilizadas, pois os
elementos triangulares oferecem melhor possibilidade de ajuste aos contornos nao
regulares, enquanto que os elementos retangulares oferecem a possibilidade de
maior simplifica¢do na resolugdo analitica das integrais. E importante notar que se
podem utilizar diferentes formas de elementos em um mesmo dominio, por
exemplo, elementos triangulares e retangulares juntos, mas isto ¢ bastante
incomum e acarreta em maior complexidade para a programac¢ao embora melhore

a descri¢do das fronteiras de espagos complexos.

Os elementos da Figura 3.1 contém vértices e estes sdo chamados de nos,
que conectam os elementos através do dominio e definem a localizagdo espacial
da fun¢do que serd utilizada para representar a solucdo do problema. A fung¢ado

continua ¢ aproximada em cada elemento por outras fungdes continuas conhecidas
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associadas aos valores nodais da grandeza. Neste trabalho serdo utilizados
polindmios interpoladores cuja ordem dependera do nimero de nds definidos no
elemento. Estes polindmios sdo também chamados de fun¢des base. O numero de
nés do dominio determina o niimero de varidveis do sistema linear que serd

futuramente resolvido, isto ¢, determina o nimero de incognitas do sistema.

& & &
L] ]
-
> >
& L L
Lineares Quadraticas Cubicas

Figura 3.1 — Elementos utilizados e suas funcdes interpoladoras

O uso de fungdes base lineares permite a simplificagdo das expressdes
resultantes da aplicacdo do método, mas a representacdo adequada do campo em
regides em que este apresente variagdes acentuadas requer que a malha que
descreve o dominio seja mais densa, exigindo um maior esfor¢o computacional.
Se forem utilizados elementos com fungdes base superiores, a necessidade de se
possuir uma malha com alta resolu¢do vai diminuindo a medida que se aumenta a
ordem destas fungdes e com isso, haverd uma diminui¢do do tempo de
processamento, pois a malha a ser solucionada podera conter bem menos nés para

convergir para a solucdo exata conforme sera visto no préximo capitulo.

As Equacgdes 2.32 e 2.37 sdo equagdes integrais, isto €, a incognita esta
dentro do integrando. Por serem equacdes de dificil resolucdo a Secao 3.2
apresentarda uma forma de transforma-las em equagdes lineares, conforme
encontrado em [1]. A resolu¢do do sistema linear resultante dependerd da
integracao de funcdes base e teste, sendo que estas integracdes sao dependentes da
posi¢do do elemento no dominio. Para simplificar esta etapa, ¢ proposta na Se¢ao
3.3 uma mudanca no sistema de coordenadas que fard com que a integracdo nao
dependa mais da posicdo do elemento, possuindo limites fixos de integragdo

unitarios, de -1 a 1. Na Secdo 3.4 serdo definidas as fun¢des que serdo integradas,
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chamadas de fungdes base, estas poderao ser lineares, quadraticas ou cubicas neste

trabalho.

A estratégia de resolugdo do problema original proposto no Capitulo 2
consiste em se definir um sistema de equacdes lineares local, para cada elemento,
que sera adicionado a um sistema linear global, que envolve todo o dominio
analisado. Este sistema de equagdes lineares ¢ transformado em um sistema
matricial que pode ser resolvido pelo método de inversdo de matrizes, por
exemplo, onde o seu resultado definird o valor do campo magnético em cada no

do dominio, conforme proposto na Secao 3.6.

A Sec¢ao 3.7 define duas grandezas basicas para a comparagao entre métodos

e algoritmos proposta no Capitulo 4, a perda de retorno e o balango de energia.

3.2.
Funcdes Base e Funcgdes Teste

O M¢étodo de Galerkin preconiza que as fungdes base (N) utilizadas para
representar o comportamento da funcido desejada e as fungdes teste (W) sdo as

mesmas e estas possuem a seguinte relacao:

!

I
I

=

3.1

~.
N

A [13%:4)

onde w; € um vetor unitario, “n” € o nimero de nos de cada elemento e *j” refere-

[13%2]

se ao no onde a funcdo ¢ aplicada, sendo N; a fungdo base do ponto ™.

O campo magnético também pode ser expandido em termos da fungdo base

31
1.

N;i, valida em cada elemento e h; ¢ o valor do campo no né

ﬁ:iﬁ,.]vi 3.2

i=1

As fungdes interpoladoras utilizadas neste trabalho fazem parte da Familia

de Polindmios de Lagrange. Conforme podera ser observado na Secdo 3.4, estas
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fungdes possuem a propriedade de ter valor maximo nos pontos nodais em que
elas estdo associadas e valor nulo nos demais nés do elemento em questdao, ou
seja, para uma funcdo interpoladora linear, o seu valor crescerd até um maximo
em seu ponto nodal e depois decrescerd, linearmente, até o ponto nodal seguinte,

como mostra a figura a seguir [7]:

j-2 j-1 j j+1 j+2

Figura 3.2 - Funcao Interpoladora Nj.

A partir das defini¢des das fungdes teste e base pode-se reescrever a
Equacdo 2.32. Entretanto, deve-se notar que a primeira integral em coordenadas
cilindricas apresenta o termo p~, possuindo uma singularidade em p = 0. Como
proposto em [1], para evitar estas singularidades, as seguintes fungdes teste e a

seguinte representagdo discreta para o campo magnético serdo utilizadas:

w= \/;w' 3.3
H,=\lph, 3.4

H} =/ph} 3.5

Aplicando 3.1 e 3.2em 3.3, 3.4 ¢ 3.5, tem-se que a divisdo por \/; da

fun¢do original consegue evitar a singularidade do integrando e permite reescrever

a Equacao 2.32 como se segue. Ver Apéndice para maiores detalhes.
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3.6

3.3.
Mapeamento Isoparamétrico e Degenerativo

Para simplificar a resolucdo analitica das integrais da Equagdo 3.6 associada
a cada elemento da grade que discretiza a estrutura, utiliza-se a técnica do
mapeamento que consiste em mapear o elemento, triangular ou retangular, de um
sistema de coordenadas (z,p) em um elemento retangular no sistema de
coordenadas (u,v), pré-definindo o limite unitario para a integrag¢do das variaveis,
que ndo dependerdo da posi¢do do elemento no dominio original. Além desta
vantagem podem-se eliminar as integracdes que resultardo de termos com

expoente par, pois a integracdo entre —1 e +1 resulta em termos nulos.

DEGENERATIVO

=

¥

7 ISOPARAMETRICO

Figura 3.3 - Mapeamento Degenerativo X Isoparamétrico.
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A Figura 3.3 mostra dois tipos de mapeamento, um degenerativo onde um
triangulo ¢ mapeado em um outro sistema de coordenadas auxiliar (u.v) em uma
forma retangular [8] e um isoparamétrico onde um retdngulo ¢ mapeado em outro

sistema de coordenadas auxiliar (u,v) em outro retangulo [7].

Na Figura 3.3, no caso degenerativo, o ponto 3 no tridngulo se transformara
em dois pontos no dominio (u,v). No caso isoparamétrico isto ndo ocorre, cada
ponto tem somente um correspondente tanto em um sistema quanto em outro, €

um mapeamento biunivoco.

Para que as integrais na Equacgdo 3.6 possam ser calculadas no sistema de
coordenadas (u,v) € necessario, além da mudanca de varidveis nos limites de
integracdo, obter a relagdo entre os elementos infinitesimais de area fornecido

pelo Jacobiano J(z,p;u,v) da transformagao.

Como mostrado em [7], pode-se escrever a seguinte relacdo para o

mapeamento (z,p;u,v).

= 3.7

Usando a regra da cadeia para N(u,v) pode-se escrever:

N,=N.z,+N,p, 3.8

N,=N.z,+N,p, 3.9

O Jacobiano é definido como:

x e
J=|ou ov 3.10
op Op

ou v
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Observa-se que:

ovou = det|J|0p oz 3.11

Considerando o caso de um mapeamento isoparamétrico, as Equagdes 3.12
3.13 necessarias para a transformagdo das derivadas das fungdes base e teste do
sistema de coordenadas (z,p) no sistema de coordenadas (u,v), sdo possiveis de
serem obtidas pois o mapeamento ¢ biunivoco, cada ponto em um sistema

coordenado representa um Unico ponto no outro sistema.

N, =Nu_,+N, 3.12

N,=Nu,+Nyv, 3.13

Analisando o caso do mapeamento degenerativo ndo ¢ possivel obter-se
diretamente as derivadas N, e N,. Observando-se a Figura 3.3, a reta 34 no
retangulo do dominio (u,v) representa um unico ponto do sistema coordenado
(z,p), o ponto 3 do elemento triangular, fazendo com que o mapeamento de
(u,v;z,p) dado pelo sistema linear das fungdes g(z,p), Equagdes 3.7, tenha solucao

indeterminada.

Conforme proposto em [8], pode-se resolver este problema indiretamente.

Note que 3.12 e 3.13 podem ser escritas matricialmente como:

z vp

u. u
<N_,N, >:<NM,NV>{ p} 3.14
\%

Para realizar as integrais no sistema coordenado (u,v) € necessario

estabelecer a funcdo de transformagao ou mapeamento (p,z)—(u,v):
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(v, N]=[N. NPJLZ)” ;} 3.15

Conforme [8], a matriz quadrada de 3.15 ¢ a inversa da matriz quadrada da

Equacao 3.14, logo, pode-se reescrever aquela matriz quadrada da seguinte forma:

_l pv _Zv 316
J|-p, 2z .

Onde os valores da segunda matriz sdo facilmente calculados e pode-se
assim obter os valores das derivadas da Equagdo 3.6. no dominio (u,v) de modo
indireto. Este conhecimento sera utilizado na Se¢do 3.5, onde as integrais desta
equagao serao calculadas. As proximas subsegdes apresentardo como se efetua o

mapeamento dos elementos utilizados neste trabalho.

3.3.1.
Mapeamento de Elementos Triangulares

O mapeamento degenerativo (p,z) -> (u,v) mostrado na Figura 3.3 sera

expresso pelas seguintes equacdes bilineares [8]:

0 =B+ Bu+ pv+ Buv

Z, =y +oqu+a,v+osuy

3.17

A aplicagdao das equagdes 3.17 no mapeamento dos vértices do triangulo
(pi,zj) nos correspondentes vértices do quadrado (u;,vj) resulta nos seguintes

sistemas de equacdes lineares em termos das variaveis a € f3.
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P =B B =P+ P
Pr=PBy+ B =B B
pi=B+ B+ 5+ b
Ps = Po =P+ P = P

3.18

Z=0,—0, —Q,+a,
L=, —a,-a
2 0 1 2 3
3.19
=0, ta +a,+a,

=0, -+, —Q,
A resolugdo destes sistemas resulta em:

2p0,+p, + - 20— p —
B, = Ps 4101 P> "'ﬂlz_ﬂ3:%'.‘ﬁ2:W 3.20

2z.+z +z zZ, —Zz 2z, —z,—2
Q=12 rgq=-aq,=2"" rq=""122 3.21
4 4 4

Aplicando os resultados de 3.20 e 3.21 em 3.17 e de acordo com a Equagao

3.10, o Jacobiano ¢ dado por:

J=z,p,-2,p, =(1—v)al(,82 _ﬁl)_(l_v)ﬁl (az _al)

J=(1=v)(af, = o) = (1-v) E 3.22

3.3.2.
Mapeamento de Elementos Retangulares

No caso da utiliza¢do de grades com elementos retangulares, serd utilizada a
transformagdo linear (p,z) -> (u,v) para mapear os elementos retangulares em
elementos retangulares com dimensdes padronizadas que permitira a

simplificagcdo das expressdes resultantes das integrais da Equacao 3.6.
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3.3.2.1.
Retangulos com Equacgdes Lineares

Seguindo o procedimento feito anteriormente para o caso triangular e tendo
como base a Figura 3.3, podemos mapear aquele retangulo utilizando a Equagao

3.17 da seguinte forma:

p=p-B-5+p

pr=P+ B =B B 393
Py =P+ B+ 5+ B

Ps :ﬂo_ﬂl +ﬂ2_:63

zZ,=a,-a,—a, +a;

Z, = Q, +0£1 -0, — Q4 304

Zy =0, t O, + O, T O,

Zy =0, — 0, t 0, —Q,

Porém, como p; = pa, p3= p4, 21 = 74 € Z» = 73 pode-se fazer as seguintes

simplificagdes:
o =5-5 395
ps=PB+ 5,
zZ,=0,—0, 326
z,=a,+aq '
O que leva aos seguintes resultados:
PtPs . : Py— P
py=——" . p=-p=0.p="1 3.27
2 2
zZ,+z z,—z
0‘0:% aI:% Lay=a,=0 3.28
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Logo, aplicando os resultados de 3.27 e 3.28 em 3.17 e de acordo com a

Equagao 3.10, o Jacobiano ¢ dado por:

J:Zupv_zvpu :alﬁZ_O

3.29
J= alﬂz

Este resultado para o Jacobiano ¢ bastante interessante, principalmente
quando se aumenta a ordem das fungdes interpoladoras, pois o trabalho de
integracdo ¢ reduzido a metade, pois o nimero de termos do Jacobiano foi
reduzido de dois para apenas um Unico termo com a utilizagdo de vértices com

angulos retos.

3.3.2.2.
Retangulos com Equacgdes Quadraticas

Tendo como base a Figura 3.4, podemos mapear aquele retangulo utilizando

também as Equagdes 3.17 da seguinte forma:

P =Py Ps = Po =P+ P, = P

Py = Po+ P = P = Py p=B =P

Py =P+ B Py =Py =B =B+ b 3.30
Py =P+ B+ B+ b Py =P -5

Ps =Py + 5,

zZ, =, Z6=050—051+0{2—053

Zz=0{0+0{1—0!2—a3 =0,

zZ, =0, +a, Zg=a,—o, —a, +a, 3.31
Z4:050+051+0£2+0{3 Zy =Q, -,

Zs =Q, +a,
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L 3

s A Z; 1z

Figura 3.4 - Mapeamento Isoparamétrico Quadratico para Retangulos

POI'él’l’l, como P1= P3= P7, P5= P4~ P6s P9~ P2= P8, Z1 = Z5= Z9, Z3= Z4= 73 C

77= 76 = 73, pode-se fazer as seguintes simplificacdes:

=P,

ps =Py + b 3.32
Py =Py— b5

z,=aq,

z, =, +a 3.33
=0, —q

O que leva aos seguintes resultados:

By=p - B==B=0"p=ps—p 3.34

ay,=z, S.a,=z,—z ay=a,=0 3.35

Logo, aplicando os resultados de 3.34 e 3.35 em 3.17 e de acordo com a

Equacao 3.10, o Jacobiano sera dado por:
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J:Zupv_zvpu :alﬁZ _0
J=ao,5

3.36

O que nos leva a mesma conclusdo do item anterior.

3.3.2.3.
Retangulos com Equacdes Cubicas

Seguindo o mesmo procedimento adotado nas subsegdes anteriores e

aplicando-o a Figura 3.5, abaixo:

F Y
I v
+1
P13 4 W3 W2 T
P4 -
P >
1
B
. :
7 -
Figura 3.5 - Mapeamento [soparamétrico Ctibico para Retangulos
Obtém-se os seguintes resultados:
PuTths . . P4~ Ps
p=Luls . p_p=0.p ="t 3.37
2 2
Z,+z Ze—Z
Q=" =2 rag=a,=0 3.38
2 2
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Logo, aplicando os resultados de 3.37 e 3.38 em 3.17 e de acordo com a

Equagao 3.10, o Jacobiano serd dado por:

J:Zupv_zvpu :alﬁZ_O
J=0{1,B2

3.39

O que nos leva as mesmas conclusdes da subsecao anterior. Na proxima
secdo serdo definidas as funcdes base utilizando os Polindmios de Lagrange
definidos no espago (u,v) para que se possa iniciar o calculo das integrais da

Equagdo 3.6.

3.4.
Polinbmios de Lagrange

As fungdes base a serem utilizadas neste trabalho serdo os polindmios de
Lagrange definidos no espago (u,v) e mapeados no dominio (zp). Estes

polindmios sdo expressos pela equagdo abaixo, conforme encontrado em [8]:

[" ™ (u) = —— 3.40
M (a1,
b#a

O indice “a” designa o n6 associado a defini¢cdo da funcdo e “b” os outros
nods do eixo analisado. O expoente da fungdo “I” ¢ a ordem do polindmio usado,
sendo n,, 0 nimero de pontos do elemento no eixo coordenado. Entdo, segue um
exemplo para o caso de um eixo coordenado com um elemento linear delimitado
por trés pontos, o que gerara, conforme a equagdo anterior, uma fungdo

interpoladora quadratica, n,,-1=2, n,, =3:
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1 2
. . L
1 0

~@w
¥

u

Figura 3.6 - Elemento unidimensional com Trés Nos

A Equacdo 3.40 aplicada a Figura 3.6 gera as seguintes fungdes forma,

abaixo:

(
p— EZZ__”;3)=1—MZ 3.41
)= ) - )

E estas fungdes possuem a seguinte variacao ao longo do eixo u:

Figura 3.7 - Fun¢des Forma Unidimensionais

Note que estas funcdes t€m a caracteristica de possuir valor maximo unitario
para o ponto a ela associada e valor nulo para os outros nos do elemento, sendo
que ela ndo ¢ necessariamente nula entre estes pontos. Para o caso bidimensional,

461”

a fungdo base “N” serd o produtoério das fungdes de cada eixo coordenado. A
partir destas definicdes pode-se iniciar a montagem de todas as fungdes base

utilizadas neste estudo as quais serdo expressas nas proximas subsecoes.
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3.4.1.
Caso Bidimensional para Elementos Triangulares

Utilizando-se como base a Figura 3.3, observa-se que um tridngulo esta
sendo mapeado em um retangulo, onde o ponto ‘3’ estd sendo mapeado nos
pontos ‘3’ e ‘4’ do retangulo. Como se tem cada lado do triangulo apenas com
dois nos, as fungdes interpoladoras utilizadas serdo as fung¢des lineares. Aplicando

a Equac¢ao 3.40 a coordenada ‘u’ obtém-se para o retangulo as seguintes fungdes:

3.42

Aplicando a Equacdo 3.40 a coordenada ‘v’ obtém-se para o retangulo as

seguintes fungdes:

3.43

Como o elemento ¢ bidimensional, basta fazer o produtério das fungdes I’
das Equacdes 3.42 e 3.43 para cada ponto e eixo, denotando as seguintes fungdes

base:

N =1 () (v) =222 L) (1-v) 3.44

N =1 ()l (v) =T§=i(1+u)(1_v) 3.45
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Note que os pontos ‘3’ e ‘4’ sdo somente um nd no sistema de coordenadas
(z,p) e portanto a variagdo para v = +1 em u ndo existe, isto €, sera sempre um,

denotando a seguinte equagao:

_1—ul+v+1+u1+v_
2 2 2 2

Ny+ Ny =1 (u)l (v)+L (u) (v) 1 3.46

Logo o valor de ‘u’ nestes pontos pode ser desconsiderado, este ¢ o caso do

mapeamento degenerado, sendo assim tem-se que:

1
N'+N! =% 3.47

Em termos computacionais podem-se fazer as seguintes simplificagdes, para

‘a’ sendo um ponto qualquer do triangulo:

N! :l(lJrsu)(l—v),sendo{sz_lpama:1 3.48
4 s=+lparaa=2

a

1
N! :5(1+v),send0paraa=3 3.49

3.4.2.
Caso Bidimensional para Elementos Retangulares

Esta subsecao trabalhara as equagdes forma lineares, quadraticas e cubicas
para os elementos retangulares mapeados na Subsecao 3.3.2, utilizando como base

a Equacdo 3.40.
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3.4.2.1.
Equacdes Base Lineares para Elementos Retangulares

Seguindo o mesmo procedimento da Subsecdo 3.4.1 chega-se as mesmas
Equagdes 3.42 e 3.43, como agora nao ha degeneracao, pois o mapeamento ¢é
isoparamétrico, obtém-se todas as equagdes forma para o caso retangular linear
pela multiplicacdo no ponto das equagdes ‘I’ referentes a cada eixo coordenado.

Sendo assim, as fung¢des de interpolagdo sdo dadas pelas fungdes abaixo:

N =1'(u)l! (v)zl;ul_Tv:i(l—u)(l—v) 3.50
Ny =1 () (v) = = (1) (1) 351
Ny =B (u) ()= = (1) (1+) 3.52
Ny =1 ()1} (v) =S5 = (1=u)(1+) 3.53

Note que as Equagdes 3.44 e 3.45 sdo idénticas as fungdes 3.50 e 3.51, elas
foram reescritas com o objetivo de facilitar a visualizacdo de uma simplificagdo
que ¢ capaz de diminuir o trabalho de resolugdo das integrais da Equagao 3.6 a
1/10 do que seria necessario, pois sera executada uma unificacdo destas funcdes

da seguinte forma:

Ponto | s | p

1 -1-1

N! zl(1+su)(1+pv), onde 2 | +1 -1 3.54
4 3 +1 | +1
4 |1+
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3.4.2.2.
Equacbes Base Quadraticas para Elementos Retangulares

No caso das fungdes quadraticas mostrar-se-a aqui somente a elaboracio das
fungdes ‘I’ para o eixo ‘v’, seguindo a mesma Figura 3.6, porém tendo o cuidado

de trocar o eixo ‘u’ pelo ‘v’ tem-se que:

5 3 (v—vz)(v—v3) B (v—O)(v—l) _1

A0 i e v R e e A >33
2rN L (v=y)(v—mw) _(v+1)(v—1)_ 5

S0 A s o (PR I 3:56
5 3 (v—vl)(v—vz) _(v+1)(v—0)_1

0= o) e 2 Y 37

Aplicando o produto das fungdes ‘I’ de cada eixo em cada ponto especifico

da Figura 3.4, ter-se-a o seguinte conjunto com nove fungdes base:

NS2 2122 (u)l32 (v):%(l—uz)(v+v2) 3.58
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N =17 (u)l} (v)zi(u—uz)(v—vz)

N =B ()1 (v) == (10 ) (v

As integrais da Equagdo 3.6 podem ser resolvidas utilizando o conjunto de
Equacdes 3.58, mas isto seria muito trabalhoso. Visando diminuir este tempo de
resolucdo, abaixo esta apresentada uma unica funcdo que € capaz de descrever

todas as outras nove fungdes base, bastando para tanto, atentar para a Tabela 3.1:
N’ :k(um+su2)(v"+pv2) 3.59

Na funcdo acima o subscrito ‘a’ indica o ponto do elemento para onde a
fun¢do interpoladora ¢ méxima como visto anteriormente, estas funcdes sao
maximas para o n6 onde foram elaboradas e zero para todo o restante, sendo que
entre estes pontos ela ndo ¢ necessariamente nula. Os sobrescritos ‘m’ € ‘n’ e as
constantes ‘s’ e ‘p’ variam de acordo com a localizacdo deste ponto como pode

ser observado na tabela abaixo:

[a—
—
|
[
|
[
S
e

O
|
=
(9]
|
p—
|
p—
S
p—

Tabela 3.1 — Constantes para Fun¢des Quadraticas
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Logo, ¢ possivel se obter todas as nove fungdes listadas no conjunto de

Equagdes 3.58 aplicando-se a metodologia acima.

3.4.2.3.
Funcdes Base Cubicas para Elementos Retangulares

Estas funcdes conseguem acompanhar grandes variagdes da varidvel em
estudo e de uma forma geral, quanto maior a ordem do polindmio interpolador
maior sera a sua capacidade de acompanhar variacdes da varidvel interpolada.
Seguindo a metodologia adotada nas subsecOes anteriores, chega-se facilmente

nestas fun¢des forma, mas para facilitar o entendimento, observe a figura abaixo:

—@ o e ®—»
-1 143 +1/3 1 u

Figura 3.8 - Elemento Unidimensional com Quatro Nos

Note que ela foi preparada como se houvesse um segundo eixo ‘v’ passando
perpendicularmente ao eixo ‘u’ entre os nés que apresentam valor +1/3 e —1/3 e ai
comega a fazer sentido estes valores quebrados. Na verdade, a Figura 3.8 pode ser
entendida como sendo um pedago da Figura 3.5, onde seus pontos sdo as sombras
dos pontos acima e abaixo deste eixo se fosse possivel colocar uma lanterna
perpendicular a este eixo, mas contida no plano que contém aqueles nos. Quando,
as fungdes forma para este eixo forem elaboradas € sO repetir este procedimento
para o eixo ‘v’ e fazer a multiplica¢ao destas fungdes para cada no6 para se definir
as funcdes base para o caso bidimensional, como nas subseg¢des anteriores.

Aplicando a Equacao 3.40 nos pontos da Figura 3.8, tém-se as seguintes fungdes:

sy (wry3)(u-13)(u-1) 9 )
Po(u)= ERDEEEEEN —E(u—l)(u ~-1/9) 3.60
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3 B (u+1)(u—-1/3)(u—-1) 27 5

B =) -13-13) 1o 16V ol
\ () (ur13)(u-1) 27
11/3(”)_(1/3+1)(1/3+1/3)(1/3—1) e ) 362
p () L D U3)(u-13) 9 = (u+1)(u? ~1/9) 3.63

(LD (1+1Y3)(1-1/3) 16

Utilizando o mesmo processo para o eixo ‘v’, tém-se as seguintes fungdes:

(v+13)(v=1/3)(v=1) 9

Zsl(v):(—1+1/3)(—1—1/3)(—1—1) (D0 Y) 04
; B (v+1)(v—1/3)(v—l) 27
Z“/S(V)_(—1/3+1)(—1/3—1/3)(—1/3—1) 161 -) 303
s oy (ve)(v+13)(v-1) 27
1“M_(1/3+1)(1/3+1/3)(1/3—1) VA0 36
A )_(v+1)(v+1/3)(v—1/3) 9 2 vy (v -1y9) 167

- (1) (1+1/3)(1-1/3) 16

Agora, ¢ s6 multiplicar as equagdes referentes a cada ponto da Figura 3.5,
em ambos os eixos coordenados para se obter as fungdes base ctbicas para o caso
bidimensional, conforme descrito abaixo, conseguindo-se o seguinte conjunto de

dezesseis funcdes interpoladoras:

N =L )l (v) = {22(1,, 1/3)(u? )}[%@-1/3)(&-1)} 3.68

=1, () = {——6(1/[ 1/3)(u’ )Hf;(v 1/3)(v* —1)} 3.69
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B 0= | <2 1/3) (1)

:[—f—z(v 1/3)(v’ 1)}

N =L, w)l,(v) = { (u—1/3)( 1)]—2—7@ 1/3)(v’ 1)}

16

N =0 ()l (v) = [—%(u ~1)(u’ —1/9):‘:—%(\/—1)(\}2 —1/9)}

N2 = )2, ()= 2o u-1/3) (1)

N =F 27

08, (0)=| = 3)

N =F(u)l,(v) = [%(u ~1)(’ _1/9)}[_%(%1)@2 _1/9):

M= ) ()= 1) (7 -19)

N = () (v) = {%(u—l)(uz—lm)}

M=) (0) = et - 19) |

27

M= ()8 ()= =22 (- 3) (a1

Ny =L (u)f (v) [ (u- 1/3 u 1

N, =L (u)l (v :{——u 1 u’ 1/9 ”

Ny = (u) Ly (v ):{—%(u—l)(uz—lﬁ

} %(V—l)(vz —1/9)}

)[-20-102-v9)]

ﬁg (u—1/3)(s’ 1)_

:—f—g(u 1/3)(u’ 1)}
0 (v-1)(’ —1/9)}
)}{196(%1)(# —1/9)}

|:u1u1/9

)
}_9@ 1)(v’ 1/9)_

27

)[—E(u 1/3)(’ 1)

|

N3 = () (v) = [ 196(u-1)(u2_1/9)}ﬁ2(u V3)(u 1)}

54

3.70

3.71

3.72

3.73

3.74

3.75

3.76

3.77

3.78

3.79

3.80

3.81

3.82

3.83
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Note que estas ultimas dezesseis fungdes possuem muitos termos em
comum, entdo, visando diminuir o trabalho com a resolu¢do de dezenas de
integrais que a Equacdo 3.6 geraria, foi elaborada uma tUnica fungdo, descrita
abaixo, capaz de representar todas as fungdes citadas acima, bastando que se

atente para a Tabela 3.2:

kk

3 _ MYy

0 =7sg (u3 +su’ + pu +s1pl)(v3 +5,0° +p2v+s2p2) 3.84

Observe, na tabela a seguir, que para cada n6 as constantes ‘k’, ‘s’ e ‘p’
variam de forma a se obter todas as dezesseis funcdes base conforme se varia o no

observado.

I
| | | | |
Oxlml-blw:l\)“—‘ 5

Tabela 3.2 — Constantes para Fung¢des Cubicas
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3.5.
Calculo das Integrais

A Equagdo 3.6 possui sete integrais, sendo que somente seis integragcdes sao
diferentes entre si quanto ao formato da equacdo. Entrar-se-4 no estudo da
resolu¢do destas integrais para os elementos triangulares com fungdes base
lineares e para os elementos retangulares com fungdes base lineares, quadraticas e

cubicas.

3.5.1.
Integrais para os Elementos Triangulares

Utilizando-se as funcdes base lineares elaboradas na Subsecao 3.4.1,

observe que ha, somente, duas func¢des diferentes e considerando-se que:

Nl.:%(l+v) . N,=0 .. N, = 3.85

N:i(1+su)(1—v) o N, :i(l—v) 5. N, :—%(1+su) 3.86

J

Aplicando-se a relagdo 3.12 e 3.13 e, subsidiariamente, as Equagdes 3.16 ¢

3.22, tem-se que:

N, =N,u, +N,v, = —zﬂ—)? 3.87
N =N u +N.y =%
ip = NVally + wYp _E 3.88

3.89

3.90
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Decompondo-se a Equacdo 3.6 em suas integrais, obtém-se os seguintes

resultados:

op Op

ON, ~ON,
I~ N0 T e =
o 0z Oz

Parai=j:

:%f{ﬁg _I_ﬂzz +2ﬁ12 _2ﬂ0ﬁ2 j+%12[a2 _i_az2 +20{12 _20[00[2] 391

3

Parai#j:

0 3

=_/31(2ﬁ2+ﬂ1)(,32+ﬂ22+2/312—2,50,32

2F 3

ON . .
JIFP[M - +Njﬂﬂdpdz=
ol 2 op op

Parai=j:
= 21800{1
Parai#j:

_ _%(m2 By -+, —sa3,)

JI[%N[Nj}dpdz=
Q
Parai=j:

_3E
2

(20, +a) o2t a; +2a —2a,a,
2E ’ 3
3.92

3.93

3.94

3.95
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Parai#j:
3E
== 3.96
4
—H pzNiN/dpdz =
: .
Parai=j:
2 2 2
(28 28 38 4B.B, 107
3 15 45 15
Parai#j:
-F ,3_()2+ﬂ_22+8,312 25,5, +4Sﬂoﬂ1 +4Sﬁ1ﬁ2 3.98
3 15 45 15 15 45

Para o caso das integrais de linha, observe que a derivada de p ¢ dependente
da derivada de ‘v’ mais a derivada de ‘u’, entdo nestes casos, utilizar-se-a as

funcdes base no sistema de coordenadas globais mesmo.

As fungdes base devem ser polindmios completos, conforme ja mencionado
antes, estes polindmios sdo construidos com base na Triangulo de Pascal descrito

abaixo:

Figura 3.9 — Triangulo de Pascal para um Monomio Completo de Grau P [7].
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Logo, para se ter uma funcao linear ¢ necessario somente se ter até¢ P = 1, ou

seja:

0, paraa #b
A.p,+Bz, +C, = 3.99
I, paraa=>b

Entao ha trés possibilidades para as constantes A, B e C, visto que ha trés
nods no tridngulo linear, uma para cada ponto onde a fungdo serd maxima. Assim,

para o ponto ‘1’ da Figura 3.3, tém-se que:

Ap +Bz+C =1
Ap,+Bz,+C =0 3.100
Ap;+Bz,+C =0

Resolvendo o sistema de equagdes lineares, 3.100, encontra-se:

y (22_23) . B (p3_p2) - C (23102_22/03)
28, ‘ 28, 3.101

O termo 28S; é duas vezes a area do tridngulo tido como elemento. Abaixo
seguem os resultados quando se resolve o sistema de Equagdes 3.99 para os

pontos ‘2’ e ‘3’°, respectivamente:

A, —@ .. B = (,01 _p3) LC = (le3 _Zsp1)
28, 28, 28, 3.102

25, :(23_21)(,02 —p3)+(22 _23)(,01 _ps)
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A = (Zz _Zl) & B = (p1 _pz) LG = (21/02 _Zzpl)

28, 28, 28, 3.103
28, :(Zz _Zl)(pZ _p3)+(22 _Z3)(pl _pz)

Com estes resultados podem-se resolver as integrais de linha abaixo como

se segue:
J P’NN,dp=
I'n
Parai=j:
5 4 37|Ps
= [Af % +4,(Bz+C, )% +(B'Z* +BCz+C] )%} 3.104
P
Parai#j:
o’ o' o "
2
= {Al.Aj S (4Bz+AC,+A,Bz+AC, )T +(BB,z* +BCz+B,Cz+CC, )?}
Pa
3.105
Como a excitagdo ¢ o modo fundamental TEM, tem-se que:
) —Jkz
hy = 3.106
np
Logo, resolvendo a integral abaixo:
3.107

% % p,/f
—jkz
3
P,

[Hp"*Ndp= 3[/1]. £ (Bz+C))P—
i nod

a
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Com estes resultados, todas as integrais estdo resolvidas para este elemento

triangular e fungdes base lineares.

3.5.2.
Integrais para os Elementos Retangulares

Nesta parte, serdo solucionadas as mesmas integrais anteriores para

elementos retangulares com fungdes base lineares, quadraticas e cubicas.

3.5.2.1.
Elementos Retangulares com Func¢des Base Lineares

Seguindo a mesma linha de raciocinio da subsecdo anterior, s6 que com
duas diferencas fundamentais, s6 ¢ necessario resolver uma unica fungdo por
integral, a 3.54, e o Jacobiano s6 possui um termo, conforme a Equagdo 3.29; o
que nos leva a uma resolucao mais rapida e simplificada das integrais da Equagao

3.6. Sendo assim, temos primeiramente que:

N, :%(l+su) 3.108
sp
N, =2 3.109
=5y )

Decompondo-se a Equacdo 3.6 em suas integrais, obtém-se os seguintes

resultados:

dpdz =

2 aNz‘ 8N/' 6Ni aNj
I}~ -+
S 0z 0z Op Op

| I |

1 5,8 2] B 2 B B
:E{pIPZaIZ |:1+%:||:ﬂ02 +T2_ +S1S2ﬁ22 |:ﬁ02 +pp, TO"'Eﬁoﬁz (pl +p2)+?2+p1pz ?2

3.110

)
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ON . .
J.J. 3p N, ‘/+N.ﬂ dpdz =
2 op ' op

Q
3a S, 2
=244 5% {ﬂo(pl+P2)+_P1Pzﬂz} 3111
8 3 3
9
”[—NiNj}dpdz:
HE
A UL 2y 2% 3.112
16 3 3
—H pP*N.N d pdz =
Q
=i{1+slsz} B+ o 22 g (o )+ B pp B 3.113
4 3 0 172 3 3 0/72 1 2 3 172 5
jNiijzdp:
I'n
sy 27| o2 B 2 B B
=§[l+(sl+sz)u+slszu 1| 4 +p1p27+§ﬂoﬂz(l%+Pz)+7+P1Pz?

3.114

Observe que na integral de linha acima, ja se pdde utilizar a facilidade da

integracdo no espago (u,v), 0 que ndo ocorreu na se¢ao anterior, pois aqui

dp=pdv sendo possivel a integragcdo. Para o caso da ultima integracao isto ja
ndo ¢ possivel e tem-se que recorrer ao processo de integracdo em coordenadas
globais mesmo, sendo que como se tem quatro nds no elemento a funcio base
utilizada deverd ter também quatro termos, ou seja, o Triangulo de Pascal da
Figura 3.9 continua valendo como condigdo minima, pois para haver

convergéncia, quando se aumenta a resolucdo da malha, precisa-se de fungdes

|
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base completas. Neste caso estamos utilizando os Polindmios de Lagrange para

fung¢des lineares:

0, paraa #b
Ap,+Bz, +C pz,+D, = 3.115
L, paraa=>b

Como definido na subsecao anterior, pode-se montar um sistema com quatro
equacgdes e buscar os resultados para as constantes A, B, C e D, para cada ponto
onde a fun¢do ¢ maxima, ou seja, o sistema devera ser resolvido quatro vezes.
Este trabalho pode ser diminuido se forem utilizadas algumas facilidades de
programacao do Fortran como as suas funcdes internas para resolugdo de sistemas
lineares, entdo, utilizando-se desta facilidade sera mostrado aqui, somente a

resolugdo da integral, conforme segue na pagina seguinte:

J’hipyzdep:
r1
% n]”
_2 (4,+C2)2—+(Bz+D,)2—| & 3.116
77 4 5 J J 3
P
3.5.2.2.

Elementos Retangulares com Fun¢fes Base Quadraticas

Seguindo a mesma linha de raciocinio da subse¢dao anterior, e utilizando
como base as Equacdes 3.36 e 3.59, as integrais da Equacdo 3.6 podem ser
resolvidas para funcdes base quadraticas. Mas antes disso, note que a
simplificagdo feita para os elementos retangulares, considerando que os angulos
internos sao retos, e a utilizagdo de uma tunica funcdo para representar todas as
nove fungdes base foi capaz de reduzir o trabalho de resolucdo destas integrais em

dezoito vezes. Sendo assim, tem-se primeiramente que:
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sz%(u’”+su2)(n+2pv) 3.117
sz%(m+2su)(v”+pv2) 3.118
Sabendo que:

my+my+1 3+m, 3+my 5 u=tl
u u u u
V.= +5 +5, +5,8, — 3.119
m, +m, +1 3+m, 3+m, 5
u=-1
V”l‘*‘”z +1 vnz +3 m+3 VS v=tl
7, = +p, + D, +pD 3.120
n+n,+1 n,+3 n+3 5

Decompondo-se a Equacdo 3.6 em suas integrais, obtém-se os seguintes

resultados:

2k k 4 4 nn, 4
_ <K 2{7/0!12[ (]Z(nlnz_i_ plpzj_'_ Bos (n1p2+nzp1)+/822( 132+ pslpzj}_i_

4SS vnl+n2+2 vn2+4 vnl+4

2 1°2 2

+0; | mm, + By, +| 28,8 + + +
2( T3 H o7y { 0 2(n1+n2+2 pln2+4 p2n1+4

3.121

n+n,+3 ny+5 m+5 6
+5; +p———+p, D
n +n,+3 n,+5 n +5 6
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ON :
J.J. 3p N, ‘/+N.ﬂ dpdz =
2 op 70

0 P
3k1k2 nzvn1+] v} an+2 n v17|+2 an+3
=— +n — 4 2 - |+ 2 + 2 +

) 17u{|:ﬂo[nl+l 2P 3 pzn1+2 B, 42 p2n1+3

5 ny+1 3 ny+2 ny+2 ny+3
A% nyvy A% \% nyv \%
+2 — |+ - +np,—+2p —— |+ ! +2 +
plpzsj 'Bo(n2+l W27 p1n2+2J ﬁz(n2+2 A

v=+1

5
+2p, 1, v—ﬂ 3.122

5 v=—1

9 Ok k,J
”{—NiNj}ddeZLyuyv 3.123
S L4 4
—” P*N.N d pdz =
Q
n+ny+2 ny+4 n+4
% v %
=—kk,J v+ 2 + + +
15207 {ﬂo]@ { ﬂoﬂz[nl 42 P " +4 P> n1+4}
v=+1
5 n+n,+3 ny+5 vn,+5 V6 3 124
+ + + + — .
% n +n,+3 P n,+5 p2n1+5 b 6 .
Para a integral de linha abaixo, ‘u” = -1 ou +1 dependendo se a porta
avaliada ¢ a de entrada ou saida respectivamente, e definindo que:

TR uttm uttm u’ u=-1 para porta de entrada

Vi = +5, +5, + 5,8, —, sendo .
e om+my+1 3+m, 3+m, 5 u=+1 para porta de saida

3.125
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jNiijzdp=

I'n

ny+n,+2
vl 2

= _klkZJﬁzyul"n {ﬂ()zyv + |:2ﬂ0182 [ +p

vnl+4
+p, +
n+n,+2 n,+4 n +4

v=+1

m+ny+3 ny+5 m+5 6
+ﬂ§( . PPy~ +p1pzv—ﬂ 3126

1
n+n,+3 n,+5 n +5 6

v=-1

Para a ultima integral de linha na préxima pégina, foi utilizado o polindmio
obtido pelo Triangulo de Pascal em coordenadas globais, para P = 2, conforme

segue abaixo:

2 2 2 2 2 2 0, paraa+b
A.p, + Bz, +C.p,z, +D,pyz, + E 2, p, + F,p,2, +G,p, + H,z, + 1, =
1, paraa=>b

3.127

Onde ‘a’ ¢ o no para onde a funcdo esta sendo elaborada e ‘b’ € outro nd
dentro do elemento avaliado. A fun¢dao acima, define um sistema de nove
equacdes para cada um dos nove nds internos ao elemento e estas geram nove
valores, que podem ser diferentes entre si, para cada constante A, B, C, D, E, F, G,
H e I. Para se resolver estes sistemas torna-se muito mais critica a utilizagao das
funcdes internas do Fortran, pois o tempo para a sua resolucdo, sem esta

facilidade, é muito elevado. Sendo assim, segue a resolugdo da integral de linha

abaixo:
J.hi,Omde,O:
I'1
% % % Pp
_2 (Aa +C,z° +Daz)'0—+(Eaz2 +FaZ+Ga)p—+(Ba22 +Haz+1)'0— e /b
n 7 5 3

Pa

3.128
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3.5.2.3.
Elementos Retangulares com Funcdes Base Cubicas

Utilizando como base as Equagdes 3.39 e 3.84, as integrais da Equacao 3.6
podem ser resolvidas para fungdes base cubicas. Aplicando-se a relagdo 3.12 e

3.13 e, subsidiariamente, as fungdes 3.16 e 3.22, para as fun¢des ctbicas, tem-se

que:
s ki, 3 2
N = 256(3u +2s,u +p1)(v +5,v +p2V+S2p2) 3.129
N’ :%(Lf+Slu2+plu+s1pl)(3v2+2szv +p2) 3.130
b 256
Decompondo-se a Equacdo 3.6 em suas integrais, obtém-se os seguintes
resultados:

_ON, ON,
[ [ L 2 e
S 0z 0z Op Op

Ak k,kk, 4 1 p,+s,s,+p
YN {ﬁ2|: p1+3ssg+p3+p1p3}{ﬂ§ (f%ﬂzsm‘pﬁ
" $,84P4 + Dy Py +5,5,D, +28.8 S, + S4 Szpz T DSy T80, +5,Dy n S, PaP> n

S4p34p2 j_l_ B (l_l_ P, +327S4 z 4 52%4P> + p25p4 T 5,8,P4 4 54524 Py j} +a! {14_

n Pyt 885+ D + 8,833 + PP+ 8,853 P;
5 3

+2ﬂ0ﬁ2[6s2+6s4+2s2p4+2p2s4j ,82(9 3p2+4s254+3p4 pzMH}

4
+5153p1p3}{,60 ( +p, 3 8,84+ D, +pzp4j

5 3 5 3
3.131
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v o

ok k. k.k 1 py+ss,+p,  S8p,+ P ps+S58,p 3s, +2s
— 1234a1|:_+3 173 l+133 1473 131+S1S3p1p3 ﬂo 2 4+

256° 7 5 3 5

3s,p, +2s,p, +S,p 3 3p+2ss+p ssp+pp
+ 2172 4172 24+S2p2p4 +ﬂ2 2 244 4 254172 2174

3 5 3
3.132
9
”[—Nizvj}dpdz =
4
ot
_ 9k1k2k32k4*] {14_ P58t Py iS50 DDy T 85,85D) 5,5, P,Ps {l_i_ Pyt S8t Dy |
256 7 5 3 7 5
5254 Pa p23]94 T $)85,P> +S2S4p2p4:| 3133
—” P*N.N d pdz =
o

4kkkkJ +5,8; + §,8. P, + +5,8 1
_ {7+P3 3 p1+ 15303 T PP 13p1+S1S3p1p3}{ﬂ02(—+

256° 5 3
D, +S8,85,+p $,8, Dy + PoPy+ 8,8, P S8y, 5P, % PoS
2V TPy g pop, + 2 LA T PP TSNP | g g | 52T | P TP
5 3 5
S, P4+ 84Dy +S2p4p2 +S4P4P2J+ﬂ22 (l+p2+S2S4+p4 +S2S4p2+p2p4+S2S4p4
5 3 3 9 7 5
+&%%&H 3134

Para a integral de linha a seguir, ‘u’ = -1 ou +1 dependendo se a integral esta

sendo calculada sobre a porta de entrada ou de saida respectivamente:

[ NN prdp=

I'n
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| 2kkkk,J

T [ué+u5(s3+sl)+u4(p3+sls3+p])+u3(s3p3+s3pl+S]p3+s1p1)+

2 2 1
tu (P1p3 + 8,5, +Sls3p1)+u(p153p3 +p1S1p3)+S1p1S3p3] i 7+S2S4p4p2 +

D, +S2584 +p, n S,84 Py T p23p4 +5,85,P, J+ 28,5, (Sz 47'54 n SPsPs ;Ls4p4p2 n stpz n

4 P25 T 5,04 +5,P4 + B l+ Dy + 5,84 + Dy 4 525D T DDy +5,5,P4 4 5452P4 Py
5 9 7 5 3
3.135

Para a tltima integral de linha, foram utilizados os Polindmios de Lagrange
em coordenadas globais, seguindo o Triangulo de Pascal para P=3 exposto na

Figura 3.9, entdo segue abaixo o polindmio utilizado:

A,p,+B.z, +C,piz +D,pyz; +Ezy p, + Fophz, + Gz, p, + H p) + 1,2, +
+U,pp2, +L,pyz, + M 2, p,+ N, p,2, + O, p, + P2, + O, = 1,0, + 7,00 + V3P +

0, paraa #b
—+ =
Vs I, paraa=>b

3.136

Onde ‘a’ ¢ o nd para onde a fungdo estd sendo elaborada e ‘b’ ¢ outro nd
dentro do elemento avaliado. A fun¢ao acima, define um sistema com dezesseis
equagdes lineares para cada um dos dezesseis nds internos ao elemento, e estas
geram dezesseis valores, que podem ser diferentes entre si, para cada constante A,
B,C,D,E,F,G,H, I, U, L, M, N, O, Pe Q. Para se resolver estes sistemas torna-
se ainda mais critica a utilizagdo da biblioteca de fun¢des internas do Fortran, pois
0 tempo para a sua resolucdo ¢ muito elevado. Sendo assim, segue na pagina

seguinte, a resolucdo da ultima integral:

Ihip3/2N/-d,0:

I'1
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==\ nT—trp, Yt —t, e 3.137

7,=A+Cz + Dz’ + Fz
7y, =H+EZ +Uz’ + Lz

Onde: 3.138
7, =0+Gz’ + Mz’ + Nz

=Q+BZ +1I2°+ Pz

Conforme pode ser observado nas Secdes 2.5 e 2.6, a diferenga entre as
Equacdes 2.32 € 2.37 € que se perdeu uma integral de linha para a porta de entrada
e a equacdo do lado esquerdo foi dividida por dois. Logo, para a formulagao que
utiliza corrente magnética na porta de entrada, se aplicam as Equagdes 3.131,
3.132, 3.133, 3.134, 3.135, 3.136 para a porta de saida e 3.137, sendo que para
esta ultima equagdo deve-se lembrar que quando for aplica-la ao sistema linear
este terd o lado esquerdo dividido por dois em relagdo a Equacdo 3.6, conforme

segue abaixo:

Co - ON . _ON. ON
27zZ:Z:hiw.J'_|'J.i o’ ON, ’+8N’ / +§p N—L+N — N, +9NN d pdz
I e 0z 0z Op op ) 2 op Top) 4

—ZﬂZZkg,urh,wj m,o N;N,d pdz +272'ZZ \/_

—27ZZ:\/j

3.139

Na proxima se¢do sera discutido como se solucionam os sistemas de

equacgdes lineares que as Equagdo 3.6 e 3.139 definem.
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3.6.
Montagem e Solucao de Sistemas Lineares

Pode ser observado nas Equagdes 3.6 e 3.139 que ¢ facilmente definido um
sistema linear, onde no lado esquerdo de cada uma destas equagdes esta a variavel
incdgnita, no caso o campo magnético, e do lado direito a varidvel conhecida, no
caso o campo magnético na porta de entrada, que pode ser resolvido

matricialmente, com seguinte formato abaixo:

Ax=B 3.140

Primeiramente, deve-se notar que os elementos que dividem um dominio
possuem nos e que estes podem pertencer a mais de um elemento, conforme a

figura abaixo:

o

| 24 27 20 a3
18 20 23 Pl 29 32
3 g 9 12 15 17 149 22 25 28 3
2 5 B 11 14 16
1 4 7 10 13

Figura 3.10 — Dominio dividido em elementos triangulares.

Observe o ponto 5, ele pertence a seis elementos diferentes, sendo que um
destes pertencem a porta de entrada. Entdo, poder-se-ia pensar em montar um
sistema matricial que envolvesse todos os pontos destes seis elementos de forma
que a solucao para o campo magnético neste caso ndo seria mais nula para estes
trés elementos que ndo possuem nenhum noé na porta de entrada, como seria se
fossem considerados os elementos individualmente. Note que o fator ‘B’ da

Equacao 3.140, ¢ alimentado pela integral de linha sobre a porta de entrada.
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Desenvolvendo o mesmo raciocinio para todos os pontos do dominio da Figura
3.10, definir-se-ia um sistema de equag¢des lineares, conforme a Equagao 3.140,
tal que a sua matriz ‘A’ teria 31 linhas por 31 colunas e o vetor ‘B’ 31 linhas,
sendo que cada contribuicdo elementar ¢ adicionada a matriz global, pois o
sistema, como ja foi dito antes, ¢ linear. Por exemplo, observando-se mais de

perto a porta de entrada da figura anterior tem-se que:

Figura 3.11 — Ampliag@o dos elementos da porta de entrada.

Na figura acima os circulos designam o numero do elemento e para o

primeiro elemento o sistema seria da seguinte forma:

1 1 1 1 1

ay 4y G5 || X5 b,
i i i ] g

a, a, a || x, |=|b, 3.141
1 1 1 1 1

ds;  dsy  dss || Xs by

Onde o sobrescrito designa o elemento e o subscrito a matriz local de acordo

com o0s nos que o elemento possui.
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Para o segundo elemento tem-se as seguintes contribuigdes:

2 2 2 2 2
a4 G || X b;
2 2 2 2| | 2
ay ay, ayl|| x5 |=|b 3.142
2 2 2 2 2
s, 4s;  Ass || X5 b;

Para o terceiro elemento tém-se as seguintes contribuigdes:

3 3 3 3 3
Ay ys Uy || X b,

3 3 3 3| | 43
a, ay ai || x;|=|b; 3.143

3 3 3 3 b3
6

E este processo se repete para todos os elementos do dominio até que se
tenham todas as matrizes locais, ou elementares, para depois serem adicionadas,

de acordo com os seus respectivos nos a matriz global ‘A’, como se segue abaixo:

1 1 T 1 1 1 1
| 1 | 2 13 4 | 5 | 6 Lo 31
R o R R R o o
1 a+a, | @, Lo Ay 1 Gstas I
R S R e [ ot e e o
2 a, | Apta, I Gstas 2% T
L (e | it E i S =" T=—=— ]
3| | | | | B
A B - r=—T--—-- TSttty Sttt Tttt T-———————-- ===
4 I o I I Ieeel
___:_____CE“_____:___________:___+____C_l“:‘_____:_____ai‘5_____:___________+___:___
1 2 2 3 1 1 2 3 1
(O GaFay | Gt || G 1 tdtd 1 Ay Ll
| | 3 | | | 3 | 3 | |
6 I gy [ I s I () IR
N T S I . A IS R —
| | . [ | . | . |
| | [ | | | -
EN P A T T A
| | [ | | L]

Figura 3.12 — Exemplo de montagem para a matriz global ‘A’.

Note que isto também ocorre com a matriz ‘B’, as contribuigdes referentes a
cada n6 de cada elemento sdo adicionadas ao vetor global ‘B’ e seguindo o

exemplo acima, ficaria da forma da Figura 3.13.
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bl1 +b12 bl2

b; +b; b;
““E?i“"_ o
__________ :> I

bl +b: +b; b:

b, 0

b;, 0

Figura 3.13 — Exemplo de montagem para o vetor global ‘B’.

Observe que o vetor, do exemplo acima, s6 possui contribui¢cdes niao nulas
por parte do segundo elemento, mas se fosse continuada a adicdo das
contribuigdes locais de todos os elementos o quarto elemento também daria
contribui¢cdes ndo nulas, pois este elemento também possui uma de suas paredes
sobre a porta de entrada. O mesmo nao ocorre com o terceiro elemento porque
este possui somente um ponto sobre esta porta fazendo com que as suas integrais

de linha sejam todas nulas.

Com todas estas informagdes ja € possivel montar uma rotina computacional
que interprete uma malha, que pode ser de elementos triangulares ou retangulares
com fungdes base lineares, quadraticas ou cubicas, adicionando as contribuigdes
locais de cada elemento, referentes as integracdes das Equagdo 3.6 e 3.139 que
levam a um sistema linear do tipo da Equacdo 3.140, com uma matriz quadrada
‘A’ e um longo vetor ‘B’ que podem ser solucionados por diversos métodos e
entdo encontrados os valores da varidvel incégnita ‘x’, neste caso, o campo
magnético em todo o dominio em estudo. Sendo que estes valores convergem para
o valor real 2 medida que se aumenta a resolu¢do da malha utilizada para
descrever o dominio. Na literatura [3], utilizam-se como valores para comparagao
entre métodos, a perda de retorno e o balango de energia que, serdo definidos na
secdo seguinte, com a finalidade de dar subsidios para o Capitulo 4 em que sera

validado o método utilizado.
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3.7.
Perda de Retorno e Balango de Energia

A perda de retorno ¢ uma grandeza que ¢ calculada pelo valor do campo
magnético que retorna a porta de entrada quando um campo incidente a excita.
Conforme mencionado na Secdo 2.4, o campo magnético do modo refletido na

porta I'y pode ser determinado a partir do campo total H, nesta porta, que ¢

fornecido pela solugdo do problema e do campo H ; do modo incidente que ¢

conhecido e utilizado para excitar a estrutura.

Hy| =[H,~H,] 3.144

. . * . ;.
Assim, denominando H; como o conjugado do campo magnético de

H (j sobre a porta I';, pode-se expressar a densidade de poténcia na porta de

entrada utilizando a relagdo a seguir [3], valida para o modo de propagacdo TEM,
pode-se determinar a densidade de poténcia do modo refletido em fungdo do

campo magnético.

s =—(HH, )n 3.145

A integracdo da densidade de poténcia y; sobre a porta de entrada permite

determinar a poténcia refletida devido as descontinuidades.

P, =[yds 3.146


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521315/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0521315/CA

76

Substituindo-se os resultados em 3.145 e reorganizando a equagdo, tém-se

que:

PS:ng;H;*ds:gI(H—H;)(H;—H;*)ds 3.147

Como o caso em estudo, possui uma geometria bidimensional, a integral de

area acima pode ser simplificada para a integral de linha descrita abaixo:

P, = mpf (HH —H'H —HH" + H'H" )pd p 3.148

pi

Como dominio foi discretizado por diversos elementos triangulares,
conforme a Figura 3.10, a equagdo acima pode ser ajustada para se considerar esta

discretizagao:

P, = mzpf (HH'-H'H'~HH" + H'H" )pd p 3.149

npi

O indice ‘n’ indica que s6 devem ser avaliados os elementos que possuem
lado coincidente com a porta de entrada. Para o caso ilustrado na Figura 3.11

somente o segundo e quarto elementos iriam contribuir.

Observa-se que na porta de entrada a coordenada ‘z’ ¢ constante e a parte
imagindria do campo incidente da Equacdo 3.148 ¢ nula, o ultimo termo desta

integral pode ser simplificado para:

£r 3.150

g i i* " h,' h,' 2
HUZIHH pdpz;m_[;;pdp=m]hi In Py
pi

no pi
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Os termos ‘pi’ € ‘ps s@0 o raio interno e externo do guia coaxial e h; ¢
proporcional a amplitude da onda incidente na porta de entrada. Os outros termos
desta integral sdo calculados levando-se em considerag¢do a funcao base utilizada

para representar os campos de cada elemento.

nxy [HH pdp=nxy [(H,N, + H,N,)(H,N, + H;N,)pdp=

b b b b
=y | [HHNN,pdp+|H,H;N,N,pdp+ | H,HN,N,pdp+ beHZNbNbpdp}

3.151

b b
(i i =~ [, e 13, |

3.152

b b
—nxy [(H,N,+H,N,)H pdp = —ﬂnZ(jHaH,.*Na pdp+[H,HN,pd pj

3.153

Os indices ‘a’ e ‘b’ indicam os valores de p para os nos ‘1’ e ‘2’ para o
elemento dois, e ‘2’ e ‘3’ para o elemento quatro, conforme pode ser observado na
Figura 3.11. Substituindo-se os resultados de 3.150, 3.151, 3.152 e 3.153 na
Equacao 3.149, tem-se que a perda de retorno ¢ dada por:

b b b

P = ﬂnZ[IHuHiNaNapdmIHaHZNaNbpdmIHbHZNaNbpdp+

b b b b

beHZNbNdeP—IH:Hf NanP—JHZHi Nbpdp—IHaH,-*Naner

_jH;,H:Nbpdp]-i-ﬂnhiz ln(pf/pl')

3.154
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A poténcia de saida ¢ facilmente calculada quando se tem o campo
magnético na porta de saida do dominio em estudo, dado que pode ser
disponibilizado pela rotina implementada para resolver as Equagao 3.6 ¢ 3.139
conforme explicado na secdo anterior. A partir destes dados, basta aplica-los na

equacdo abaixo para se obter a poténcia de saida.

b b
P, =nzy [HH pdp=nzy [(H,N,+H,N,)(HN,+H,N,)pdp=

0O

b b b
b
+IHbeNbNdePj

3.155

Para efeito de normalizacdo dos resultados a poténcia de entrada sera
considerada unitaria. Assim, conforme a Se¢ao 2.4 o campo na porta de entrada ¢

dado por:

=0 3.156

Aplicando-se a Equagdo 3.156 na Equacdo 3.149 e igualando-se esta a um,

tem-se que:
Pr Pr 2
E=7mzjHiHi*pdpzﬂnIﬁﬂpdpzﬁln(p—f.j=l 3.157
" i pi 1P 11P n Pl
onde /4, = 1 ¢ a constante que torna a poténcia unitaria em I';.

ﬂln(pf/pi)
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A conservagdo da energia implica que a soma do fluxo de poténcia da onda
transmitida na porta de saida mais o fluxo de poténcia da onda refletida na porta
de entrada seja igual ao fluxo de poténcia incidente na porta de entrada. Entretanto
a distribuicdo de campo fornecida pelo MEF ¢ uma aproximag¢ao para a solugdo
do problema que dependera da grade utilizada na discretizacao e do tipo de fungao
base. Para avaliar a qualidade desta aproximacao, pode-se utilizar o residuo de

energia aqui denominado balanco de energia (Bal):

Bal=1-P

out

-P 3.158

onde P, € Ps seriam calculados utilizando os campos fornecidos pelo MEF.

O proximo capitulo sera dedicado a validagdo dos algoritmos utilizados na
implementagdo do MEF através da comparacao deles com os resultados de outro

algoritmo que utiliza o0 Método de Casamento de Modos [4].
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