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3
Sistemas alternantes

Em 1857, George Boole (BI€) provou que, para toda fungao integrével ¢,

vale a seguinte férmula:

/_ Z é(a)da = /_ Z é(z — 1/z)dz.

Pela Proposicao ZU, sabemos que isso é equivalente a dizer que a
transformagao p(r) = x — 1/ preserva a medida de Lebesgue na reta. Essa
funcao ¢ - chamada de transformacao de Boole - é, na verdade, ergddica com

respeito a medida de Lebesgue (AdI).

Nosso objetivo, nesse capitulo, é definir uma classe de fungoes na reta que
abranjam a transformacao de Boole e apresentar certas ferramentas que serao
necessarias para mostrarmos, nos préximos capitulos, sob que circunstancias
essas fungoes sao transitivas, robustamente transitivas e ergddicas. Chama-
remos essa classe de funcoes que generalizam a transformacao de Boole de

sistemas alternantes.

3.1

Sistemas alternantes: preliminares
Para simplificar a notacao da definicao de sistemas alternantes, vamos

primeiro apresentar algumas definigoes.

Seja B = {by,by,...,b,} uma colegdo de n numeros reais distin-
tos. Dizemos que B estd entrelagado ao conjunto de numeros reais A =
{aj,as,...,a,_1} se, para todo intervalo aberto F da partigao induzida por

A em R, existe um tnico ¢ € {1,...,n} tal que b; € E, ou seja, se

b <ap <by<...<by_1<ap_1<b,.

Considere uma fungao sinal, definida em R — {0} por

-1 <0
sinal(x) = { . T 0
, z > 0.
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Dada uma fungdo f : R — R, dizemos que a érbita O (x) troca
de sinal indefinidamente se, para todo N > 0, existe M > N tal que
sinal(fM(x)) = —sinal (fN(x)).

Definigao 3.1 Seja f : R — {0} — R wma transformag¢ao continua. Dizemos

que f € um sistema alternante se:

(A1) Para todon > 1, f~"(0) é um conjunto com 2" elementos distintos e é

entrelacado ao conjunto
n—1
U 7 (0);
i=0

(A2) OF (x) troca de sinal indefinidamente para todo x € R — N, onde N é

um subconjunto enumerdvel.

Observe que o conjunto N da Defini¢ao Bl deve, necessariamente, conter

as pré-imagens de zero, ou seja,

Urocw,
=0

e ¢}

pois, como a orbita dos pontos em U f _i(O) nao estao sequer definidas, entao,
=0
em particular, nao podem trocar indefinidamente de sinal.

Observagao 3.2 Seja f: R — {0} — R um sistema alternante e X = R —
{f7™0) : n > 0}. Mais que ser f-invariante, X € o conjunto formado pelos
pontos da reta cujas orbitas estao definidas e, assim, nao apenas faz sentido
definir uma dinamica restrita a X, como essa dinamica é essencialmente
a mesma. Se quisermos, por exemplo, mostrar que f ¢é transitiva, basta

procurarmos por um ponto de X cuja orbita seja densa.
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Figura 3.1: Primeira propriedade de um sistema alternante: pré-imagens en-

trelacadas e duplicadas.

Lema 3.3 Seja f: R — {0} — R uma transformacgdao continua. Se f satisfaz

as propriedades abairo, entao € sistema alternante.

1. f € crescente em cada componente conera de R —{0}.
2. f(0,+00) = f(—00,0) =R.

3. A reta {x =0} € uma assintota vertical de f tal que f(x) — oo, quando

r— 0" e f(zr) = —o0, quando x — 0.
4. f(z) = —o0, quando v — —oo e f(xr) — +o0, quando v — +o0.

5. [ estd acima da diagonal em (—00,0) e abaizo da diagonal em (0,400).

Observacao 3.4 Repare que uma das hipdteses acima é redundante, mais
precisamente, uma dentre as hipoteses (2),(3) e (4) € redundante. De fato, duas
dessas hipotese mais a continuidade de f implicam a terceira. FEscolhemos,
entretanto, enunciar todas no lema, pois se quisermos mostrar que uma
determinada funcao € um sistema alternante usando o Lema [Z3 podemos

escolher uma dentre as hipdteses (2),(3) e (4) para ndo demonstrar.

Prova da Observacgao:

(3),(4) = (2)
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E conseqiiéncia direta do Teorema do Valor Intermediario.

(2),(3) = (4)

Considere f~ = flo0) © fT = floo)- Vamos mostrar que se
}}L% f(z) =00e f(—00,0) =R, entdo xErEloof(x) = —00.

Suponha, por absurdo, que lim f(x) # —oo. Nesse caso, terfamos duas
possibilidades: lim f(z) = L pg;z;oz;lgum L € Rou lim f(zx) = co. Em
ambos os casos,$;(_ig(t>iria um L € R tal que f(—00,0) = ECL_:_CSS), contradizendo
(3) (ver figuras eB3). A demonstracao para f* é andloga.

L
L
Figura 3.2: lim f(z) =L Figura 3.3: lim f(z) = o0

(2),(4) = (3)

Demonstraremos de maneira semelhante a prova anterior. Vamos mostrar
que se :1:1~i>1;noo f(z) =—oc0e f(—00,0) =R, entao }:IL% [ (z) = 0.

Suponha, por absurdo, que 9161_% f~(z) # oo. Nesse caso, terifamos duas
possibilidades: };li%f_(x) = L para algum L € R ou ;};li%f_(x) = —o0.
Em ambos os casos, existiria um L € R tal que f(—00,0) = (—o0,L),
contradizendo (2).

(I

Prova do Lema: Vamos mostrar que f~"(0) possui 2" elementos usando

indugao em n. O caso n = 0 é trivialmente verificado pois
card(f~°(0)) = card({0}) =1 = 2°.

Suponha que seja verdade para n = k. Como f é bijetora em cada componente

conexa (—00,0) e (0,00), entao, para cada elemento z; € f~%(0), temos que a
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equagao f(z) = x; possui duas raizes: uma em (—o00,0) e a outra em (0, 00).
Assim,

card(f571(0)) = 2 - card(f5(0)) = 2 2F = 2k+1

e a indugao esta completa.

Para terminar de mostrar que a propriedade (A1) é satisfeita, precisamos
n—1

mostrar que f~"(0) é entrelacado a Uf’i(O). Como ja sabemos que
i=0

n—1 -1 n—1
card(f7"(0)) =2" = 1+Z = ZCGTd =1+ card <U f_l> ;
=0

=0

basta mostrarmos que entre dois elementos de f~"(0) sempre hé pelo menos um
n—1

elemento de Uf ). Para isso, considere z,y € f~"(0) e tome o menor k < n

tal que smal( f’l‘C (z)) = —sinal(f*(y)). Pelo Teorema do Valor Intermediario
aplicado a f*, deve haver um w € f~%(0) entre z e y. Assim fica provada a
propriedade (Al).

Para verificar a propriedade (A2), vamos mostrar que, para todo = €
X=R—-{f":n>0} (9;{ troca indefinidamente de sinal.

Como f é mondtona crescente em (—o0,0), entdo, para todo = €
X N (—00,0), deve existir algum inteiro N = N(z) > 0, tal que f¥(z) > 0.
Caso contrario, (9;{ (x) seria uma seqiiéncia monétona crescente definida em
um intervalo limitado e, portanto, deveria convergir para algum real ¢ < 0.
Mas, nesse caso,

fle) = f(lim f"(2")) = lim f**(2") =c,

n—0o0 n—0o0

contradizendo a inexisténcia de pontos fixos. Com um argumento analogo,
podemos mostrar que, para todo z € XN (0, 00), existe um inteiro M = M (x)
tal que fM(x) < 0. Assim, concluimos que toda érbita de f deve trocar

indefinidamente de sinal. O

Repare que a transformagao de Boole ¢ é, de fato, um sistema alternante,
pois as hipoteses do Lema sao facilmente verificadas - basta analisarmos

seu grafico:
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Figura 3.4: O grafico da transformagao de Boole = +— = — 1/x.

Nem todo sistema alternante, entretanto, satisfaz o Lema B3, como

mostraremos a seguir.

Observagao 3.5 A transformac¢ao ) = 1/x—x = —p é um sistema alternante

que nao satisfaz as hipdteses do Lema [T3.

Prova da Observacao: Na verdade, é facil ver que nenhuma das hipéteses
do lema sao satisfeitas por 1. Para mostrar que 1 é um sistema alternante,
comecaremos mostrando a propriedade (Al). Como a transformagao de Boole

é simétrica, ou seja, ¢(—x) = —p(x), temos que, para todo n € N,

Assim, 9" (x) = 0 se, e somente se, "(x) = 0 e, dessa maneira, 1) também
satisfaz a propriedade (Al) de um sistema alternante.

Para provarmos que 1 satisfaz a propriedade (A2) devemos verificar se
o conjunto Ny dos pontos cuja drbita nao troca indefinidamente de sinal é
enumeravel. No caso da transformacao de Boole, esse conjunto é exatamente
N, = {¢7(0) : n € N}. Para 1, veremos que

Ny =N, UN,

onde N = D P(EV2/2).
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Repare que, como t((—o0, =1)) = R, — {0} e $((1,00)) = R — {0},
entdao basta mostrarmos que se x € I, = (0,1) — N, entdo deve existir um
inteiro N > 0 tal que ¥V (z) ¢ I,. Para isso, fixe z € I, tal que ¥(z) € I, e

considere o intervalo A cujos extremos sdo z e ¥(x), ou seja, A = (z,9(x)) ou

A= (¢Y(z),x). Como
1
v =-(1+5).
entao inf{|¢y/(z)| : © € I, } = 2. Pelo Teorema do Valor Médio,
[P (A)] > 27| A]

e, portanto, deve haver um inteiro N > 0 tal que [V (A)| > 1 > |I,|. Assim,
[N (z) =N T ()| > |1, ] e, portanto, ou YV (z) ¢ I, ou ™ (z) ¢ I,.. O caso
rel =(-1,0)— N é anélogo. O

Chamaremos uma transformacao que satisfaz as hipoteses do Lema

de sistema alternante crescente.

Teorema 3.6 Seja f: R — {0} — R uma funcgdo diferencidvel tal que:

1. f € transitiva.

2. Existe a > 0 tal que f'(x) > a, para todo x.
Entao f é um sistema alternante crescente.

Prova: Vamos mostrar que [ satisfaz as hipdteses (1),(3),(4) e (5) do
Lema A hipétese (2), como vimos na Observacao B4, nao precisa ser
demonstrada. A hipdtese (1) - que f é monétona crescente - é conseqiiéncia
imediata de f’(z) > a > 0. Vamos mostrar agora que a hip6tese (4) é satisfeita,
isto é, que xh_)ngo f(z) = o0 e mkmwf(x) = —o0. Suponha, por absurdo, que
lim f(z) = ¢ € RY, ou seja, que para todo ¢ > 0, existe z. € R tal que
z_;oof(x) < €, se x > x.. Tomando z,y > z. tais que y — z > €/a, temos, pelo
Teorema do Valor Médio, que existe z € (z,y) tal que

fly) = flx) c—flx) e

f(z) = o < - <(€/a):a,

mas isso contradiz a segunda hipdtese do teorema. Assim, provamos
que lim f(z) =o0o. Com um argumento idéntico, podemos mostrar que
lim x?@) = —00.
z——00
Para provar (5) - que f estd acima da diagonal em R_ e abaixo em R,

precisamos, primeiro, mostrar que f nao possui pontos fixos. Suponha, por
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absurdo, que p é ponto fixo de f, ou seja, que f(p) = p. Nesse caso, temos
que f((p,00)) = (p,00), se p > 0 ou f((—o0,p)) = (—00,p), se p < 0. Sendo
assim, pelo Corolério Z4], f nao é transitiva, contrariando a primeira hipétese
do teorema.

Bom, sabemos que f nao tem pontos fixos, se f nao satisfizesse a hipdtese
(5) terfamos que f(x) > x para todo z > 0 ou que f(x) < x para todo z < 0.
Em qualquer um dos casos, como f é crescente em cada componente conexa,
terfamos f(0,00) C (0,00) ou f(—o00,0) C (—00,0) e, portanto, novamente
pelo Corolario Z4], f nao seria transitiva.

Finalmente, suponha que a hipétese (3) nao é satisfeita, ou seja, que
existe ¢ € R tal que f(z) — ¢, quando x — 07, ou tal que f(z) — ¢,
quando z — 0%. Como f estd abaixo da diagonal em R, e acima, em R_,
terfamos que f~!(c,00) C (¢,00) ou que f~'(—o0,c) C (—00,¢), contrariando

a transitividade de f (Coroldrio ZH). Com isso a prova estd completa. O

3.2
A transformacao induzida

Considere um sistema alternante crescente f: R — {0} — R. Sejam z;
e xar as raizes negativa e positiva, respectivamente, da equagdo f(x) = 0 e
defina f_ = f|(—c,0) € f+ = f|(0,00)- Chamamos de segiiéncias induzidas por f,

as seqiiéncias que definidas recursivamente a seguir:

{ﬁzﬁ%h% {%ZLWM%

af = i (ad), ay = [N (ag),

{%:fwmx {%Zﬁﬂh%

uy = [N ag), uf = fi(xg).

Repare que z, e u, sao os pontos minimo e méaximo, respectivamente,
de f7™(0) N (—o0,0), assim como wu} e x} sdo o minimo e o maximo,

respectivamente, de f~"(0) N (0,00). Pelas hipdteses do Lema B33, vemos
-

£ — 0% Além disso, vemos que,

claramente que =} — oo, z, — —o0 e u

por definicao, os pontos dessas seqiiencias possuem a seguinte dinamica:

— + + + +
Up g — Ty —— Ty | — ... — 1] — x5 — 0,
Jr - - — —
Up g — X, —> T, | —...— 1] — x5 — 0.
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Figura 3.5: Os primeiros quatro termos das seqiiéncias induzidas pela transformacao

de Boole z — x — 1/z.

Chamaremos de particdo induzida por f em R a particao disjunta Pj
induzida pelas seqiiéncias definidas anteriormente. Os atomos dessa particao

sao descritos por

{B;—f—l = (:Er_z+17 x;)}nz()’ {B:—f—l = ("L‘r—’z—’ xrf—i—l)}nZO?

{Ir:-i-l - (ur_z-i-l’ u;)}nz()? {I;zi_—f—l - (u:;, ujz_-f—l)}nZO’

- = eyt — ot
onde uy, =z, e uy = g .

Pela continuidade de f, temos que a dinamica dos atomos acompanha a

dinamica das seqiiéncias, ou seja,

I;+1—>B+—>B:1—> —>Bf—>(0,xaL), 3-1
I:zr+1 — B, — B, ,—...— B — (xg,O) (3-2)
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Dessa forma, se [z,y] C I, entdo

[f(x).f ()] C B,
(@), f* ()] € By,

[f™ (@), ™ ()] € By_pias

(@) f ) c I

Para podermos mostrar uma série de propriedades de um sistema al-
ternante f, usaremos uma transformacio definida no conjunto I = [zg,z¢].

Chamaremos tal conjunto de intervalo distribuidor.

Lema 3.7 -
R— {0} = (0,

Prova: Conseqiiéncia das dinamicas dos dtomos descritas em (B=1l) e (B=2). O

Como X = R — {f~™(0) : n > 0} é um conjunto f-invariante, temos

também que

X = D FINX).

Defini¢ao 3.8 (transformagao induzida) Sejam f: R — {0} — R um sis-
tema alternante crescente e I =[xy, x| seu intervalo distribuidor. Definimos

a transformagao fr: I — {0} — I por

fi(x) = f" (@),

onde
n(x) =min{n > 1: f*(z) € I}.

Chamaremos f; de transformacao induzida por f no intervalo distribuidor I.

A seguinte observacao implica que f; estd bem definida.

Observagao 3.9 Note que I = J, IF e que se x € I, U}

o entdo fi(z) =
f™(x). Esse fato é conseqiiéncia direta da dinamica dos dtomos descrita em

(3=1) e (3=3) e serd utilizado com freqiiéncia no decorrer do texto.
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Lema 3.10 Seja E C I um conjunto na o-dlgebra de Borel. Entao

o0

frE) = JTnf(E)  (disjunta)
onde I, = I UL,

Prova: Usaremos o simbolo | | para denotar a uniao de conjuntos disjuntos.

Como {I; }nen € {I,] }en sdo familias de intervalos disjuntos, temos que

E = D(Em[n).

n=1

Além disso, f;1(I,) = f™(I,,). Assim,

e = £t (I_I(E N In>> = | EnL) = BN
e a prova esta completa. O

Teorema 3.11 Seja f: R — {0} — R um sistema alternante que preserva a
medida de Lebesque e f1 sua transformagao induzida. Entao f é ergddica (com
respeito a medida de Lebesque na reta) se f; for ergddica (com respeito a

medida de Lebesque em I ).

Prova: Seja £ C R um conjunto mensuréavel e invariante com medida positiva.
Assim, pelo menos um dos conjuntos (I NE) e (INE°) possui medida positiva.

Suponha, sem perda, que p(I N E) > 0. Pelo Lema BI0, temos que

YENT) Ufmf (INE) G[nﬂf"([)mE
n=1
:UInﬂE:EﬂI.
n=1

Como f; 1 é ergddica, temos F NI = I médulo um conjunto de medida zero.

Assim,
R = Uf (EnD)=|JEnf"() =

modulo um conjunto de medida zero. a
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