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Introducao

A formulagao matematica de fendomenos naturais envolve, necessaria-
mente, alguma simplificacao das leis que os regem, caso contrario, seria im-
possivel trata-los analitica ou numericamente. Essas simplificacoes, entretanto,
podem nao preservar algumas caracteristicas intrinsecas ao fenomeno. Assim,

as propriedades robustas do modelo também serao validas para o evento estu-

dado.

Nesta dissertacao, estudaremos a transitividade robusta e a ergodicidade
de certos sistemas dinamicos definidos na reta (exceto por um ponto). Tran-
sitividade e ergodicidade significam, em aspectos topoldgicos e mensuraveis
respectivamente, que o sistema é formado por uma unica pega dinamica. Isto
é, o estudo do sistema nao pode ser dividido no estudo de diferentes partes

"relevantes”, independentes entre si.

Seja (X,d) um espago métrico completo e f: X — X uma aplicacao
continua. Dizemos que f é transitiva se existir uma Orbita densa em X.
Veremos, no préximo capitulo (Corolario Z4]), que os abertos invariantes
pela acao de uma aplicacao transitiva devem ser, necessariamente, densos no
espaco ambiente. Assim, o conceito de transitividade mostra-se essencial para

a compreensao da dinamica global de um sistema.

Se (X, A, i) é um espago de medida (estamos particularmente interessa-
dos no caso em que a medida é absolutamente continua em relacao a medida
de Lebesgue) e f: X — X é uma aplicacdo que preserva a medida p, entao
o estudo do comportamento assintotico de f pode ser feito a partir de uma
abordagem estatistica, restrigindo a andlise das 6rbitas apenas a conjuntos de
medida positiva. Dizemos que f é ergddica se todo subconjunto invariante de

medida positiva coincidir com X a menos de um conjunto de medida zero.

A diferenca entre as abordagens mensurdavel e topoldgica de uma
dinamica é que, na primeira, os conjuntos que consideramos irrelevantes sao
os que tém medida nula, enquanto que, na segunda, conjuntos irrelevantes
(magros) sao aqueles cujo fecho possui interior vazio (ou, ainda, uma uniao

enumeravel de conjuntos deste tipo).
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Nosso principal objetivo, nesse texto, é investigar a transitividade robusta
e a ergodicidade de aplicacoes diferenciaveis definidas em um aberto denso
da reta. Um importante exemplo de aplicagao diferenciavel e transitiva na
reta - que, inclusive, motivou grande parte da andlise feita nesse texto - é
a transformagao de Boole ¢(z) = = — 1/x, definida em toda a reta, exceto
em z = 0. O fato do espaco nao ser compacto gera certas dificuldades e
particularidades no estudo da dinamica tanto do ponto de vista topoldgico,

quanto do ponto de vista estatistico.

Uma aplicacao diferenciavel robustamente transitiva nao pode, por exem-
plo, ser definida em toda a reta. Isso é conseqiiéncia do fato de que a
existéncia de pontos criticos impossibilita a robustez da transitividade (pode-
mos criar pontos periédicos atratores com C'-perturbagoes). Por outro lado,
se a aplicacao nao possui pontos criticos e esta definida em toda a reta, entao
deve ser monétona (digamos, crescente) e, portanto, qualquer aberto (p, o)
¢ invariante e nao denso. Isso, por sua vez, contradiz o fato da aplicacao ser
transitiva (Corolario EZ4). Assim, restringiremos nossos estudos as aplicagoes
transitivas definidas em R — {0} - um passo inicial para a compreensao de

todas as dinamicas transitivas em subconjuntos abertos densos da reta.

No préximo capitulo da dissertacao, além de apresentarmos algumas
definicoes e resultados gerais sobre transitividade e ergodicidade, mostraremos
dois exemplos de dinamicas transitivas e ergédicas definidas no circulo S':
a rotacao irracional e a aplicacdo expansora. A segunda, diferentemente
da primeira, é robustamente transitiva, como sera mostrado na Proposicao
ETABT Na Segao 3, definiremos a dinamica do shift no espago de seqiiéncias
de dois simbolos, que é comumente usada para provar, por meio de uma
conjugacao, que uma certa aplicagdo é transitiva (como faremos na prépria

Segao 23 e na Segao E.T)).

No terceiro capitulo, apresentaremos uma grande classe de funcgoes, in-
troduzida recentemente por S. Munoz(Munl), que, de certa forma, generaliza a
transformacao de Boole. Essas funcoes, que chamaremos de sistemas alternan-
tes, possuem caracteristicas particularmente uteis no estudo da transitividade
robusta e da ergodicidade de aplicagoes definidas em R — {0}. Veremos que a
andlise de um sistema alternante f : R — {0} — R pode ser entendida através
da andlise de uma transformagao f; : I — {0} — I, onde I é um intervalo

compacto tal que
R—{0} =)
n=0

Essa transformagao, ferramenta cléssica de teoria ergddica infinita, é chamada


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521442/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0521442/CA

Transitividade robusta e ergodicidade de aplicacbes na reta 11

de transformacio induzida por f em I, e é definida por f;(x) = f®)(x), onde

n(x) é o primeiro iterado positivo de x que estd em 1.

No quarto capitulo, mostraremos que a transitividade da transformacao
de Boole nao é robusta, mas que existe uma familia de transformacoes
fa(x) = ax — 1/x que sdo robustamente transitivas (Corolario E20). Esse
resultado ilustra bem a teoria desenvolvida na dissertacao e sua demonstracao
¢ um bom exemplo de como a andlise da tranformagao induzida nos permite

estudar a robustez da transitividade na reta.

No ultimo capitulo, mostraremos que sistemas alternantes, sob condic¢oes
especificas, sdo ergddicos com respeito & medida de Lebesgue (B.H). Isso sera
feito aplicando o conhecido Teorema do Folclore (Teoremadl) a transformacao

induzida.

Tendo em vista a nitida similaridade existente entre as nocoes de tran-
sitividade e ergodicidade, poderiamos nos perguntar sob quais condigoes um
sistema alternante é robustamente ergddico. Este problema, que é, de fato,

relevante, encontra-se em aberto e ultrapassa o escopo desta dissertacao.
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