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4
Relagdao entre utilidade, equivalente certo e medidas de

risco

4.1

Medidas de Risco como perfil de aversao a risco

As medidas de risco e suas propriedades t€m sido bastante exploradas no
contexto de financas nas ultimas duas décadas. Classicamente, o modelo
econdmico utilizado para capturar o comportamento de aversdo a risco em
problemas decisdo sob incerteza ¢ o modelo de utilidade esperada. Porém, em
funcdo da dificuldade de se encontrar uma utilidade pratica, que expresse a
aversdo a risco do tomador de decisdo com base em parametros mais praticos do
dia-a-dia, de forma mais isenta a uma subjetividade pessoal ¢ que simplesmente
expressassem a “aversao ao risco da entidade” como, por exemplo, um banco ou
empresa geradora de energia, a busca por medidas de risco que fossem capazes de
controlar o risco assumido durante o processo decisorio foi bastante impulsionada
[19][21][26][28].

Neste sentido, buscou-se atacar o problema “risco” de resultados
indesejaveis, de forma mais direta e pragmatica, onde a distribui¢do dos resultados
seriam diretamente monitoradas e “controladas” através destas medidas e de
valores limites de exposi¢ao estipulados pelos comités de risco. Assim sendo, a
atribuicao subjetiva de um valor de utilidade ou satisfagdo para cada resultado,
caracterizado pela funcdo utilidade, foi deixado de lado e o objetivo, entao, passou
a ser maximizar a esperanca dos resultados futuros controlados por restrigoes de
risco.

Por exemplo, podemos citar o caso particular do a-Value-at-Risk (VaR)
[29][40] que propos controlar a perda financeira associada a um dado quantil (1-a)
da distribuicdo de probabilidade do resultado. Isso proporcionou a seguranga
necessaria para que o agente tomasse suas decisdes baseado na maximizacdo do

valor esperado dos resultados, pois a probabilidade de se obter uma dada perda
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financeira poderia ser tdo pequena quanto se quisesse (controlada pelo valor 1-a
especificado pelo agente).

Contudo, a inser¢do dessas restricoes em problemas de otimizacdo
estocastica proporcionavam um grande aumento de sua complexidade e em alguns
casos requeriam a inclusdao de variaveis inteiras, como o caso do Value-at-Risk.
Desta forma, muitos estudos foram realizados nesta area no sentido de se
desenvolver formas eficientes de se implementar e acoplar tais restricdes em
problemas de otimizagdo [48]. Além disso, muitos esfor¢os foram realizados no
sentido de se estabelecer as propriedades adequadas e desejaveis para tais medidas
de risco [9][10][11][] com relagao a coeréncia das solugdes e resultados obtidos.
Segundo Artzner et al. (1999) (referéncia completa em [10]), se y € um espago
linear de fungdes mensuraveis que definem as varidveis aleatorias (que
representam perdas financeiras) do espaco de probabilidade definido por (QQ, ¥,
P) e p: x> R ¢ uma medida de risco coerente, entdo,

1. p deve ser Monoétona: X < Y, entdo, p(Y) < p(X), V X, Yey

2. p deve ser Relevante: X >0, entdo p(X) <0, V Xey

3. pdeve ser Sub-adititiva: p( X + V) < p(X) + p(Y), V X, Yey
4. p deve ser Homogenia Positiva: p(AX) = Ap(Y), V Xey e A>0
5. pdeve ser Transladavel: p(X+a) =p(X) —a, V Xey e acR

4.2
Conditional Value at Risk (CVaR)

O métrica de risco CVaR tem sido vastamente utilizada em problemas de
portfolio e em funcdo da sua capacidade de capturar a presenca de eventos de alta
profundidade (catastroficos) na distribuicdo da renda. Esta tem sido uma critica
recorrente feita ao VaR, que ndo diferencia distribuicdes com diferentes
profundidades de perdas. Geralmente, tanto o VaR quanto o CVaR sdo definidos
para medir perdas, e devido a isso, sdo definidos para o negativo dos resultados
financeiros. Neste contexto, ambos sdo definidos como limites superiores para as
maximas perdas permitidas. Entretanto, neste trabalho vamos assumir, sem perda
de generalidade, que ambos s3o definidos para a renda liquida. Assim, estes

passam a ser limites inferiores de resultados minimos aceitaveis.
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Na figura a seguir, ¢ exemplificado o caso de duas distribuicdes A com
menor profundidade em sua cauda inferior e B com possibilidades de eventos de
renda bastante negativas. Neste exemplo, ambas as distribuicdes apresentam o
mesmo Value-at-risk de a%, ou seja, com probabilidade de a% a renda liquida
nos dois casos serda superior ao valor VaR,(A)e(B). Porém, a distribuicdo B
apresenta um maior valor esperado que A. Desta forma, um modelo com o
objetivo de maximizar o valor esperado com uma restricdo de risco limitando o

VaR, apontaria como solugdo 6tima a opgao B.

1 p(R)

(1-a)

Renda Liquida (R)

CVaR,(B) VaR,(A)=VaR,(B)

Figura 4-1 — Comparagao de CVaR,, para duas distribuicdes com o mesmo valor

de VaR,, porém com diferentes curtoses.

Entretanto, pode-se argumentar que os eventos extremos da distribuicao B
poderiam levar a empresa a faléncia e logo, ndo deveria ser considerada. Nesta
mesma figura, pode-se ver que o CVaR de ambas as distribui¢cdes sdo diferentes, e
que o CVaRy(B) sinalizou a existéncia de eventos de alta profundidade abaixo do
nivel do VaR.

Ap6s o trabalho publicado por R.T. Rockafellar and S.P. Uryasev (2000)
[48], o CVaR foi impulsionado frente as demais medidas de risco devido as
caracteristicas de sua formulagdo matematica. Essencialmente, o CVaR que
anteriormente era calculado como um valor esperado condicionado ao valor do
VaR, conseqiientemente tornando-se dependente da implementagdo deste ltimo,
passou a ser formulado como um problema de otimizagao de valor esperado

irrestrito, sujeito a restrigoes lineares. Isso possibilitou a sua implementagdo e


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510486/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0510486/CA

4. Relacao entre utilidade, equivalente certo e medidas de risco 65

utilizagcdo em problemas de otimizacao linear de forma direta, apenas adicionando
um conjunto restri¢des lineares ao problema.

Diversos trabalhos tem sido realizados no sentido de comparar essas duas
medidas (ver [22]), entretanto, o maior critica feita ao VaR se da devido ao ndo
atendimento da propriedade de sub-aditividade, para o caso de perdas, ou super-
aditividade, para os casos de renda que tratamos nesta tese (uma interessante
discussao na linha desta critica pode ser encontrada em [5] e [6]). Assim sendo,
esta medida nao atende uma das condi¢des necessarias para se enquadrar na classe
de medidas coerentes de risco, podendo levar a decisdes errada do ponto de vista
de coeréncia entre risco ¢ retorno [24][25]. Em [5] e [6] também ¢ evidenciada e
discutida a ndo convexidade e a presenca de minimos locais que esta medida
proporciona para diferentes portfolios ou diferentes niveis de risco, além de
apresentar argumentos no sentido de tornar indispensavel o uso de uma medida
coerente. Neste contexto, [6] introduz o CVaR como a alternativa natural para o
VaR em problemas de portfolio, evidenciando suas propriedades de coeréncia e
convexidade.

A definigdo classica para o Conditional Value at Risk (CVaR,) de uma
variavel aleatoria (v.a.) R com funcdo de probabilidade acumulada Fr(r) = P(R <
1) é:

CVaR,(R) = E[R | ¥] = JR dFgy (4-1)
¥

onde, ¥ = {R: R < VaRy(R)} é o conjunto de valores inferiores a VaR(R), que a

v.a. R pode assumir, Fryy € funcdo de probabilidade condicionada ao evento V' e
VaRy(R) = infy){r: Fr(r) > 1-a} (4-2)

Neste caso, o CVaRy(R) é obtido através da esperanca condicionada a
valores de renda inferiores ao VaR, que pode ser visto como um quantil desta
mesma variavel aleatoria. Esta definicdo, apesar de ser bastante intuitiva, a
primeira vista ndo oferece uma forma eficiente de ser inserida em problemas de
programacao linear.

Contudo, segundo Rockafellar et al., o Conditional Value at Risk de uma
variavel aleatoria R também pode ser escrito através do seguinte problema de

otimizacao:
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CVaR,(R) = Maximizar, {z + E[(R — 2)[']/(1-a)} (4-3)
onde ()| € a fungdo truncamento, tal que,

X)) =x,sex<0e(x)=0,sex>0 (4-4)
Além disso, no ponto 6timo,

7' = argmax,{z + B[(R-2)}/(1-a)} = VaRy(R) (4-5)

Assim, se considerarmos os cenarios e probabilidades {Rs, ps}s=1..s que
caracterizam a distribui¢do de R, a formulacdo (4-3) pode ser reescrita pelo
seguinte PL:

Maximizarg, ;) z + Zeps-Bs

(4-6)

Sujeito a:
Bs<0 Vs=1,..,S (4-7)
Bs < (1-05) [Rs — 2] vs=1,.,S (4-8)

Onde a fungdo truncamento negativo (.)|” € representada pelas restri¢des (4-7) e
(4-8) e inserida na fung¢do objetivo através do valor esperado Zsps-Ps.

O mais interessante desta formulagdo e que possibilita que esta seja
implementada por um PL, como apresentado acima, reside no fato de que ela ¢
definida para todo valor de R, diferentemente da formulagdo original (4-1), onde a
esperanca deve ser restrita a valores pertencentes ao conjunto V.

No trabalho original [48], a expressdo (4-3) ¢ definida para as perdas de
percentil superiores a 0%, mas conforme ja comentado, esta pode ser
convenientemente associada para as piores rendas liquidas de forma a expressar a
idéia de limite inferior para a distribuicdo de probabilidade. Entdo, devido a
relevancia deste resultado, tema central dos proximos desenvolvimentos deste
trabalho, vamos reapresentar a demonstracdo para o resultado (4-3) e (4-5)
adaptado ao nosso caso, que trata de rendas e ndo de perdas.

Demonstracio para (4-5):

Conforme a expressao (4-3),
CVaR(R) = Maximizar,) H(R,z) (4-9)

onde
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HRz)=z+ ﬁ J(R -2) dFy (4-10)

Como a fungdo truncamento (.)| retornard zero para valore de R > z, esta

expressao pode ser reescrita manipulada da seguinte forma

H(R,z) = (1 ) fR zdFy (4-11)
R<7)

H(R,z) =7 + m ( [RdFr— [ z.dFRj (4-12)
{R<z} {R<z}

H(R,z) =z + (1—) ( [R-dFy — zFr(2) ) (4-13)
{R<z}

H(R,z) = z-(l M} (1-a) [ fR dFR) (4-14)

{R<z}

(13 55

Esta ultima entdo, pode ser facilmente derivada com relagdo a e igualada a

zero, conforme segue.

LD B LSO B s
Resultando em,

Fr(z') = 1-a (4-16)
Assim, conforme definido em (4-2),

Z' = VaRy(R) (4-17)

Desta maneira, chegamos ao final da demonstracdo de (4-5). Para finalizar
este resultado, podemos constatar que z éum ponto de maximo analisando a
segunda derivada de H(R,z). Como esta sera negativa, para todo valor de z, Z serd
obrigatoriamente um maximo.
Demonstracao de (4-3):

Para demonstrar a igualdade (4-3), basta verificarmos que esta se da ao
avaliarmos H(R,z) em z. Para isso, recorreremos & expressio (4-13) ja
convenientemente manipulada.

HRZ)=7 +m[ SR APy - z*~FR(z*)j (4-18)
{R<z}
E devido a identidade (4-16), o segundo termo da equagdo acima se cancelara com

0 primeiro termo, acarretando em
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.1
HR2Z) = gy f R-dFy (4-19)
{R<z}

Nesta, o termo (1-0)" representa a probabilidade P(R < VaRy(R))", que ao ser
convenientemente combinada com Fg, ¢ integrada em ¥ = {R < Z*}, reflete a
esperanca condicional do CVaR, conforme a definicdo original dada em (4-1):

H(R,z) = R-dFgw

4-20
v (4-20)

Assim, finalizamos a demonstragdo para (4-3).

4.3

Relacao entre problemas de maximizagcdo de renda com restrigoes
de Conditional Value-at-Risk (CVaR) e problemas de maximizag¢ao da
Utilidade Esperada

Como mencionado, os desenvolvimentos dos grupos de financgas, aplicados
a problemas praticos do dia-a-dia das empresas e instituicdes financeiras,
caminhou no sentido de controlar o risco das posi¢des assumidas (decisdes
tomadas), enquanto que o estudo da preferéncia entre resultados incertos de
consumidores avessos a risco e suas conseqiiéncias na formacdo e
desenvolvimento de economias prosseguiu através da teoria de utilidade pelos
economistas.

Assim, rapidamente criou-se um descasamento entre as duas vertentes
(finangas e economia — medidas de risco e teoria de utilidade) que visavam
modelar o mesmo processo (decisdo sob incerteza), porém com abordagens
diferentes. Enquanto os grupos de finangas buscavam tomar decisdes altamente
pragmaticas (quanto capital alocar hoje em um determinado grupo de ativos) com
implicagdes extremamente realistas e arriscadas (resultados financeiros destas
operagoes ao longo de um determinado horizonte de tempo), a teoria econdmica
visava caracterizar as propriedades decorrentes da atuagao dos agentes frente ao
risco em diversas economias.

Obviamente, nenhuma das duas finalidades ¢ mais ou menos relevante que a

outra, e claramente estdo conectadas pelo seu objetivo comum: como caracterizar
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o perfil de risco de um agente para que este seja capaz de tomar decisdes sob
incerteza. Nesse sentido, vamos mostrar como um conjunto de restrigdes de risco,
que visdo controlar os valores esperados condicionais de diferentes niveis de
significancia da distribui¢do dos resultados financeiros, pode ser interpretado
como uma fungao utilidade linear por partes.

Para demonstrar de maneira simples essa conexdo, vamos considerar um
processo decisorio de dois estagios, onde o agente deve tomar uma decisao no
primeiro estagio, selecionando um vetor X, a qual acarretard em uma renda
estocastica no proximo estagio. Assumiremos que a fun¢do de renda representada
por R(x,£) ¢ linear em x. Esta hipotese ¢ bastante plausivel e engloba a maioria
dos problemas de decisdo de compra e venda de energia elétrica e de ativos em
geral, onde x representa os montantes de contratacdo e & geralmente compreende
os precos de mercado spot, producdo de energia e outros fatores de incerteza que
podem ser modelados.

Assim, a estratégia serd seguinte: vamos escrever o problema de

maximizac¢ao da renda esperada sujeito a um conjunto de M restri¢des de risco do

problema de programagdo linear definido em (3-6) a (3-8) (proveniente da
aplicacdo da formulacao (2-2) a (2-3)).
Desta forma, o problema de maximizagdo da renda esperada sujeito a M

restrigdes {CVaqu(R)ZRmini}1:1,”_,M pode ser visto a seguir.

Maximizar,g ;) Zsps-R(X,Es)

(4-21)

Sujeito a:
Bis<0 paratodoi=1,..M e s=1,...,S  (4-22)
Bis < (1-01) " [R(X,&s) — zi] paratodoi=1,..M e s=1,.,8  (4-23)
zi + ZypsPis > R™ para todoi=1,...M (4-24)
Gx<d (4-25)

Onde o; > o+ € R™ < R™ para todo i=1, ..., M

Como visto no item anterior 4.2, as duas primeiras restrigdes deste problema

produzem o efeito de truncamento negativo para os cendrios da renda com relagao
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as variaveis {zj}. Se dualizarmos o conjunto de restrigdes (4-24), inserindo na
fungio objetivo uma penalizagdo A = [A1,....Am]" por unidade de folga, dada pelo
moddulo do multiplicador simplex (ou variavel dual de cada restri¢ao), obtido ao se
encontrar 0 ponto 6timo do problema original, obteremos uma nova fungdo

objetivo:
F = ZpeR(0E) + Ziki(zi + Zops-Bis — R™) (4-26)

Devido ao fato da restricio ser do tipo maior ou igual “>”, a variavel dual
associada a esta restricdo sera negativa, indicando que ao aumentar o lado direito
desta (R™") estamos restringindo o espago viavel e, portanto, decrescendo o valor
da funcdo objetivo. Devido a este fato as penalidades {A;i} serfo igualadas aos
valores absolutos das respectivas variaveis duais das restricoes de CVaR,
garantindo assim, a coeréncia de (4-26) com o processo de relaxagdo lagrangeana
do problema (4-21) a (4-25).

Esta nova fun¢@o, nos permitira alcangar o objetivo de mostrar que existe
uma fungdo linear por partes implicita no problema de maximizagdo do valor
esperado com restri¢des de CVaR minimo que pode ser interpretada ou associada
a uma funcao utilidade. Para isso, vamos rearranjar os termos estocasticos (termos
que dependam dos cendrios — s) para dentro de um mesmo somatdrio que

represente o valor esperado dos mesmos, e por fim, obter a seguinte expressao:
FO = Zpe [R(%,Es) + ZihioBis] + Ziki(zi — R™) (4-27)

Nesta, se olharmos somente para o primeiro termo (contido dentro do somatorio
de valor esperado, Zps:[R(x,&s) + Ziki-Bis]), perceberemos que se trata de uma
funcdo linear por partes da funcdo de renda R, com M+1 segmentos. Como visto
no item anterior 4.2, para cada cendrio s, a variavel ;s desempenha o papel da
fungdo truncamento (.)| negativa dentro do problema de otimizacdo (4-21) a
(4-25) através das restricoes (4-22) e (4-23). Desta forma, a fungdo linear por
partes implicita em (4-27) ¢ composta por uma reta de inclinagdo um que sai da
origem, somada a M outras fungdes lineares por partes, cada uma com dois
segmentos dados pelas restrigdes (4-22) e (4-23). Essas componentes sao
ilustradas para um caso de duas restricdes, para um ponto de renda “r”, qualquer,

pertencente ao dominio desta.
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A
U(r) /
AL
. / ‘
. / * *
‘ Z Z

v

Figura 4-2 — Componentes da Fungao Utilidade Linear por Partes implicita ao
problema de maximizagéo da renda esperada sujeito a um conjunto de restricoes
do tipo CVaR.

Como o conjunto de restrigdes ¢ um conjunto coerente, no sentido de que
nenhuma restri¢do ¢ sempre dominada por outra®, a seqiiéncia {(1-0) Vi €
decrescente. Além disso, devido a o; > 011, a seqiiéncia de valores obtidos (6timos
— solucdo de (4-3)) para {zi*}izl,,,,,M ¢ crescente ¢ igual a {zi*
VaRai[R(x,f)]}Fl,“_,M.

A composi¢do dessas curvas pode ser generalizada da seguinte forma: para
um dado valor de renda re(zk_l*, zk*], onde z, = - o, a curva composta somente
recebera contribuicdo das fungdes diferentes de zero neste ponto, o que é

13T
1

. ~ . *
equivalente a somar todas as funcdes, tais que z; > r, ponderadas pelos

respectivos multiplicadores A;. Isso pode ser expresso por:
U(I‘) =r+ Z{i; kSiSM}Xi-(l-(li)_l -(1” — Zi*) para I'E(Zk_l*, Zk*] (4-28)

e reescrito de forma a isolar o termo referente ao ponto de renda avaliado “r”

conforme a seguinte expressao:

U®r) = r[1 + Zg i Air(1-0) 1= Z i i Air(1-00) oz (4-29)

¥ Uma dada restricio ie{1,...,.M} de CVaR ¢ dita “dominada” se existir alguma outra restrigio
je({L,...M}\{i}) com (I — o)) < (1 — &) e R™"; > R™. Ou seja, se existir uma exigéncia de renda
minima superior a da restri¢do i, para uma média condicionada a um quantil inferior ao associado a
esta restri¢ao, esta sera dita dominada.
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P * *
valida somente para re(zx.; , zx |

Desta forma, ao associarmos os coeficientes desta fungdo para cada segmento {®y
(2-3), encontramos uma funcao utilidade linear por partes, tal que, ao resolvermos
o problema de maximizacdo da utilidade esperada (3-6) a (3-8) com esta, o
resultado obtido ¢ exatamente o mesmo que o encontrado pelo problema (4-21) a
(4-25). Esta afirmacdo pode ser constatada através das condi¢des de otimalidade
de programagdo linear. Na solugdo 6tima, quando a variavel dual A; da i-ésima
restricdo de CVaR for diferente de zero a folga desta restri¢cdo valera zero e vice-
versa. Entdo, a associacdo dos coeficientes da utilidade pode ser feita diretamente

da equagdo em (4-29) conforme a seguir:

a = [1 + Z i i Air(1-0) '] paratodok=1,..,K=M+1  (4-30)
by=- Z{i; kgigM}Xi'(l-ai)_l'Zi* para todok=1, ..., K=M+1 (4-31)
A
U(r) .
. /
vl
0/ ‘
‘0
0"
oS-y

E3 E3

I Z Zy

f 1+ A-(1-a) ' + Ap-(1-a) !

Figura 4-3 — Funcdo Utilidade Linear por Partes implicita ao problema de

= Vv

maximizagdo da renda esperada sujeito a um conjunto de restricdes do tipo
CVaR.

E importante notar que esta funcdo utilidade ¢ uma fungdo utilidade classica
de von Neumann-Morgenstern (vN-M) encontrada a partir das condigdes de
otimalidade do problema original. Segundo vN-M [56], a func¢do utilidade nao

depende da distribuicdo da varidvel aleatéria avaliada. Contudo, vimos em (4-30)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510486/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0510486/CA

4. Relacao entre utilidade, equivalente certo e medidas de risco 73

e (4-31) que a FU implicita ao problema (4-21) a (4-25) depende do valor 6timo
deste ponto. A presenga destas varidveis na expressdo da fungdo utilidade
identifica a dependéncia desta com o parametro estocastico &,

Desta forma, uma vez fixados os pardmetros {Rmini}izl,”_’M e {0i}ti=1. M,
existe uma funcdo utilidade para cada distribuicdo que o pardmetro de incerteza
(instancia do problema) possa apresentar. O efeito desta dependéncia serad
estudado mais adiante no exemplo ilustrado no item 4.4.1, onde sera evidenciada a
ndo linearidade com relacdo as probabilidades do funcional de preferéncia
implicito ao problema analisado de maximizacdo de renda sujeito a restri¢do de
CVaR minimo.

Este conceito ¢ ainda mais acentuado ao estudarmos o comportamento do
funcional implicito ao problema Maximizar){CVaR,[R(x,£)]:G-x<d}, ou seja,
quando o funcional é definido pelo proprio CVaR,[R(x,£)]. Para este caso, em
que o indice de preferéncia dado a uma distribuicdo € o seu proprio CVaR, sera
evidenciada a presenca de uma utilidade linear por partes de dois segmentos cujo
ponto de quebra e os segmentos dependerdo explicitamente da distribuicdo de
probabilidade da variavel aleatoria R(x,£) avaliada. O caso em que a FU depende
da distribuigdo de probabilidade avaliada foi previsto por Machina em [32] para
funcionais diferenciaveis nas probabilidades, que ndo ¢ exatamente o caso que
estamos tratando, porém a idéia desta dependéncia nos abre uma fonte de
discussdo bastante interessante para futuros trabalhos. A idéia desta utilidade sera
explorada e sua expressdo final formalizada no Anexo E: A utilidade por tras do

funcional CVAR.

431

Exemplo

Para ilustrar o resultado obtido e visualizarmos a funcdo utilidade relativa a
um caso onde sera imposta uma restricdo de CVaR, vamos considerar o0 mesmo
problema de contratagdo 6tima introduzido no capitulo anterior.

Contudo, neste caso nos restringiremos a apenas um periodo (ano de 2010),

para o qual examinaremos os resultados obtidos. Com o intuito de exemplificar o
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relacionamento as duas classes de problemas (maximizag¢do de renda esperada
sujeito a uma restricdo de CVaR e a forma classica de maximizagdo de utilidade
esperada), seguiremos os seguintes passos: (i) analisar a distribuicdo de renda para
0 caso neutro a risco (maximizar o valor esperado da renda sem restri¢ao) e
identificar a presenca de eventos indesejaveis; (ii) utilizar o modelo de
maximizac¢do de renda com uma restricdo de CVaR para a renda minima; (iii) com
base na solucdo deste problema, encontrar os valores para os dois coeficientes,
angulares (4-30) e lineares (4-31), tracando assim, a utilidade implicita ao modelo
utilizado em (ii).

Desta maneira, vamos considerar o0 mesmo gerador hidrelétrico com 100
MWmédios de lastro descontratados, e encontrar o montante de contratagdo 6timo
para uma proposta de contratacdo com inicio em janeiro de 2010 e duragdo de um
ano, ao preco de 120 R$/MWh (prego inferior ao prego considerado no exemplo
do item 3.4, onde o contrato compreendia um periodo de 5 anos).

A decisao neutra a risco, sem qualquer restricdo ou utilidade, ¢ novamente
de contratar 100% do lastro (espaco descontratado), devido ao prego spot médio
em 2010 assumir o valor de 114 R$/MWh, inferior aos 120 do contrato. Assim, a
conseqiiente distribuicdo de renda para o gerador pode ser visualizada na figura
abaixo:

Distribuigéo 2010 Curva de Permanéncia - Resultado Operacional

— Meédia Perfil Neutro a Risco
Prego de Contrato 120 R$/MWh - Inicio 2010 - Contratagédo Otima = 100% EA

120.0

100.0 ’—7/ ———————————————
80.0 r{
60.0

40.0

MM R$

20.0

0.0 T T T T T T T T T
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Probabilidade Acumulada

Figura 4-4 — Distribuicdo da Renda para um perfil neutro a risco — 100% do
Lastro contratado — Prego de contrato igual a 120R$/MWh — inicio em 2010 —

duragao de um ano.
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O valor esperado do resultado neutro a risco, 100 MMRS$ durante todo o
periodo (2010), pode ser contrastado com valores inferiores a 80 MMRS (perda de
20% com relagdo a média) que podem ocorrer com uma probabilidade de 5%.
Assim, de forma a limitar esta perda, vamos impor uma restricdo sobre a média
dos cendarios que apresentam o percentil associado inferior a 5%, para que esta
seja assim, superior a 85 MMRS. Ou seja, impor a restricdo CVaRose, (R2010) > 85

MMRS.

Distribuicio 2010 Curva de Permanéncia - Resultado Operacional

— Média Perfil Neutro a Risco
Prego de Contrato 120 R$/MWh - Inicio 2010 - Contratagéo Otima = 95.1% EA

120.0

100.0 +———m———

oot
|

60.0

MM R$

40.0

20.0

0.0 T T T T T T T T T
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70% 80% 90% 100%

Probabilidade Acumulada

Figura 4-5 — Distribuicdo da Renda para um perfil avesso a risco (CVaR95%
(R2010) = 85 MMR$) — 95.1% do Lastro contratado — Precgo de contrato igual a
120R$/MWh — inicio em 2010 — duragdo de um ano.

Na figura acima, ja se pode notar a melhoria dos 5% piores cendrios com
relagdo ao caso neutro a risco. Para este caso, a variavel dual associada a restri¢ao
de renda minima assumiu o valor A =| — 0.0146 | e o respectivo ponto z;” = 94.79.
Pode-se entdo apresentar a funcdo utilidade de dois segmentos relativa a este

problema que resultou na mesma solucao anterior (95.1% de contratagdo):
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Tabela 4-1 — Coeficientes da Fungao Utilidade Linear por Partes

Segmentos  Coeficientes angulares {ay} Coeficientes lineares {by}
1 1.29 -27.77
2 1 0
A .
U(r) S

/ 7 =94.79 MMRS

»

r (MMSR)

/
L Nl =129
2774

Figura 4-6 — Fungao Utilidade de dois segmentos (M+1) implicita para o caso de

uma (M) restricdo de CVaR.

4.4
O Equivalente Certo em problemas de maximizagdao de renda com

restrigoes de CVaR minimo

Conforme desenvolvido no item anterior, a relacdo entre as abordagens
baseadas em restri¢gdes de risco, largamente utilizadas pelos grupos de financas,
foi interpretada e conectada a abordagem baseada na maximizacdo de um
funcional local de utilidade esperada. Foi evidenciada a dependéncia da fun¢ao
utilidade obtida neste caso com a distribuicdo dos parametros de incerteza. Além
disso, foi apontado um anexo (Anexo E:) que discute semelhancas entre o
funcional baseado na Utilidade Generalizada de Machina e o problema de
maximizacdo do CVaR, que é uma abordagem alternativa ao problema de
maximizacdo de renda esperada com restrigdes de CVaR minimo estudado ao
longo deste capitulo.

Contudo, voltando para a primeira abordagem, foco deste capitulo, onde o

agente busca maximizar a renda esperada e impde o seu perfil de risco sob a
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forma de restricoes de CVaR, torna-se importante formalizar o processo de
obtencdo do equivalente certo associado a cada distribuicdo que R(x,£) pode
assumir de forma condizente com o funcional de preferéncia implicito a
ordenacdo imposta por este problema. Desta forma, o problema em questao pode
ser visto como um problema de maximizacdo de um funcional de preferéncia,
como sera evidenciado logo a seguir, pode-se encontrar o equivalente certo
proveniente deste funcional. Contudo, para encontrarmos este equivalente certo,
ndo mais poderemos utilizar a expressdo classica (3-2), pois a “utilidade”
implicita a este funcional assume diferentes formas para diferentes distribui¢des
de probabilidade avaliadas. Assim sendo, deveremos recorrer a definicdo mais
elementar, (3-1), e através desta obter o equivalente certo de R(x,&) de forma
condizente ao funcional em questao.

A definigdo de equivalente certo, como sendo o menor valor (EC em $)
certo (deterministico) para o qual o agente fica indiferente entre a renda aleatoria

R(x,£) e este, nos permite escrever a seguinte defini¢ao:
EC[R(x,8)] = infyy {pe : O[R(x.E] < d(w)} (4-32)

Onde ®(.) ¢ o funcional de preferéncia do agente. Por exemplo, para o caso
da funcdo utilidade cléssica, esse ¢ igual ao valor esperado da utilidade ¢ a
expressdo (4-32) ¢ atendida na igualdade, quando ®[R(x,&)] = ®(pn). Dessa
maneira, como ®(.) = E[U(.)], este funcional permite uma expressao analitica para
o valor EC = 1" que produz essa igualdade através da inversa de U(.) aplicada a
utilidade esperada da renda, conforme visto em (3-1) e (3-2).

Entdo, a estratégia adotada para relacionar o problema de maximizagdo do
equivalente certo com o problema de maximizagdo da renda esperada sujeito a
uma restri¢do de CVaR minimo, o qual chamaremos de problema original a partir
de agora, sera a seguinte: (i) mostrar que o problema original pode ser visto como
um problema de maximizacdo de um funcional de preferéncias incompleto de
variaveis aleatorias, que produz valores de preferéncia somente para um
subconjunto de distribuicdes factiveis de serem avaliadas, (ii) apresentar uma
extensdo deste funcional de forma a torna-lo completo sem alterar suas
propriedades e resultados dentro do conjunto ja considerado, e finalmente, (iii)
aplicar a definicdo de equivalente certo para este funcional e encontrar a

expressao do seu equivalente certo.
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Se pensarmos em um funcional que produza a ordenagdo e os valores
produzidos pelo problema original (4-21) a (4-25), este devera ser composto pelo
valor esperado da renda aleatéria E[R(x,£)], restrito as distribui¢cdes que atendam
a CVaR [R(x,6)] > R™", indicando que distribui¢des que proporcionem o CVaR,
abaixo de R™" ndo sdo em hipotese alguma admitidas.

Intuitivamente pode-se argumentar que o equivalente certo de R(x,£) devera
ser o seu valor esperado, se a distribui¢ao atender a restricdo de CVaR,. Por outro
lado, para o caso em que a restri¢ao ndo ¢ atendida, o equivalente certo nao estara
definido. Dessa forma, sera importante estender este funcional para o caso geral,
sem alterar as preferéncias ja dadas para as distribuicdes que atendem a restri¢ao
de risco. Para isso, vamos separar a regido poliédrica de decisdo
N={xe R" :G-x<d} em duas: regido viavel de decisdes com relagio as restri¢des

de CVaR,
N(&V= {xeN : CVaR [R(x,&)] > R™™} (4-33)
e regido inviavel de decisdes que proporcionam distribui¢des indesejaveis,

R(H'= {xeRX \ R} (4-34)

Devemos também, explicitar a separacdo do problema original em dois
estagios, onde o primeiro estagio seleciona a decisdo xeX e o segundo estagio
avalia o valor desta solug@o através de um funcional Q[R(x,&)] = {E[R(x,&)] :
Xe N(f)v}. Na seqiiéncia sao apresentados os problemas do primeiro e segundo

estagio que traduzem o processo de decisdo descrito.

1° Estagio: Seleciona x com base no conjunto xe N
Maximizary) Q[R(x,&)]

(4-35)
Sujeito a:

Gx<d (4-36)
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2° Estagio: Avalia E[R(x,&)] somente se xe N(&)"
Q[R(x,8)] = Maximizar (g ;) Zsps'R(X,Es)

(4-37)
Sujeito a:
Bs<0 Vs=1,.,S (4-38)
Bs < (1-0) " [R(x,&s) — 7] Vs=1,..8 (4-39)
z+ZpePs = R™ (4-40)

Neste segundo problema, Q[R(x,&)] representa o resultado do segundo
estagio do problema original e exerce o papel de receber a decisao x selecionada
no primeiro estagio e retornar o valor esperado da renda conseqiiente desta
decisdo. Entretanto esta atribuicdo se dara apenas para os casos viaveis de renda,
ou seja, casos onde a distribuicdo de renda atenda ao critério de CVaR minimo.
Contudo, como argumentado anteriormente, Q[R(x,£)] ndo atribui qualquer
preferéncia para distribuigdes de renda provenientes de N(&)' e simplesmente
rejeita as mesmas. Com o intuito de tornar o funcional completo, ou seja, capaz de
atribuir preferéncia a todo o espago de solugdes N, vamos definir um funcional
mais geral que nos dé alguma informagio para os pontos em N(&)', porém sem
alterar as propriedades e solugdes do problema original quando este seja viavel.
Neste sentido, podemos introduzir a seguinte fung¢do dual (em x) de Q[R(x,%)],

que dispOe exatamente desta caracteristica.
Dy [R(%,8)] = E[R(%,8)] + A-(CVaR,[R(x,&] - R™)[ (4-41)

Onde (.)|” = min(0,.) representa a mesma funcao truncamento negativa utilizada na
formulacdo do CVaR. Assim, como visto antes, esta ¢ uma funcdo linear por
partes concava, e devido a isto podemos escrever @, ;[R(x,&£)] como o resultado

do seguinte PL:

D5 [R(x,8)] = Maximizar g 1) 2spPs-R(X,Es) + AT
A[R(x%,8)] (.20 ZsPsR(%Es) (4-42)
Sujeito a:

<0 (4-43)

T<z+ ZpsPs — R™" (4-44)
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Bs<0 Vs=1,.,S (4-45)

By < (1-0) [R(x,&,) ~ 2] Vs=1,..8 (4-46)

Por definicdo, qualquer funcdo dual do problema Q[R(x,£)] deve apresentar
as seguintes propriedades: (1) para todo A > 0, @43 [R(x,8)] > Q[R(x,£)] para todo
Xe N(f)v e (2) o seu dominio deve ser mais amplo que o dominio de Q[R(x,&)], o
que de fato ocorre devido a propria definigdo de N((,‘)V. A condigdo (1), para a
fungio proposta ®y,[R(x,&)], ¢ atendida pela igualdade, pois quando xeN (&)Y,
CVaR[R(x,8)] — R™™ >0, acarretando em t= 0 em (4-42).

Este novo funcional evidencia a intui¢ao inicial sobre o que o equivalente
certo deveria ser segundo o funcional de preferéncia de um problema de
maximizacdo da renda esperada restrito condicdes de CVaR minimo. No caso
onde a condicdo de viabilidade da distribuicdo ¢ atendida (xe N(f)v), 0
equivalente certo, segundo a aplicagdo direta de (4-32), serd igual ao valor

esperado da renda, conforme segue o desenvolvimento:

EC[R(x,§)] = infy {peR : Pua[R(x,8)] < Pualp), xeN(§)"} (4-47)

Onde @ (1) = p se da devido a fato de que xeN(&)¥ = CVaR [R(x,&)] > R™ ¢
como por definigio E[R(x,&)] > CVaR,[R(x,&)], entdo E[R(x,&)] > R™, o que
acarreta em @, (1) > R™™. Este resultado ¢ suficiente para garantir que p > R™"
(ver Figura 4-7 para uma visualizacao grafica de @, (L)), implicando diretamente

em @, (1) = 1. Assim, desenvolvendo a expressao (4-47) temos que:
= infy{peR : OuREE] = EREH] < Dur() =1, xeN(@'}  (4-48)

D4 [R(x,8)] = E[R(x,8)] = P(1) = p” = EC[R(x,)] (4-49)
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a
Dy (1) o °

Rmin / .

4
\ 4

Figura 4-7 — Forma que o funcional de preferéncia ®4;(.) assume ao avaliar um

valor deterministico pue®R - caso particular com duas restricées de CVaR minimo.

Entretanto, para o caso onde a condi¢do de viabilidade ndo ¢ atendida pela

distribuigdo de R(x,&), ou seja,

EC[R(x,8)] = inf,) {neR : De1[R(X,8)] < Py (1), xeN(H)'} (4-50)
a seguinte desigualdade é vélida para todo p’:

E[R(%,&)] + A(CVaRu[R(%,&] ~ R™) < p+ A-(u— R™)[ (4-51)

Para o lado esquerdo desta desigualdade, como xeN(&)' a fungdo mantém

min

inalterado o termo da violagdo do CVaR de R(x,£) com relagdio a R™". Para
facilitar o entendimento podemos recorrer mais uma vez a Figura 4-7, que nos
mostra a possibilidade de duas possiveis desigualdades decorrentes de (4-51)
conforme serd enumerado a seguir.

1* possibilidade: E[R(x,&)] + A-(CVaR,[R(x,&)] — R™") > R™", de onde decorre

que

E[R(x,8)] + A(CVaR [R(x,6)] - R™) <, para xeN(&)' (4-52)

? Para o caso onde o valor avaliado é um valor deterministico (1), E[u] =pe CVaRy[u]=p
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2* possibilidade: E[R(x,)] + A«(CVaR [R(x,£)] — R™") < R™", de onde decorre
que

(1+0) “E[R(x,8)] + (1+1) A-CVaR,[R(x,8)] < 53)
para xe N(&)'

Assim, podemos escrever a expressdao do equivalente da seguinte forma:

Se xe N(f)v, entdo,

EC[R(x,8)] = E[R(x,5)]

Se xe N(H' e E[R(x,8)] + A-(CVaR [R(x,&)] — R™") > R™", entdio, 154
EC[R(x,8)] = E[R(x,&)] + A-(CVaR[R(x,&)] — R™™) (354
Se xe N(H' e E[R(x,8)] + A-(CVaR [R(x,&)] — R™") < R™", entdio,
EC[R(x,8)] = (1+1) “B[R(x,&)] + (1+1) ' A-CVaR[R(x,5)]

Essa expressdo, entdo, nos passa a idéia de que quando tomamos uma
decisdo que nado atende a restricdo de CVaR minimo, violando o critério de risco,
o valor que atribuido a distribuicdo desta renda nio sera mais o valor esperado da
mesma, mas sim um valor intermedidrio entre o E[R(x,£)] € 0 CVaR,[R(x,8)].

Além disso, no dmbito de medidas de risco, o funcional @, ;[.] proporciona
uma avaliagdo para todas as possiveis distribuicdes que podem ser geradas pela
decisdo xeN. Entretanto, ¢ importante notar que este, para valores de A
“pequenos”, podera selecionar uma decisdo que ndo seria selecionada por
Q[R(x,&)]. Para comprovarmos isso, basta olharmos o caso onde uma solugdo
inviavel do ponto de vista de risco, ou seja, que ndo atende a solucdo de CVaR,
apresenta um altissimo valor esperado. Se A ndo for suficientemente “grande”, a
violag@o na restricdo de CVaR, ponderada pela penalizacdo A, pode ser que nio
seja suficiente para anular o ganho obtido no valor esperado com relagdo a
solugdo 6tima do problema original e desta forma, a selecdo 6tima do problema
original ndo seria obtida.

Este caso esta perfeitamente de acordo com a idéia de que quanto maior o
retorno, maior devera ser o risco. Obviamente, pode-se argumentar que

dependendo de quao maior seja o ganho obtido com o valor esperado de uma
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solugdo inviavel, se comparado com a melhor solucdo vidvel, um violacdo
pequena poderia até ser justificavel. Contudo, certamente esse comportamento nao
refletiria o comportamento do problema original que estamos tratando.

De forma a garantir a mesma ordenacdo do problema original, onde as
solucdes inviaveis deveriam ser extremamente penalizadas com relagdo as vidveis

(restricao “forte”), bastaria tomarmos o A — +oo. Desta maneira,
Limg 5+ P [R(X,E)] = Lim(x—>+w)E[R(X,§)]+7\.‘(CV3RQ[R(X,§)]—Rmm)|_ (4-55)

acarretaria em,

Limg. 0@ [R(%,8)] = E[R(x,)] , para xe N (&" (4-56)
[
Limg s+ @e s [R(X,8)] — - 0, para xe X (&) (4-57)

Esse comportamento indicaria uma extrema aversao a solugdes que proporcionem
distribui¢des inviaveis, onde de acordo com o problema original, todas estas
devem ocupam um lugar inferior, em termos de preferéncia, que qualquer outra

solugdo viavel, ou seja,

supe { Do [R(%,8)] : xeN(H'}< infi { P [R(X,6)] : xeN(E"} (4-58)

Neste caso, o equivalente certo associado as distribuigdes viaveis se
manteria o mesmo, pois o fato de ndo haver violagdo anula o efeito de qualquer
penalizacdo. Entretanto, para o caso de decisdes que violem o critério de CVaR
(xeN(&"), as duas possibilidades de equivalente certo tornam-se uma unica,
“Possibilidade 1 em (4-52) recai para no caso da “Possibilidade 2” (4-53), que

por fim converge para o proprio valor do CVaR,[R(x,&)].

EC[R(x,8)] = E[R(x,8)], para xe X(&)" (4-59)

EC[R(x,&)] = CVaR [R(x,8)] para xe X (&)’ (4-60)

Este resultado nos revela a seguinte idéia, com respeito ao problema original:
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Uma vez que a restricio de risco esteja atendida, o equivalente certo
associado a distribuicdo da renda assumira exatamente o seu valor esperado.
Entretanto, para os casos onde a restricio de risco nio tenha sido atendida, o
equivalente certo passara a ser o “melhor” que se pode obter da distribuicgao,
valendo assim, o proxy adotado para medir o seu pior caso, dado pelo

conditional value at risk.

Como conseqiiéncia, segundo esta otica de penalizagdo forte, no caso de
violagdo do critério de risco o agente ¢ totalmente indiferente entre distribuicdes
que apresentam o mesmo CVaR.

Como ja argumentado, este fato ¢ factivel de ser questionado, pois mesmo
que esteja de acordo com o problema original, que trata as inviabilidades de forma
indiferente, este comportamento expressa uma “falha” no sentido de que mesmo
em uma situacdo de extrema aversdo a risco, um agente racional que se depara
com duas distribuicdes de mesmo CVaR preferiria a distribuicdo que apresenta o
maior valor esperado.

Desta maneira, ¢ possivel encontrar um limite inferior para A de tal forma
que, ao utilizarmos a métrica @, [.], esta garanta a mesma decis@o 6tima que o
problema original proporcionaria para o caso de N(&)" ndo vazio. Neste sentido,
se AP" ¢ a varidvel dual otima, associada a restricdo de CVaR minimo do

problema original, ento, para todo A > [A”7),

x1" =% e QR(x1,&] = Pua[R(x2,8)] (4-61)
Onde,

X1’ = argMax {Q[R(x,&)] s.a: xeN(&)"} (4-62)
e

X, = argMax () { Qa1 [R(x,8)] s.a: xe N} (4-63)
Demonstracao:

Seja A°" a variavel dual 6tima associada a restrigio de risco (4-68) do problema

original Q, reescrito abaixo:
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Maximizar x g z) Zsps-R(X,&s)

(4-64)
Sujeito a:

Gx<d (4-65)
Bs<0 Vs=1,.,S (4-66)
Bs < (1-a) " [R(x,Es) — 7] Vs=1,.S  (4-67)
z+ Zps-Ps = R™" > Variavel dual A>* (4-68)

E seja o problema de maximizac¢do (em x) da preferéncia @, ;[R(x,&)], conforme
(4-63), convenientemente modificado para explicitar o termo negativo referente a

penalizagdo de risco, onde v =— 1.

Maximizar x g ) Zsps-R(X,&s) — A-v

Sujeito a: (469
Gx <d (4-70)
L0 (4-71)
L > R™ — (2 + Zps-Ps) (4-72)
B <0 Vs=1,..,8 (4-73)
Bs < (1-0) [R(X,E5) — 7] Vs=1,..,S (4-74)

Se reescrevermos a restricdo (4-72) do problema acima, que contabiliza as
violagdes de CVaR de forma tornar esta analoga a restricdo (4-68), o problema

assumira a seguinte forma, a qual vamos denominar de problema penalizado ®:

Maximizar x g r) Zsps-R(X,&s) — A-v (4-75)
Sujeito a:

Gx<d (4-76)

v=0 (4-77)
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z+ ZpePs+v=R™ (4-78)
Bs<0 Vs=1,..,S (4-79)
Bs < (1-0) “[R(x,Es) — 7] Vs=1,.,S (4-80)

Comparando o problema original com este ultimo (penalizado), ¢ possivel
perceber que o segundo apresenta a mesma estrutura do problema original, com
pequenas diferencas. Nota-se que foi introduzida uma variavel a mais na restrigao
de risco, a qual passa a “permitir” e a contabilizar as violagdes desta restricdo
provenientes de solucdes que seriam inviaveis no problema original. Contudo, as
solucdes que passam a ser viaveis no segundo problema sdo penalizadas por um
fator A na fung@o objetivo.

Neste sentido e de acordo com a defini¢io (4-62), se x; ¢ solugio 6tima do
problema original (4-64) a (4-68), ¢ facil de se constatar que a solugdo x® = [xl*,
0]" ¢ uma solugdo viavel do problema penalizado (4-75) a (4-80), pois a Unica
restricdo modificada neste problema, com relagdo ao problema original, assume o
mesmo valor ao ser avaliada neste ponto (x*).

Agora vamos mostrar que existe uma condi¢do sobre o valor de A que faz o
ponto x® ser 6timo no problema penalizado, ¢ assim igual a [x,, 0]", como
queremos demonstrar.

Como os dois problemas sdo idénticos, exceto com relacdo a variavel v,
basta analisar o custo reduzido associado a variavel v usando as mesmas variaveis
duais associadas 4 solugdo 6tima x; do problema original. Isto ocorre, pois
construimos a solugdo x® de forma a produzir, no problema penalizado, a mesma
base que a solucdo X produz no original. Desta forma, os custos reduzidos
associados a todas as variaveis ndo basicas do problema original, no ponto x, , ja
atendem as condic¢des de otimalidade no problema penalizado quando avaliado no
ponto x”: ¢q<0. Entdo, para que x* seja o 6timo do problema penalizado, basta
selecionarmos A de forma que o custo reduzido de v atenda a mesma condicao,

. . , . @ £ T £ 4T
pois esta varidvel devera estar fora da base por hipdtese: x =[x, ,v] =[x; , 0] .
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Ao constatarmos que a variavel dual associada a restri¢do (4-78), no ponto
x®, é a mesma da restri¢dao (4—68)]0, no ponto X1, definida como AP, o custo

reduzido de v pode ser escrito da seguinte forma:
Crea(L) =— L =AD" (4-81)

Assim, para que cra(v) < 0 e por conseguinte, x* seja 6timo do segundo

problema, basta que A atenda a seguinte condigao:
Az (4-82)

Como A ¢ definido como sendo maior que zero, de forma a representar uma
. ~ * . . .
penalizagio, e como sabemos que A”" < 0, pois a0 aumentarmos o lado direito da
restricdo (4-68) estaremos restringindo mais o problema, podemos reescrever a

expressdo anterior como:
> (4-83)

E assim, chegamos ao fim da demonstracio.

441

Aplicacao — Axioma da Independéncia e Paradoxo de Allais

Neste item vamos mostrar um exemplo para evidenciar a nao linearidade,
com relacdo as probabilidades, dos funcionais estudados neste capitulo. Neste
sentido, o primeiro passo serd mostrar que o funcional Q(.) ndo atenderd ao
axioma da independéncia de von Neumann-Morgenstern (vN-M). Posteriormente,
sera mostrado que o funcional @,;(.), dual a Q(.), captura a ordenagdo do
Paradoxo de Allais, a qual ¢ impossivel de ser obtida pelos funcionais baseados
em utilidade esperada.

O axioma da independéncia diz que para qualquer par de variaveis aleatorias

A e B, tal que R' ) R®, as misturas representadas por R** = q-R* + (1-q)-R e R®* =

'9A justificativa ¢ que as variaveis duais de ambas as restrigdes podem ser escrita apenas como o
produto entre os coeficientes da fungdo objetivo das variaveis basicas (Cg) € a inversa da matriz
(B) contendo as colunas da matriz de restricdes associadas as variaveis basicas (A\"=cg-B"). Como
as solucdes x;" e x® foram construidas de forma a gerar a mesma base, as variaveis duais, das
referidas restrigdes, avaliadas nas respectivas solugdes serdo idénticas.
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q-R® + (1-q)-R realizadas com uma terceira variavel R, qualquer, terdo
necessariamente a ordenacio R*’ ) R, qualquer que seja qe[0,1].

O funcional de vN-M atende a este axioma em funcdo da sua linearidade nas
probabilidades. Se cada v.a. pode ser representada por um conjunto de valores de

,,,,,

entdo, a preferéncia R® ) R* para uma funcio utilidade de vN-M, qualquer,
implica em qXURR)P% + (1-9SURY)ps > qIUR™Y)p + (1-
Q)2 URy)-ps. Se, por definicio q-X URE)p% > qXURA)p?, entio a
desigualdade anterior estard assegurada e a preferéncia R ) R* sera sempre
verdadeira para qualquer U crescente ¢ R” < co.

Contudo, o funcional Q(.) nao atende a este axioma. Para isso vamos definir
duas v.a.: (exemplo baseado em [16])

R*={(0$, 1%); (24008, 66%); (2500%, 33%)}

R%={(0$, 0%); (2400$,100%); (2500%, 0%)}

e calcular a preferéncia segundo o funcional Q(.), considerando o = 99% e R™" =
10008:

Q(R") = inviavel! (pois CVaRogy,(R") = 0 < 1000)

Q(R®) = 2400 (pois CVaRogy,(R") = 2400 > 1000)

Desta forma, como Q(R?) ¢ inviavel, qualquer solugio viavel é preferivel a
esta, acarretando em R® )0 R*. Porém, ao misturarmos estas duas rendas aleatorias
com uma terceira, definida como sendo igual 4 segunda R = R”, violaremos a
ordenagio esperada, R®’ )Q R*, definida pelo axioma independéncia de vN-M.

A mistura de variaveis aleatérias pode ser vista como um “sorteio” de uma
variavel aleatoria do tipo Bernoulli, independente das demais varidveis e com
probabilidade q associada, que selecionara uma das varidveis misturadas. Desta

forma, as misturas R"* ¢ R®’ podem ser visualizadas conforme a figura a seguir:
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R'={(08, 1%); (24008, 66%); (25008, 33%)}

1-q R ={(0$, 0%); (24008,100%); (25008, 0%)}

RP = {(08, 0%); (2400$,100%); (25008, 0%)}

1-q R = {(08, 0%); (24008,100%); (25008, 0%)!

Figura 4-8 — Mistura das variaveis aleatérias R* e R® com uma

terceira variavel R.

Se considerarmos q = 50%, as distribuigdes destas duas novas variaveis
aleatorias, R?” e R®’, assumirdo as seguintes formas:
R" = {(0$, 0.5%); (24008, 83%); (25008, 16.5%)}
R¥'= {(08, 0%); (2400$,100%); (25008, 0%)}.
Para estas duas, o mesmo funcional Q(.) aplicado anteriormente, com o = 99% e
R™" = 1000$, acarretard nos seguintes valores:
Q(R™) =2404.5 (pois CVaRogy,(R"") = 1200 > 1000)
Q(R”*) = 2400 (pois CVaRggy,(R”) = 2400 > 1000)

B

Apresentando, portanto, a ordenagio R’ >o R” que viola o principio da

independéncia de vN-M.

Com base no resultado obtido acima, podemos utilizar o funcional ®g;].],
que ¢ uma extensao do funcional Q(.) para todo o espago de distribui¢des, em um
exemplo bastante interessante e conhecido na literatura como o Paradoxo de
Allais. Neste exemplo evidenciaremos como este funcional proporciona uma
ordenacdo de varidveis aleatorias impossivel de ser capturada por funcionais
baseados no valor esperado de fungdes utilidades classicas de von Neumann-

Morgenstern.
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Para isso, definimos quatro varidveis aleatorias (v.a.) representando a renda

que um agente pode obter em uma dada operagio comercial: R?, R®, R¢, R”.

RY={(03, 1%); (2400$, 66%); (25008, 33%)}
RE={(08, 0%); (24008,100%); (25008, 0%)}
R = {(0$,67%); (24008, 0%); (25008, 33%)}
RP = {(0$,66%); (2400$, 34%); (25008, 0%)}

A seguir, sdo exibidas as densidades de probabilidade das duas primeiras

., . A B . ;. .

variaveis, R” e R", para as quais o suporte dos possiveis valores de renda foi
. g o , . . B ~

convenientemente exibido uma s6 vez, no eixo horizontal de R”. As setas, entdo,

indicam a presenga de eventos pontuais de probabilidades ndo nulas e, portanto,

discretas.
? A66%  33%
| 1% f
4 . >
| 4100% R
0$ 24008 25003 R®

Figura 4-9 — Fun¢des de densidade de probabilidade das variaveis
aleatérias R e R®.

Ao utilizarmos o funcional de preferéncia @,;[.], com parametros o = 99%
e A =1, e medirmos a preferéncia entre as variaveis A e B para um R™™ = 10008,
obteremos os seguintes valores de preferéncia:
Dog0,1[R'] = E(R") + A-(CVaRogo,(R") — R™™)|" = 2409 + (0 — 1000) = 1409
Doge;. 1 [R%] = E(R®) + A-(CVaRogo,(R®) — R™™)|" = 2400 + (2400 — 2400) = 2400
Desta maneira, podemos dizer que a renda B ¢ preferivel a renda A segundo o
funcional ®ggy, 1[.], Ou seja, R Yo R™.

Analisando as probabilidades das variaveis A e B na Figura 4-9, notamos

que A dominaria B se ndo fosse pela probabilidade de 1% de ocorrer o valor zero.
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Neste caso, uma pequena probabilidade (1%) de ndo ganhar nada (zero) torna-se
muito mais relevante que a probabilidade de 33% de ganhar 100$ a mais do que
seria ganho certamente em B (2400$). Esse comportamento ¢ intuitivo e pode ser
interpretado como o medo do arrependimento de ser “ganancioso”.

Podemos repetir o mesmo exercicio para as variaveis R ¢ R®, cujas

densidades sdo exibidas a seguir:

467% f33%

| | RS
 66% 5 i

4 f34% |

03 24003 25008 R°

Figura 4-10 — Func¢des de densidade de probabilidade das variaveis

aleatorias R e RP.

Para cada uma delas associamos os seus respectivos valores de preferéncia,
atribuidos por Mgy 1[.]:

Dogge;, 1 [R] = E(RE) + A-(CVaRggo,(RS) — R™™)[ = 825 + (0 — 1000) =-175
Do90,1[R”] = E(R”) + A-(CVaRogge,(R”) — R™™)|" = 816 + (0 — 1000) =-184

Constatamos que o funcional @ atribui a seguinte ordenacdo de
preferéncias: R Yo R”. Nesta, o efeito inverso ao anterior ocorreu, ou seja, a
presenca de 1% a mais de probabilidade no evento zero (ndo ganhar nada) ndo foi
suficientemente relevante frente a possibilidade de se obter um maior resultado
com a opgdo C, uma vez que a probabilidade do evento zero ja era
consideravelmente grande.

O interessante é que as duas ordenagdes, (R® Yo R?) e (R Yo R”), dadas pelo
funcional de preferéncias ®qgo; 1[.], sd0 impossiveis de serem obtidas por qualquer
funcional baseado no valor esperado de funcdes utilidades classicas de von
Neumann-Morgenstern, pois 0s comportamentos que a primeira vista nos
pareceram intuitivos, sdo devidos a uma ndo linearidade nas probabilidades do
funcional ®@. Como este ¢ definido por um problema de maximizacao, (4-42),

onde as probabilidades aparecem como coeficientes da funcdo objetivo, se


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510486/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0510486/CA

4. Relacao entre utilidade, equivalente certo e medidas de risco 92

analisarmos do ponto de vista das probabilidades das v.a.’s que estamos
avaliando, ®(p) definido por ®: >R pode ser encarado como uma fungdo
vetores de probabilidades de uma v.a. contendo S cenarios.

Para mostrarmos a impossibilidade de representar as ordenagdes obtidas
pelo funcional ® através de uma fung¢@o utilidade classica, vamos definir U:R>R
como uma utilidade classica de VN-M e mostrar que chegaremos a uma
contradicdo ao tentarmos impor ambas as preferéncias ao seu funcional

.....

respeito as probabilidades.

(Condigéo 1): Para atender a (R® )¢, RY):
E[UR®)] > E[UR"Y] = 100%:U(2400) > 33%-U(2500) + 66% U(2400) +
1%-U(0)

= 34%-U(2400) > 33%-U(2500) + 1%-U(0)

(Condicéo 2): Para atender a (R )¢ R):
E[U(RY)] > E[U(R")] = 33%-U(2500) + 67%-U(0) > 34%-U(2400) + 66%-U(0)
= 34%-U(2400) < 33%-U(2500) + 1%-U(0)

Chegando assim a uma contradi¢do para a fungdo U(.).

Esta contradicdo ¢ justamente o “Paradoxo de Allais” apresentado em
(1953) por Maurice Allais. Entretanto, neste exemplo a ordenagdo de preferéncia
foi ditada pela métrica ®@,;[.], a0 passo que na versdo original, esta era
empiricamente reconhecida como a ordenagcdo que deveria ser realizada pela
maioria das pessoas. Diversos estudos e trabalhos realizados no passado, desde
Savage, Machina e outros, mostraram modelos e funcionais capazes de incorporar
tal ndo linearidade nas probabilidades e incorporar as preferéncias do “Paradoxo

de Allais”. Contudo, o funcional ® baseado na combinagdo entre o CVaR ¢ o

YA prova para a convexidade do funcional ® com relagio ao dominio definido por ¢ decorre de
um conhecido resultado de programacao linear (PL): A fun¢do definida pelo resultado do PL
f(c):Max(x){cT-x: A-x<b} ¢é convexa com relacdo a ¢. Como as probabilidades fazem parte dos
coeficientes do PL que constitui @, este ¢ convexo com relagdo a p.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510486/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0510486/CA

4. Relacao entre utilidade, equivalente certo e medidas de risco 93

valor esperado apresentou esta desejavel caracteristica através de duas medidas
bastante simples, praticas e intuitivas, proporcionando uma excelente ferramenta
analitica (modelo baseado em programacdo linear) para a tomada de decisdes

pragmaticas e realistas.
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