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Decisao sob incerteza

Problema de decisdo sob incerteza, como o proprio nome sugere, sao
problemas que contemplam varidveis aleatdrias em algum dos dados de sua
instancia, de forma a caracterizar a incerteza para a qual o agente tomador de
decisdo esta sujeito. Além disso, deve existir um subconjunto de suas variaveis de
decisdo (denominadas decisdes de primeiro estagio) que deverdo ser selecionadas
ex ante sem a informacao prévia da realizacdo das incertezas (que se realizardo no
segundo estagio, ex post), mas somente com base na distribui¢do de probabilidade

destas.

Durante todo este trabalho, o termo incerteza e risco terdo significados
iguais. Em um contexto mais geral, a incerteza se caracteriza por uma
ambigiiidade na definicdo da propria distribuicdo de probabilidade das variaveis
aleatorias, onde as distribuicdes sdo desconhecidas e desta maneira, subjetivas e
individuais de cada agente. Contudo, o termo incerteza utilizado em todo o escopo
desta tese devera ser compreendido como o risco devido a uma distribuicdo de
probabilidade objetiva, que assumiremos que possa ser estimada pelos agentes.
Esta simplificagdo pode ser justificada pela existéncia de modelos probabilisticos
que modelam de forma bastante razoavel as distribuigdes das v.a.s que serdo

tratadas.

Recomenda-se a leitura completa da Parte II de [16] para uma excelente
descricdo de incerteza, subjetividade e outros aspectos relacionados a este
trabalho.

Grande parte dos problemas de decisdo da vida real sdo problemas de
decisdo sob incerteza, contudo, ¢ bastante usual substituir os paradmetros incertos
por suas previsdes (por exemplo, o valor esperado). Em alguns casos tal
procedimento simplifica bastante a solucdo e torna os modelos muito mais
amigéaveis e intuitivos, entretanto em casos onde as decisdes sejam bastante
sensiveis as variaveis de incerteza e que estas apresentem um consideravel grau de

variabilidade, torna-se importante que o modelo considere em suas decisdes de
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primeiro estagio a “dispersdo” ou o risco das possiveis realizagdes das incertezas e
0s seus respectivos impactos.

A palavra dispersdo foi utilizada entre aspas por ndo “expressar”’ todas as
possiveis preocupacdes que se possa eventualmente exigir nestes modelos, mas ja
introduz o conceito de que, de alguma forma, as decisdes de primeiro estagio
deverdo considerar toda uma gama de possiveis cenarios que as incertezas podem
proporcionar (ver [27]). Além disso, a importancia que cada agente atribui aos
possiveis resultados caracteriza o seu perfil de preferéncias. Este perfil também
deve ser levado em consideracao na selecdo das variaveis de segundo estagio (este
tema € justamente o foco desta tese e sera amplamente discutido e referenciado ao
longo dos proximos topicos).

E importante ressaltar de que as decisdes de primeiro e segundo estagios nao
estdo necessariamente associadas as decisdes do primeiro e segundo periodo, no
sentido de unidade temporal. O primeiro € o segundo estigios se distinguem
exclusivamente pela posse da informagao das realizagdes dos pardmetros de
incerteza.

Por exemplo, se um “dado produtor industrial” deve contratar hoje os
montantes de suprimento firme de matéria prima para a sua produgdo para os
proximos trés meses a pregos pré-fixados, essas podem ser encaradas como
decisdes de primeiro estagio. Desta maneira, se no decorrer destes trés meses
subseqiientes de produgdo a demanda pelos seus produtos superar a quantidade
respaldada pelos montantes de matéria prima ja contratados, o industrial devera
buscar tais insumos no mercado de curto prazo ou a vista (spot), caso haja
disponibilidade para os montantes requeridos € o prego seja interessante. Assim,
as compras no mercado a vista sdo decisdes do segundo estagio que dependem de
trés fatores de incerteza: (i) demanda pelos produtos em cada periodo, (ii) preco
dos insumos no mercado a vista e (iii) disponibilidade da quantidade requisitada
no mercado a vista. Como estas decisdes sdo tomadas apos a verificacdo da
realizacdo das incertezas de cada periodo, tais decisdes sdo funcdes das incertezas

e das decisdes de primeiro estagio.
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Figura 2-1 — Decisdes de primeiro estagio em problemas de decisdo sob

incerteza.
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Figura 2-2 — Diagrama de decisdes (primeiro vs segundo estagio) em problemas

de decis&o sob incerteza.

E importante notar que existe um contexto mais geral que o descrito
anteriormente, onde as decisdes sob incerteza sdo tomadas ao longo do tempo, ou
seja, a medida que as informacgdes parciais das incertezas sao reveladas. Este caso
¢ denominado multi-estagio e pode ser visto como uma sucessdo de problemas de
dois estagios acoplados entre si (ver referéncia [4] para exemplos na industria
onde as técnicas de opgoes reais sdo bastante ilustradas). Tais problemas sofrem
do “mau da dimensionalidade” por serem constituidos de uma arvore de decisdo
que cresce exponencialmente com o numero de periodos, porém, em alguns casos
estes podem ser decompostos e resolvidos como uma seqiiéncia de problemas

menores de dois estagios, aplicando, por exemplo, a técnica de Programagao
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Dinamica Dual Estocastica (PDDE) foi introduzida em [37] para o problema de
planejamento da operagdo de sistemas hidrotérmicos de grande porte. Tal classe
de problemas, multi-estagio, ndo sera abordada nesta tese, que se restringira aos
problemas de dois estagios com conseqiiéncias multi-periodo, ou seja, com mais

de um periodo temporal.

21

Modelagem das incertezas

Nos modelos de decisdo sob incerteza que serdo desenvolvidos em todo este
trabalho as incertezas serdo caracterizadas através de Simulagdes de Monte Carlo
que produzirdo amostras das variaveis aleatorias e processos estocasticos. Tais
amostras aproximaram as distribui¢des de probabilidade reais e proporcionam
propriedades desejaveis pelos modelos de otimizagdo e de precificacdo de ativos
(ver [39] para aplicacao).

Devido a alta complexidade de se caracterizar a distribuicdo conjunta de
variaveis aleatorias multivariadas, a aproximagdo por cenarios tornou-se bastante
comum com o crescimento do poder de processamento dos computadores. Neste
sentido, uma descrigdo completa das incertezas, dada por complexas funcdes de
probabilidade de natureza nao linear, ¢ trocada por um conjunto de dados
(amostras de dados) suficientemente grande para caracterizar as dependéncias e
momentos das variaveis aleatérias de forma aproximada. Desta forma, uma vez
que a aproximacdo dada pelos cendrios de ocorréncia e suas respectivas
probabilidades seja aceita, a variavel aleatoria pode ser tratada como uma variavel
de distribui¢do discreta e, portanto, incorporada de forma eficiente em modelos de
programacao linear para se resolver os problemas de decisdo sob incerteza.

Além disso, existem processos estocasticos para os quais nao se tem acesso
as distribuigdes analiticas, pois sdo originarios de procedimentos computacionais
complexos envolvendo, inclusive, processos de otimizac¢ao dentro da formagao de
suas realizagdes. Assim sendo, estes s6 podem ser caracterizados através dos seus
cenarios simulados.

No Setor Elétrico Brasileiro os processos que regem os pregos de curto
prazo e geracdo das usinas sdo formados por procedimentos de otimizagdo que

visdo minimizar o custo de atendimento a demanda (para mais detalhes ver
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Anexo A: Formacdo de precos no mercado de curto prazo). Desta maneira, as
incertezas presentes nos fluxos financeiros que serdo analisados nesta tese, serdo
todas oriundas de simulag¢des do despacho do sistema Brasileiro e das respectivas
aplicacdes das regras comerciais, conforme tratado no mesmo anexo. Um
detalhamento completo das regras de comercializacdo de energia pode ser obtido

no site da Camara de Comercializagao de Energia Elétrica (CCEE — [38]).

Como notacgdo, todas as vezes que estivermos mencionando uma variavel
aleatdria ou um processo estocastico, este aparecera em italico. Por exemplo, um
fluxo estocastico de renda aparecera na seguinte forma: {R;}; (em italico).
Entretanto, ao fazermos mencdo ao conjunto de cenarios deste processo, a
seguinte notacdo sera adotada: {R}s (em formato normal acompanhado dos

respectivos sub-indices de cada cenarios).

2.2
Teoria de Utilidade

A teoria de utilidade de von Neumann-Morgenstern (1944) [56] apresenta
uma forma analitica de comparacdo e de representacdo de preferéncias entre
variaveis aleatoérias (v.a.). Neste trabalho, as v.a.’s sdo representadas por um
conjunto de resultados de uma “loteria”, ou jogo, ¢ comparados segundo o valor
esperado da utilidade. Desta maneira, se um agente tomador de decisdo diz que
uma determinada v.a. & preferivel frente a outra, entdo, o valor esperado da
utilidade desta primeira devera ser maior que o da segunda.

A funcdo de utilidade (FU) leva em consideracdo toda a gama de cenarios,
atribuindo uma utilidade ao consumo de cada cenario de receita financeira. Neste
caso, o agente tomador de decisdo buscara tomar suas decisdes de forma a
maximizar a utilidade esperada das rendas futuras, onde a funcdo utilidade do
agente descreve sua atitude frente ao risco (seu “perfil de risco”), que pode ser de
aversdo, neutralidade ou propensao a risco.

Por exemplo, um investidor avesso a risco apresentaria uma FU concava,
como se v€ na Figura 2-3a. Neste caso, a perda devida a um “mau” resultado nao
¢ “compensada” pelo ganho advindo de um “bom” resultado de mesma

magnitude. J4 um investidor indiferente a riscos apresentaria uma FU linear, como
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na Figura 2-3b. Isto significa que um aumento de receita tem o mesmo impacto
(em moddulo) que uma redugdo. Finalmente, um investidor que arrisca (propenso a

risco) teria uma fung¢@o de utilidade convexa, conforme se vé na Figura 2-3c.

4 UX) 4 UX) 4 UX)

\ 4
\ 4

X X
Avesso a risco (a) Neutro a risco (b) Propenso a risco (c)

Figura 2-3 — Fungao de Utilidade e perfil de risco

Na seqiiéncia abaixo (Figura 2-4, Figura 2-5 e Figura 2-6) sdo ilustrados os
conceitos de aversdo, neutralidade e propensdo a risco apresentados para trés
individuos (individuos “k”, “y” e “z” — respectivamente avesso, neutro € propenso

arisco) cujas fungdes utilidades sdo as mesmas da figura anterior:

U(rtd)
U(ro)

U(ro—d)

v

Figura 2-4 — Caracteristicas do perfil de aversao a risco.

A principal caracteristica do agente “k” (avesso a risco ou dito

“conservador”) ¢ que este ¢ muito mais sensivel a perdas do que a lucros. Por

v
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exemplo, para uma mesma variacdo de +d em torno do ponto r, (representando
um aumento da renda), o “ganho” da utilidade do individuo ¢ menor, em moddulo,
que o decréscimo de utilidade resultante da mesma variacdo negativa (—d) em
torno de 1., ou seja, DU < DU". Matematicamente isso pode ser explicado através
de uma caracteristica de fungdes concavas diferencidveis, na qual a segunda
derivada ¢ negativa, ou seja, decresce a primeira derivada ao longo do dominio da
funcdo. Assim, & medida que se avance no sentido positivo de r (aumento da
renda), o beneficio marginal da utilidade (primeira derivada) ¢ decrescida de

forma monotona.

U(ro+d)

U(ro)

U(ro—d)

v

Figura 2-5 — Caracteristicas do perfil de neutralidade a risco.

Para o perfil do agente “y” (neutro a risco), como a utilidade apresenta
primeira derivada constante ao longo de todo o dominio, variagdes positivas e
negativas de mesmo moédulo, em torno de um mesmo ponto, proporcionam

variagdes idénticas (em modulo) de utilidade, ou seja, DU = DU'.
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U(rtd)

U(ro)
U(ro—d)_|

A\ 4

Figura 2-6 — Caracteristicas do perfil de propensao ao risco.

(Y]

No perfil do agente “z” (propenso ao risco), ocorre o oposto do caso de
aversdo. O agente da muito mais “valor” a variagdes positivas do que as variagdes
negativas de mesma magnitude, em torno de um mesmo ponto. Por isso a
utilidade deste tipo de perfil é convexa, ou seja, a primeira derivada aumenta a

medida que a renda cresce.

23

O coeficiente de aversao a risco (CAR)

O coeficiente de aversdo a risco, ou grau de aversdo a risco, tem por
objetivo caracterizar o comportamento frente ao risco, que o agente expressa para
cada ponto do espago das possiveis realizacdes da variavel aleatoria R. Esse
comportamento ¢ modificado a medida que a concavidade da fun¢do utilidade
varia em seu dominio.

Assim, seja uma v.a. R e uma funcdo utilidade U(.) continua e
diferenciavel,o coeficiente de aversdo ao risco (CAR), também conhecido como

Coeficiente de Arrow-Pratt, pode ser definido por:
CARy(r) =—U’(r)/U’(r) 2-1)

Onde,
U(r) ¢éaprimeira derivada de U(r),
U (r) ¢éa segunda derivada de U(r).
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A primeira derivada aparece no denominador para padronizar o CAR de
utilidades equivalentes, ou seja, se U(r) e V(r) sdo equivalentes, ou seja,

V(r)=aU(r)+b, paraa>0 e b >0 terdo o mesmo CAR(r).

24
Funcgao Utilidade Linear por Partes (FULP)

A partir da funcdo de utilidade o perfil de risco de um agente pode ser
caracterizado. Foi visto também, que para expressar um perfil de aversao a risco, ¢
necessario que esta funcdo seja cdncava, por tanto ndo linear. Contudo, a
dificuldade de se “levantar” (estimar) a aversao a risco de um agente para todos os
pontos de renda faz, com que a utilidade linear por parte torne-se bastante
interessante do ponto de vista de sua especificacdo. Aliado a este fato, a forma
linear por partes ainda apresenta a vantagem de permitir o uso de algoritmos de
programacao linear.

Esse tipo de funcao apresenta a propriedade do agente ser localmente neutro
a0 risco, porém, globalmente avesso®. A grande virtude desta forma ¢ que se pode
escolher os pontos de “quebra” onde os coeficientes angulares mudardo,
utilizando como base parametros financeiros da empresa. Em outras palavras, o
agente tem a “liberdade” de selecionar a taxa de crescimento da sua “satisfagdo”
(utilidade) para alguns intervalos conhecidos de sua renda, e assim nao ficar
“preso” a uma s6 forma, definida por um tnico pardmetro. Além disso, esta forma
permite uma interpretagdo financeira direta dos seus parametros com base nos
pontos relevantes do balango da empresa. Esta interpretagdo sera exibida no
proximo item.

Desta forma, podemos definir uma Fungdo de Utilidade Linear por Partes
(FULP) através de um problema de programacdo linear (PL) de maximizagao,
para o caso de um agente avesso a risco (fungdo concava) e um PL de
minimiza¢cdo para um agente propenso ao risco (funcdo de utilidade convexa).

Assim sendo, para o caso de aversdo a risco, a FULP pode ser expressa por:

* Para pequenas variagdes “locais” da renda que sejam restritas a um tinico segmento da FULP, o
funcional baseado nesta fungfo exibird um comportamento de neutralidade ao risco por se tratar de
uma utilidade “localmente” linear. Contudo, para v.a.s que apresentem cenarios em mais de um
segmento o funcional resultaria em um comportamento de aversdo ao risco, uma vez que mais de
um cenario estaria exposto a diferentes incrementos marginais de utilidade.
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U(r) = Maximizar, u

. (2-2)
Sujeito a:
u<agr+by, k=1,.,K (2-3)
Onde
K Numero de segmentos lineares
ag Coeficiente angular k-ésimo segmento.
by Coeficiente linear do k-ésimo segmento.
u Variavel que ¢ sempre menor que todos os segmentos.

Como U(.) € crescente, a, > 0,k =1,..., K

A\ U®

Figura 2-7 — Fungao de utilidade linear por partes com 4 segmentos.

A figura acima ilustra uma FULP com quatro segmentos, onde cada ponto
Qy representa uma “quebra”, ou seja, uma mudanca de inclinacdo e, portanto, uma
mudanga na taxa de crescimento de “satisfacdo” com a renda do agente. Pode-se
notar que o PL, que define esta curva, seleciona para um dado ponto r, 0 segmento
que proporciona o menor valor no contradominio. A figura anterior ilustra este
fato, para um caso onde o ponto esta localizado no terceiro segmento.

Esta formulagdo resulta na envoltoria inferior definida entre todos os

segmento dada por:

U(r) = infaery { awr + by } (2-4)
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Outro aspecto importante para este tipo de funcdo é que o CAR
“convencional” ndo pode ser definido, pois existem pontos onde a fun¢do é nio
diferenciavel e na verdade, o grau de aversao a risco da FULP se d4 na mudanga
de coeficiente angular, assim pode-se definir o coeficiente de aversdo a risco por
partes (CARP) onde o que se expressa ndo € a aversdo a risco local, mas entre

segmentos.
CARPk =— (ak* ak_l)/ak_l (2-5)

Este coeficiente, através da razao entre a diferenca das primeiras derivadas
de dois segmentos adjacentes e a derivada do primeiro deles, expressa uma
medida da taxa de variagdo da primeira derivada, que ¢ a propria definicdo de
segunda derivada, no caso de variagdes infinitesimais.

Assim, com base neste resultado, pode-se especificar a fungdo utilidade
através de um perfil de risco desejado, por exemplo, encontrando os coeficientes

ay que satisfacam um conjunto de CARPy-; _x, segundo a expressao abaixo.
ax = (1 — CARPk)ak_1 (2—6)

Essa sera a forma de fungdo de utilidade adotada neste trabalho, onde a

maior parte da metodologia sera baseada em programacao linear.

241

Interpretacao Financeira e Especificagcao da Funcgao

Conforme mencionado anteriormente, um aspecto bastante relevante no uso
de modelos baseados em utilidade esperada para aplicacdes praticas ¢ a
especificagdo da fun¢do utilidade. Alguns experimentos podem ser realizados no
sentido de interpolar a func¢do utilidade de um agente. Para isso ¢ realizado um
questionario onde diversas perguntas relativas a preferéncias binarias sdo impostas
ao agente e com base nestas respostas, alguns pontos da utilidade sdo encontrados
[17].

Porém, ao utilizarmos a FULP, uma abordagem de interessante
interpretacdo associando aos pontos de “quebra” da funcdo linear por partes os
pontos de interesse do balango da empresa. Desta forma, as inclinacdes dos
segmentos poderiam traduzir, dentre outros aspectos de interesse para o

investidor, o beneficio marginal da renda em func¢do da taxa de juros que uma
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instituicdo financeira cobraria por emprestar dinheiro a empresa. Ou seja, os
coeficientes angulares da FULP podem ser associados aos beneficios marginais
em taxa de juros com o acréscimo da renda.

Neste sentido, a empresa deve definir os seus pontos de interesse no eixo

das rendas, onde, por exemplo:

R; Renda a partir da qual a empresa “ndo sobrevive” um ano.
R, Renda a partir da qual a empresa obtém seu “breakeven” anual.
R; Renda anual projetada (meta).

Ja os coeficientes angulares (derivadas em cada segmento) podem ser
especificados de diversas formas com base nos pardmetros que expressem da
melhor forma possivel a diferenga entre as preferéncias e beneficios marginais em
cada segmento. Um exemplo pode ser dado com base nos spreads de juros
cobrados para se obter fundos no mercado. Desta forma os coeficientes poderiam

ser obtidos conforme as classificagdes de ranking de crédito:

a 1 + taxa de juros cobrada por empréstimo a uma empresa que
oferece um alto risco de inadimpléncia (15% a.a. por exemplo).

a 1 + Taxa de cobrada por um empréstimo a uma empresa que
oferece um risco médio de inadimpléncia (por exemplo 10% a.a.).

az 1 + Taxa de cobrada por uma empresa classificada como boa

pagadora (por exemplo 8% a.a.).

Esses pontos devem ser definidos pelo investidor ou tomador de decisdo,
segundo a sua percep¢do do mercado e de distingdo de taxas que serdo cobradas

ou obtidas em investimentos.

O intuito desta interpretagdo e objetivo da metodologia de especificacdo da
utilidade, acima apresentada, ¢ criar um funcional de preferéncia que possa refletir
o comportamento desejado pelo investidor ou tomador de decisdo com base em
parametros financeiros que este tenha acesso e utilize no seu dia-a-dia para
verificar a qualidade e direcdo de suas decisdes, tornando este processo mais
natural e intuitivo. Neste sentido, o funcional especificado se torna uma
ferramenta de tomada de decisdo de facil utilizagdo e alta transparéncia, podendo
ser utilizado por outros agentes dentro da empresa que tomarao decisdes com base

no perfil estimado do investidor.
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A referéncia [54] discute outros métodos para determinar a funcao utilidade
de um agente. Entretanto, ao passo que func¢des utilidades continuas definidas por
expressoes analiticas proporcionam uma caracterizacdo de aversdo a risco para
qualquer variacdo de renda, em termos praticos um investidor pode perfeitamente
assumir um comportamento localmente neutro a risco, porém globalmente avesso.
Neste sentido, o argumento baseia-se no fato de que um investidor teria
dificuldades de especificar o seu perfil de aversao a risco para pequenas variagdes
de renda em torno de um dado resultado, contudo, através dos seus balancgos
patrimoniais ou de metas tragadas pelo conselho, pode-se mapear os pontos de
“quebra” nos resultados financeiros a partir dos quais a preferéncia entre estar
acima ou abaixo do mesmo ¢ notoriamente diferente. Por exemplo, variagdes que
facam o resultado da empresa sair de uma faixa onde o breakeven operacional ¢
obtido para uma faixa onde ¢ necessario obter capital externo devem ser
diferentemente penalizadas relativamente a variagdes que proporcionem o

cumprimento das metas financeiras estipuladas para um periodo.

Neste caso, o que se pode perceber € que o caso da funcdo utilidade linear
por partes proporciona uma alta flexibilidade para o agente especificar as
“penalidades” ou “beneficios” marginais em um determinado segmento ou faixa
de renda, sem exigir que este defina um grau de aversdo a risco para um conjunto

infinito de pontos do dominio, como € necessario no caso continuo.

Como sera visto, o objetivo do modelo de decisdo proposto nesta tese ¢ a
maximizacdo do VPL dos equivalentes certos de cada periodo. O capitulo a seguir
apresenta a visao geral da metodologia adotada para o caso linear por partes. No
capitulo consecutivo sera realizada a conexao entre o “mundo” das utilidades e o

das medidas de risco para o caso especifico do Conditional Value-at-Risk (CVaR).



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510486/CA




