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A
Apêndice

A.1
Independência dos movimentos de Reidemeister

Verificaremos, através de contra exemplos, a independência dos movimen-

tos de Reidemester, ou seja, para cada movimento mostraremos a existência

de dois diagramas de nós, da mesma classe de isotopia, que não pode ser trans-

formado um no outro usando apenas os outros dois movimentos.

Analisaremos cada movimento separadamente.

Movimento Ω1 - Considere dois diagramas isotópicos ao nó trivial.

O primeiro movimento de Reidemester é o único movimento que altera a

paridade do número de cruzamentos. Assim, cada diagrama de nó da mesma

classe de isotopia dos nós triviais com um número ı́mpar de cruzamentos não

pode ser transformado num diagrama sem cruzamentos usando apenas os

movimentos Ω2 e Ω3.

Considerando a definição de nó primo, analisamos o segundo movimento.

Movimento Ω2 - Sejam D1, D2, D3, D4 diagramas de diferentes nós pri-

mos (não triviais) K1, K2, K3, K4. Considere os diagramas L = D1]D2]D3]D4,

e M = D1]D3]D2]D4, conforme figura A.1.

Cada subdiagrama dos nós Ki, i = 1,2,3,4 é representado pelas respectivas

“caixas”. Podemos observar que os diagramas L e M são equivalentes. De fato,

K3 e K2 podem trocar de posição e assim os diagramas L e M tornam-se

iguais. Para ver isto, note que K3, por exemplo, pode se tornar tão pequeno

(mas nunca desaparecer), de modo a passar por entre K2 e tomar sua posição.

Mostraremos que não existe uma isotopia que transforma L em M,

envolvendo apenas os movimentos de Reidemester, Ω1 e Ω3.
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Considere os subdiagramas Di, i=1,2,3,4 em L. Esta ordem é tal que

entre os nós K1 e K3 não existem nós triviais em ambos os lados.

Os movimentos realizados nos subdiagramas ocorrem em suas “caixas”,

assim durante a isotopia suas ordens permanecem a mesma, desse modo

diferentes Di não se encontram. Contudo, D1 e D3 são adjacentes em M, o que

nos dá que L não pode ser transformado em M usando apenas os movimetnos

Ω1 e Ω3 e isotopia planar.

K
3

K
4

K
2

K
1

K
1

K
3

K
2

K
4

Figura A.1: Contra exemplo para Ω1, Ω3 =⇒ Ω2.

Movimento Ω3 - Considere o diagrama do anel de Borromean e construa

um enlace como mostra a Figura A.2(a), denotamos o diagrama por L1.

As componentes do enlace L1, são nós triviais, então L1 é isotópico ao

diagrama L2, como mostra a FiguraA.2 (b).

Figura A.2: Contra exemplo para
Ω1, Ω2 =⇒ Ω3.

Figura A.3:

Mostraremos que o diagrama L1, não pode ser transformado no diagrama

L2, usando apenas as sequências de movimentos Ω1 e Ω2.

Considere um diagrama planar arbitrário de três componentes triviais,

tal que, para cada componente, associamos um elemento de Z2, da seguinte

maneira. Fixe uma componente l do diagrama L1. No interior desta compo-

nente considere os cruzamentos provenientes das outras duas componentes,

como por exemplo na Figura A.3, e então calculamos sua paridade.

Procedemos da mesma forma para as outras duas componentes, e assim

temos três elementos de Z2.
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Facilmente vemos que para o diagrama L1, todos esses três números são

iguais a um e para L2 todos são iguais a zero. Então, essa 3-upla de números

é um invariante para Ω1 e Ω2.

Note que, para o movimento Ω1 esta afirmação é evidente. E o movimento

Ω2 é aplicado a arcos de diferentes circunferências. Basta então, observar que

ambos os cruzamentos estão dentro ou fora da componente l.

Mas L1 e L2 são isotópicos e, no entanto, possuem elementos de Z2

diferentes. Assim L1 não pode ser transformado em L2 usando apenas Ω1 e

Ω2.

Verificamos, a partir dos três exemplos acima, a independência dos

movimentos de Reidemeister.
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A.2
Frações cont́ınuas

As frações cont́ınuas foram estudadas por grandes matemáticos dos

séculos XVII e XVIII e, até hoje, são objeto de estudos em várias áreas da

matemática, principalmente em teoria dos números.

A aproximação de números reais por racionais é uma questão de grande

importância em diversas situações. No entanto, a aproximação que se obtém

simplesmente ao truncar o real em um número finito de casas decimais,

por exemplo, π ≈ 3, 141 = 3141
1000

, nem sempre é a mais adequada pois, em

certas situações, pode ser necessário limitar os valores do numerador e do

denominador da aproximação racional.

Definição A.2.1 Uma expressão da forma

x = a0 +
b1

a1 +
b2

a2 +
b3

a3 +
b4

. . . ,

(A-1)

é dita a expansão em frações cont́ınuas do número x, onde, para todo número i

natural, os números ai e bi são reais ou complexos, e o número de termos pode

ser finito ou infinito. Representamos uma fração cont́ınua por [a1, a2, ..., an, ...].

Se os termos bi são iguais a 1, para todo número i natural, a fração é

dita fração cont́ınua simples, onde ai é sempre positivo para i > 1.

Os termos a1, a2, a3, ..., an são chamados quocientes parciais da fração

cont́ınua.

A expansão em frações cont́ınuas do número x significa que ele é o limite

da sequência

pk

qk

= a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 +
.. .

+
1

ak−1 +
1

ak

,

onde as frações pk/qk são os convergentes.

Não abordaremos aqui a expansão de frações cont́ınuas de números

irracionais, a qual pode ser obtida a partir da transformação de Gauss, ou

seja, as imagens de um número irracional x pela transformação de Gauss

determinam os quocientes de x. Para o leitor interessado sugerimos (33).
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Teorema A.2.2 (Algoritmo da divisão) Dados dois inteiros a e b, b > 0,

existe um único par de inteiros q e r tais que

a = qb + r, com 0 ≤ r < b,

onde q é chamado o quociente e r de resto da divisão de a por b.

Teorema A.2.3 (Ver (33)) Um número x ∈ R é racional se, e somente se,

sua expansão em frações cont́ınuas é finita.

Exemplo A.2.4 Vamos expressar o número −37/5 como uma fração

cont́ınua. É fácil verificar que,

−37 = −8× 5 + 3

5 = 1× 3 + 2

3 = 1× 2 + 1

2 = 2× 1 + 0

−37

5
= −8 +

1

1 +
2

3

= −8 +
1

1 +
1

2

= −8 +
1

1 +
1

1 +
1

2

.

Como se pode ver, no processo de divisões sucessivas, somente o primeiro

quociente pode ser negativo. Disto concluimos que na fração cont́ınua simples

[a1, a2, a3, ...], todos os a′is são inteiros positivos, com a posśıvel exceção de a1.

Exemplo A.2.5 Considere o número π = 3, 141592654 . . .

π ≈ 3 + 0, 141592654 ≈ 3 +
1

7, 062513285
≈ 3 +

1

7 +
1

15, 99659976

≈ 3 +
1

7 +
1

15 +
1

1, 003411841

≈ 3 +
1

7 +
1

15 +
1

1 +
1

293, 096894

π ≈ [3, 7, 15, 1, 293]

Qualquer fração racional p/q pode ser expandida em uma fração cont́ınua

simples finita
p

q
= [a1, a2, a3, ..., an−1, an].
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Chamamos a atenção do leitor para o fato de que a unicidade da

representação de um número racional em fração cont́ınua simples (a menos

da modificação do último termo an) é garantida pelo Teorema A.2.2. Na

realidade temos em geral, que se a representação em fração cont́ınua do racional
p
q
(p > q) é dada por [a1, a2, ..., an], então a representação de

q

p
é dada por

[0, a1, a2, ..., an]. Isto é consequência imediata do fato de

q

p
= 0 +

1
p

q

Considere os convergentes

p1

q1

=
a1

1
,

p2

q2

= a1 +
1

a2

,
p3

q3

= a1 +
1

a2 +
1

a3

, ...

obtidos pelas expansões das frações cont́ınuas

[a1], [a1, a2], [a1, a2, a3], ...

Então temos p1 = a1 p2 = a1a2 + 1 e q2 = a2, calculando os demais

convergentes, obtemos,
p3

q3

=
a3p2 + p1

a3q2 + q1

p4

q4

=
a4p3 + p2

a4q3 + q2

p5

q5

=
a5p4 + p3

a5q4 + q3

.

Observando estes resultados podemos conjecturar que os numeradores e

os denominadores dos convergentes
pk

qk

satisfazem as seguintes relações:

pi = aipi−1 + pi−2

qi = aiqi−1 + qi−2. (A-2)

Por indução podemos verificar que as igualdades são válidas para i= 3,

4, 5,...,n, porém não faremos a verificação aqui.

Teorema A.2.6 A relação

piqi−1 − pi−1qi = (−1)i (A-3)
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se verifica para todo i ≥ 0, onde pi e qi são, respectivamente, o numerador, e

o denominador do i-ésimo convergente.

Prova. Para i=0 temos p0q−1 − p−1q0 = 1 = (−1)0 uma vez que p0 = q−1 = 1

e p−1 = q0 = 0.

Vamos assumir, como hipótese de indução, a validade de A-3 e mostrar

que a mesma relação também se verifica quando substituimos i por i+1.

Sabemos, da Equação A-2, que

pi+1 = ai+1pi + pi−1 e qi+1 = ai+1qi + qi−1.

Logo,

pi+1qi − piqi+1 = (ai+1pi + pi−1)qi − pi(ai+1qi + qi−1)

= ai+1piqi + pi−1qi − ai+1piqi − piqi − 1

= (−1)(piqi−1 − pi−1qi).

Utilizando, a hipótese de indução, obtemos

pi+1qi − piqi+1 = (−1)(−1)i = (−1)i+1,

o que conclui a demonstração. ¥

Corolário A.2.7 Para todo convergente pk

qk
temos que mdc(pk, qk)=1.

Prova. Pelo Teorema A.2.6 temos que piqi−1 − pi−1qi = (−1)i. Isto nos diz

que qualquer divisor comum de pi e qi deve ser um divisor de 1 ou -1. Logo o

máximo divisor comum de pi e qi deve ser igual a 1. ¥
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