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A
Apéndice

A.l
Independéncia dos movimentos de Reidemeister

Verificaremos, através de contra exemplos, a independéncia dos movimen-
tos de Reidemester, ou seja, para cada movimento mostraremos a existéncia
de dois diagramas de nds, da mesma classe de isotopia, que nao pode ser trans-
formado um no outro usando apenas os outros dois movimentos.

Analisaremos cada movimento separadamente.
Mowvimento €); - Considere dois diagramas isotopicos ao no trivial.

O primeiro movimento de Reidemester é o inico movimento que altera a
paridade do nimero de cruzamentos. Assim, cada diagrama de né da mesma
classe de isotopia dos nés triviais com um nimero impar de cruzamentos nao
pode ser transformado num diagrama sem cruzamentos usando apenas os

movimentos (25 e 3.
Considerando a definicao de né primo, analisamos o segundo movimento.

Movimento 9 - Sejam Dy, Dy, D3, D, diagramas de diferentes nés pri-
mos (nao triviais) Ky, Ky, K3, K4. Considere os diagramas L = D1§Dsf D3t Dy,
e M = D #D38D>4D,, conforme figura [A1l

Cada subdiagrama dos nés K;, i = 1,2,3,4 é representado pelas respectivas
“caixas”. Podemos observar que os diagramas L e M sao equivalentes. De fato,
K3 e Ky podem trocar de posicao e assim os diagramas L e M tornam-se
iguais. Para ver isto, note que K3, por exemplo, pode se tornar tao pequeno
(mas nunca desaparecer), de modo a passar por entre Ks e tomar sua posicao.

Mostraremos que nao existe uma isotopia que transforma L em M,

envolvendo apenas os movimentos de Reidemester, €2, e 23.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510532/CA

Apéndice A. Apéndice 104

Considere os subdiagramas D;, i=1,23.4 em L. Esta ordem é tal que
entre os nés K; e K3 nao existem nos triviais em ambos os lados.

Os movimentos realizados nos subdiagramas ocorrem em suas “caixas”,
assim durante a isotopia suas ordens permanecem a mesma, desse modo
diferentes D; nao se encontram. Contudo, D, e D3 sao adjacentes em M, o que
nos da que L nao pode ser transformado em M usando apenas os movimetnos

1 e )3 e isotopia planar.

K, K
(= =R
K, K, K, K,

) 1/

Figura A.1: Contra exemplo para €2y, Q3 => ()5.

Movimento )3 - Considere o diagrama do anel de Borromean e construa

um enlace como mostra a Figura[A.2(a), denotamos o diagrama por L;.

As componentes do enlace Li, sdo nés triviais, entao L; é isotopico ao

diagrama Loy, como mostra a FiguraA.2] (b).

OO0 @@

Figura A.2: Contra exemplo para ]
O, Qy — Q. Figura A.3:

Mostraremos que o diagrama L, nao pode ser transformado no diagrama
Lo, usando apenas as sequéncias de movimentos §2; e €25.

Considere um diagrama planar arbitrario de trés componentes triviais,
tal que, para cada componente, associamos um elemento de Z,, da seguinte
maneira. Fixe uma componente [ do diagrama L;. No interior desta compo-
nente considere os cruzamentos provenientes das outras duas componentes,
como por exemplo na Figura[A.3] e entdo calculamos sua paridade.

Procedemos da mesma forma para as outras duas componentes, e assim

temos trés elementos de Zs.
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Facilmente vemos que para o diagrama L, todos esses trés niimeros sao
iguais a um e para Lo todos sao iguais a zero. Entao, essa 3-upla de ntimeros
é um invariante para 2y e (.

Note que, para o movimento §2; esta afirmacao é evidente. E o movimento
Q5 é aplicado a arcos de diferentes circunferéncias. Basta entao, observar que
ambos os cruzamentos estao dentro ou fora da componente [.

Mas L; e Lo sao isotopicos e, no entanto, possuem elementos de Zs
diferentes. Assim L; nao pode ser transformado em L, usando apenas €y e
Q.

Verificamos, a partir dos trés exemplos acima, a independéncia dos

movimentos de Reidemeister.
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A.2
Fracoes continuas

As fracoes continuas foram estudadas por grandes matematicos dos
séculos XVII e XVIII e, até hoje, sao objeto de estudos em véarias areas da
matematica, principalmente em teoria dos ntimeros.

A aproximacao de nimeros reais por racionais é uma questao de grande
importancia em diversas situacgoes. No entanto, a aproximacao que se obtém

simplesmente ao truncar o real em um numero finito de casas decimais,

3141
1000°

certas situagoes, pode ser necessario limitar os valores do numerador e do

por exemplo, m ~ 3,141 = nem sempre ¢ a mais adequada pois, em

denominador da aproximagao racional.

Definicao A.2.1 Uma expressao da forma

by
by
bs
b
as + 1

xr = ag+
ap +

as +

Y

¢ dita a expansao em fracoes continuas do numero x, onde, para todo niumero i
natural, os nimeros a; e b; sao reais ou complexos, e o niumero de termos pode

ser finito ou infinito. Representamos uma fra¢ao continua por [ay, ag, ..., ay, ...].

Se os termos b; sao iguais a 1, para todo nimero ¢ natural, a fracao é
dita fracdo continua simples, onde a; é sempre positivo para ¢ > 1.

Os termos aq,as,as, ...,a, sao chamados quocientes parciais da fracao
continua.

A expansao em fracoes continuas do numero z significa que ele é o limite
da sequéncia

P 1

r aq +

onde as fragoes py/qr sao os convergentes.

Nao abordaremos aqui a expansao de fracoes continuas de nimeros
irracionais, a qual pode ser obtida a partir da transformagao de Gauss, ou
seja, as imagens de um numero irracional z pela transformacao de Gauss

determinam os quocientes de x. Para o leitor interessado sugerimos (33).
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Teorema A.2.2 (Algoritmo da divisao) Dados dois inteiros a e b, b > 0,

existe um unico par de inteiros q e r tais que
a=qgb+r, com0<r <b,

onde q € chamado o quociente e r de resto da divisao de a por b.

Teorema A.2.3 (Ver (33)) Um nimero x € R € racional se, e somente se,

sua expansao em fracoes continuas € finita.

Exemplo A.2.4 Vamos expressar o nimero —37/5 como wma frag¢ao

continua. E fdcil verificar que,

—37T=—-8x5+3

F=1x3+2
3=1x2+1
2=2x14+0
—-37 1 1 1
=8t 5 =8t —g =8+ ——
14+ = 14+ = 14—
3 2 1 1
T3

Como se pode ver, no processo de divisoes sucessivas, somente o primeiro
quociente pode ser negativo. Disto concluimos que na fracao continua simples

la1, as, as, ...], todos os als sdo inteiros positivos, com a possivel excegao de a;.

Exemplo A.2.5 Considere o nimero m = 3,141592654 . ..

1
~ 340141592654 ~ 3+ ——— ~ 3
TR o+, o685 T - 1
15, 99659976
7+ - 7+ -
5+— 15
* 1 003411841 " I

* 293, 096894
T~ [3,7,15,1,293]
Qualquer fragao racional p/q pode ser expandida em uma fragao continua

simples finita

p
a = [a17a27a37 -"?anflaan]-
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Chamamos a atencao do leitor para o fato de que a unicidade da
representagdo de um numero racional em fragdo continua simples (a menos
da modificagdo do tltimo termo a,) é garantida pelo Teorema [A.2.2l Na
realidade temos em geral, que se a representacao em fracao continua do racional
’g(p > q) é dada por [aj,as, ..., a,], entdo a representacao de % ¢ dada por

[0,a1,as, ..., a,]. Isto é consequéncia imediata do fato de

1
T=0+5
p =
q
Considere os convergentes
P a1 po 1 ps 1
_:T’—:al a_7_:a1+—17
q1 a2 2 43 ay + —

obtidos pelas expansoes das fragoes continuas

[a1]7 [a’17 a2]7 [G/l’ as, a3]7

Entao temos p; = a; ps = ajas + 1 e g = ao, calculando os demais

convergentes, obtemos,
D3 aspz +pi

g3  a3q2 t+q1
D4 Qap3 + D2
& g+ g
Ds _ asps+ P3
a5 asqut gz

Observando estes resultados podemos conjecturar que os numeradores e

. Pr . . ~
os denominadores dos convergentes — satisfazem as seguintes relagoes:
4k

Di = Q;Pi—1 + Pi—2
¢i = a;Gi—1 + Gi—2. (A-2)

Por inducao podemos verificar que as igualdades sao validas para i= 3,

4, 5,....,n, porém nao faremos a verificacao aqui.

Teorema A.2.6 A relacao

Piti—1 — pic1gi = (—1)° (A-3)
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se wverifica para todo i > 0, onde p; e q; sao, respectivamente, o numerador, e

o denominador do 1-éstmo convergente.

Prova. Para i=0 temos pog_1 — p_1q0 = 1 = (—1)° uma vez que py = ¢_; = 1
ep-1=qo=0.

Vamos assumir, como hipétese de inducao, a validade de [A=3] e mostrar
que a mesma relagdo também se verifica quando substituimos ¢ por i+1.

Sabemos, da Equacao [A=2, que

Di+1 = Qi11Pi + Pi—1€Git1 = Qi41G; + Gi—1-

Logo,
Pi+1Gi — Pidiv1 = (@iy1pi + pi-1)¢ — pi(@iy1Gi + ¢i1)
= @i11Pi¢i + Pi-1Gi — @ix1Piqi — Piqi — 1
= <_1)<piq1e1 - pifl%)-
Utilizando, a hipdtese de indugao, obtemos

Pi+149; — Pidi+1 — (_1)(_1)i = (_1>i+17
o que conclui a demonstracgao. [
Corolario A.2.7 Para todo convergente Z—: temos que mdec(p, qx)=1.

Prova. Pelo Teorema [A2.6] temos que p;q;_1 — pi_1q; = (—1)%. Isto nos diz
que qualquer divisor comum de p; e ¢; deve ser um divisor de 1 ou -1. Logo o

maximo divisor comum de p; e ¢; deve ser igual a 1. [ |
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