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4
Nés legendreanos

Nos legendreanos em estrutura de contato sao objetos naturais, nascidos
hé dois séculos atras no trabalho de Huygens, Hamilton e Jacobi em optica
geométrica e no trabalho de Lie em equagoes diferenciais parciais. Os néds
legendreanos foram aplicados em diversas areas da Matematica e da Fisica e
tém profunda ligacao com topologia e dinamica em baixa dimensao. O estudo
dos nos legendreanos tem se tornado popular em geometria de contato desde
o trabalho de Bennequin (1I), publicado em 1983. Atualmente o estudo de nds
legendreanos é uma bonita e rica teoria com muitas aplicagoes.

Essa dissertacao se concentra em nés legendreanos no espaco R3 com a
estrutura de contato canonica deste espago, onde sua teoria é mais fortemente
desenvolvida e intimamente ligada a topologia.

Com o objetivo de apresentarmos a teoria de nés legendreanos, omitimos

alguns conceitos de topologia diferencial utilizados durante o capitulo.

4.1
Estrutura de contato

Em 1971, Martinet (26) mostrou que toda variedade orientével de di-
mensao 3 admite uma estrutura de contato. Como consequéncia, Bennequin
(1) e Eliashberg (10) mostraram a existéncia de dois tipos de estrutura de

contato em R?, sao elas classificadas em estruturas tensas e super torcidas.

Definicao 4.1.1 Uma estrutura de contato em wma variedade M, de di-

mensao 3, € um campo de 2-planos tangentes completamente nao integrdvel.

Considerando ¢ um campo de planos, para cada z € M, & é um
subespaco 2-dimensional de T, M. Para cada ponto x de M podemos considerar
localmente o campo de planos &, como o nicleo de uma 1-forma (localmente
definida), isto é, existe uma l-forma « tal que &, = Ker(a,), a é dito uma
forma de contato e (M, &) é uma variedade de contato. O campo de planos & é
completamente nao integravel se a forma de contato a satisfaz aAda # 0 em

todo ponto.
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A condicao aAda # 0, implica que a estrutura de contato nao é, nem
mesmo localmente, tangente a nenhuma superficie na variedade. Podemos ver
isso na Figura [4.1], onde o campo de planos rotaciona ao longo da direcao do
eixo y. Essa rotagao impede que os planos de contato sejam tangentes a uma

superficie.

Teorema 4.1.2 Uma wvariedade de dimensao 3 admite uma estrutura de

contato se, e somente se, é orientdvel.

Uma implicacao é evidente, desde que dada uma variedade M e uma
I-forma «, o produto exterior aw A da (observe que —a A d(—a) = a A da)
define uma orientacao em M, ou seja, uma estrutura de contato em uma
variedade M determina uma orientacao em M . A implicagao inversa é um
dos primeiros teoremas de estrutura de contato, demonstrado por Martinet,
e sua demonstracao nao é de facil entendimento, e nao sendo relevante nesta

disssertagao, a omitiremos.

Vejamos alguns exemplos de estruturas de contato.
Exemplo 4.1.3 Estrutura de contato canénica em R?, denotada por &.qp.

Considere a variedade R® com coordenadas cartesianas (x,y,2) e a 1-

forma o = dz — ydx. Note que,

aNda = (dz —ydx) A (de AN dy) = dz ANdx A dy # 0.

Assim .., = Ker « é uma estrutura de contato.

Para um ponto (z,y,z) o plano de contato ., é gerado por
{a%’ a% + y%}. O campo de planos esta indicado na figura [411

Observe que, para qualquer ponto no plano zz, o campo de planos £ é
horizontal, isto é, paralelo ao plano xy e observe também que, ao longo do
eixo y positivo, da origem para o infinito, os planos comegam horizontais e
rotacionam no sentido anti-horario em torno deste eixo. Nesta direcao, e, em

qualquer reta paralela ao eixo y, os planos rotacionam 90°.

Exemplo 4.1.4 Versao simétrica da estrutura de contato &eqn em R3, deno-

tada por Egim .-

Considere a variedade R? e a forma diferencial o = dz + zdy — ydx ou

em coordenadas cilindricas (r, 6, z), a = dz + r?df. Note que, para r # 0,

aANda=2rdz A (dr Adf) #0.
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Figura 4.1: Estrutura de contato canonica - &,

Assim, &, = Ker a é uma estrutura de contato.
Para um ponto (r,6,z) o plano de contato &, € gerado por
%, % — 7“2%}. O campo de planos esté indicado na Figura
Considere o difeomorfismo (z,y,2) +—— (2,2y,z + xy). Vemos que
d(z + zy) — (2y)dzr = dz + xdy — ydr = dz + r?df. Assim a estrutura de

contato canoénica em R3, &4, é isomorfa a sua versao simétrica gp,.
Exemplo 4.1.5 Estrutura de contato super torcida em R3, denotada por &or.

Considere a variedade R? com coordenadas cilindricas e a 1-forma a =

cosrdz + rsenrdf. Note que para r # 0

senrcosr

a/\da:<1+ )dr/\d&/\dz.

r

Com um pequeno calculo, verificamos que

<1 i sem“cosr) < 0.
r

Assim, &40 = Kera é uma estrutura de contato. A estrutura de contato &g,
é mostrada na Figura [4.3

Observe que os campos de planos de contato de &, sao similares aos da
estrutura de contato &, mas percorrendo um raio perpendicular ao eixo z,
os planos rotacionam muitas vezes (infinitas vezes), enquanto na estrutura
de contato &, eles rotacionam somente 90°. Note também que o disco
D = {(r,0,2)/z = 0,r < m} é tangente aos planos de contato ao longo de

sua borda. Esse disco é chamado disco torcido.
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Figura 4.2: Estrutura de contato simétrica -

Figura 4.3: Estrutura de contato super torcida - &

Uma estrutura de contato é chamada super torcida se existe um mergulho
de um disco torcido em R?; caso contrario, as estruturas de contato sao ditas
tensas.

Para um campo de planos ser uma estrutura de contato, deve rotacionar,
evitando assim a tangéncia a uma variedade, mas £, rotaciona muito mais
do que o necessario, entao o nome “super torcida”. Vemos claramente na

Figura 3] que &4, € super torcida.

Veremos na proxima secao que as estruturas de contato tensas nos
fornecem interessantes informagoes quando estudadas juntamente com os nos.
Para uma maior abordagem sobre as estruturas de contato super torcidas e

tensas, ver (9, [I1)).
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Defini¢ao 4.1.6 Duas variedades de contato (My,&1) e (Ms, &) sao ditas
contactomorfas se existe um difeomorfismo f: My — My com Tf(&) = (&)
onde T'f : TMy, — TM, denota a aplicacao derivada de f. Neste caso f €
chamado um contactomorfismo.

Se existem formas de contato oy, © = 1,2 tais que & = Kerq;, equiva-
lentemente dizemos que duas variedades (My,&,) e (Ms, &) sdo contactomor-
fas se existe um difeomorfismo f : My — My e uma aplicagcdio nao nula

g: My — R tais que f*as = ga;.

Exemplo 4.1.7 As estruturas .o, € Esim SG0 contactomorfas, como pode ser
visto no Ezemplo 14, ou seja, o difeomorfismo ¢ : R® — R3 definido por

o(z,y,2) = (x,2y,x + yz) € um contactomorfismo entre ean € Esim-

Teorema 4.1.8 (Darboux) Seja o uma forma de contato em uma variedade
M de dimensao (2n + 1) e p um ponto em M. Entao existem coordenadas

Ty ooy Ty Y1y - -y Yny 2 €m uma vizinhangca U C M de p tal que

a|U =dz + Z.deyj.

J=1

Este teorema nos diz que todo ponto em uma variedade tem uma vizin-
hanca contactomorfa a &, em R?. A demonstracao deste teorema pode ser

encontrada em ([16).

Definicao 4.1.9 Dizemos que duas estruturas de contato & e &1 sao isotopicas

se eziste uma familia suave de estruturas de contato {&,t € [0,1]}.

Daremos uma breve idéia de como mostrar que em R? todas as estruturas
de contato sao isotdpicas.

Considere ¢ uma estrutura de contato em R3. Pelo teorema de Darboux
e uma isotopia apropriada, existe B = B,(0), bola de centro em 0 e raio € > 0,
tal que (|p ¢é isomorfa a estrutura de contato canénica em R3, &oon. Entao a
familia de pull-backs de ¢ por funcoes f;, que levam R3 na bola B nos d4 uma

isotopia entre ( e ..y, definida por:

f,:R* — R?

v (— 2
<tH37H +€)
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e ¢ = f7(¢) com fy =id, tal que (,=C e f1(R3) = B. Além disso (; é isomorfa

a é-can .

Teorema 4.1.10 (Gray) Dada uma familia a um parametro {&,t € [0,1]}
de estruturas de contato em uma variedade fechada M e um ponto t, € [0, 1],
entao existe uma familia a um parametro {¢,t € [0,1]} de difeomorfismos
o1 M — M tal que para todo t, ¢*(&) = &, -

Proposigao 4.1.11 Dado p € S* a wvariedade de contato (S*\{p},Ecan) €

contactomorfa a (R3, Eean).
A demonstragao desta proposicao pode ser encontrada em (16)), 2.20 .

Teorema 4.1.12 (Bennequin) A estrutura de contato canénica em S® é

tensa.

Do Teorema [LI1.12] e da Proposicao IT.11] segue que a estrutura de

contato canonica em R? é tensa.

Teorema 4.1.13 (Eliashberg (10)) Toda estrutura de contato tensa em S°

¢ contactomorfa a &ean .

O Teorema [4.1.13 nos diz que a menos de contactomorfismo, existe uma

Unica estrutura de contato tensa em S3.

Nos preocupamos com o estudo de nés em estruturas de contato tensas.
Para o restante desse capitulo nos restringiremos a estrutura de contato
canonica, &.un, em R3) salvo em caso mencionado, pois de acordo com o
teorema de Darboux, estamos estudando a “teoria local” de nés legendreanos
em qualquer variedade de contato. Além disso, essa estrutura de contato facilita

o estudo dos nés legendreanos através de suas projecoes.
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4.2
N&s legendreanos e transversais

Uma estrutura de contato de dimensao 3 admite duas classes de nés,
os legendreanos e os transversais. Embora nosso interesse seja em nos legen-
dreanos definiremos também nesta secao nds transversais, uma vez que usare-

mos sua definicao no préximo capitulo.

Definigao 4.2.1 Seja K um né em M?3. Dizemos que K é um nd legendreano
na variedade de contato (M3,§can) se ele € tangente aos planos da estrutura
de contato, isto ¢,

T.K C &,Vr € K.

Definigao 4.2.2 Seja T um ndé em R®. Dizemos que T é um nd transversal
na variedade de contato (Mg, Ecan) Se ele € transversal aos planos da estrutura
de contato, isto ¢,

T, Teé =T,M Ve eT.

A partir de agora trabalharemos com a estrutura de contato canonica,
Ecan, em R3. Quando nao houver ambiguidade denotaremos &.,,, simplesmente
por £.

Lembremos que K é imagem do né k. Considere a parametrizacao do
né legendreano K, k : [0,1] — R3, definida por k(t) = (z(t),y(t), 2(t)),
que ¢ uma imersio de classe C'. Por definicao, o né legendreano K é
tangente aos planos da estrutura de contato &. Assim, k' (1) € k() ou ainda

¢ = Ker(dz — ydz), e portanto,

z (t) —y(t)x (t) = 0. (4-1)

4.3
Projecoes frontal e lagrangeana

A secao anterior nos diz que um né legendreano é um né topoldgico
tangente a uma estrutura de contato. Entao, é natural perguntarmos se todo
no topoldgico é isotopico a um néd legendreano, e quais sao as propriedades que
caracterizam esta rica classe de noés.

Assim como os nds topoldgicos, o estudo dos nés legendreanos é realizado
através de sua projecao em um plano. Porém, para este tltimo, a projecao
frontal é a mais indicada, como veremos no decorrer desta secao. Através de
propriedades em uma projecao seremos capazes de analisar se tal projecao
corresponde, ou nao, a de um né legendreano e ainda recuperar o né a partir

desta projecao.
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4.3.1
Projecao frontal

Seja K um né legendreano na variedade de contato (R?, €., ). Considere

a aplicacao

mp RP—R?
(x7 y? Z)'—>(x7 Z)'

A imagem 7p(K), é a projecao frontal de K. A projegao frontal de um né é

também dito um diagrama frontal. Considere k,,=7r o k definida por

krp 2 [0,1] — R?
t—(2(t), 2(1)),

entdo k., parametriza 7p(K).

Temos que k é imersdo (de fato, um mergulho), porém nao podemos
garantir que ky, seja, e de fato nao sera. Note que a Equacao =1l implica que
2 (t)=y(t)z' (t); entdo se z'(t)=0 para algum t, € [0, 1], tem-se z (ty) = 0, o
que nao ¢ permitido numa imersao no plano zz. Note ainda que se k., ¢ uma
imersdo entdo ' (t) # 0 para todo t € [0,1]. Entdo, se k,, é uma imersio,
implica que 7mr(K') nao possui tangentes verticais. Assim obtemos a primeira

propriedade:

P1-Projecoes frontais ndo possuem tangentes verticais.

Definicao 4.3.1 Um nd legendreano K, K C R3, € dito ser genérico se todas
as autointerse¢oes da curva na projecao frontal, mp(K), sdo pontos duplos

transversais.

Veremos que, por uma pequena pertubacio C° de um né topoldgico
k, podemos obter um né legendreano k isotépico a k e, por uma pequena
perturbacao C?, podemos fazer com que a projecao frontal de k tenha somente
cuspides semictibicas singulares, isto é, ao redor de um ponto cispide para

t =0 a curva é vista como

k(t) = (A2 + b, t + a, —\(2t* 4+ at?) + ¢) com \ # 0,

como na Figura .41
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Figura 4.4: Cuspide

Genericamente, as cuspides tém forma de uma parabola semicubica, por
exemplo, a curva (2, 5,753) tem cuspide em (0,0,0) e a curva t — (0,¢,0) é
um exemplo de uma curva legendreana cuja projecao frontal é um inico ponto.

Estudamos as propriedades de um né legendreano através de sua projecao
frontal, facilmente obtida pela aplicacao wp. Agora o que queremos é recuperar
o n6 legendreano a partir dessa projecao, ou seja, recuperar a coordenada y de
k através de k.. A partir da projecao frontal de um né suave genérico (exceto

nos pontos cuspides) podemos recuperar o né legendreano em R? através de

z
Yy = T Utilizando as equacoes,
x

y(tp) = lim 2 (1)

fim S5 se ' (to) = 0 para algum to

obtemos o valor de y.
Concluimos que a partir de qualquer curva regular no plano zz com
cuspides semicubica e sem tangentes verticais podemos obter um tunico né

legendreano em R3.

Vale a pena mencionar que as intersecoes transversais definem unica-
mente a estrutura de um cruzamento do né e ainda que, em um cruzamento
na projecao, o segmento de menor inclinagao “passa por cima” do de maior
inclinacao e portanto, em R? o segmento estd a frente do de maior inclinacao.
Assim, o n6 é bem determinado. Sem perda de formalidade matematica,

podemos imaginar que o eixo y entra na pagina.

E importante observar que em uma projecao frontal de um né genérico,
o conjunto {t € [0,1];z'(t) = 0} é discreto. Vejamos: existem nés legendreanos
tais que 2'(t) = 0 em intervalos abertos. Podemos entdo, de acordo com o
intervalo, criar ctspides mais pontiagudas (Figura [.6]). Isso pode ser feito
através de uma isotopia legendreana (Defini¢ao [£.4.1]) em apenas um ponto no

arco do n6 onde z'(t) = 0.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510532/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0510532/CA

Capitulo 4. N6s legendreanos 70

z Yy

_%W A

Figura 4.5: Projecdo com ' (t)=0 em um ponto.

z y

_%H 1

Figura 4.6: Projecio com z'(t)=0 em um intervalo.

Assim, em um mergulho suave em R3, que é uma imersao genérica de
classe C*, &’ (t) anula-se somente em pontos isolados. Desse fato, concluimos
que pontos cuspides sao pontos isolados. Além disso, para estes pontos isolados
existe uma reta tangente bem definida na projegao frontal. O que nos da uma

nova propriedade:

P2 - Projecoes frontais de nos legendreanos genéricos podem ser
parametrizadas por uma aplicacao, que € uma 1mersao exceto em um numero
finito de pontos bem definidos por retas tangentes. Tais pontos sao ditos

cuspides generalizadas.

Da discussao anterior concluimos que P1 e P2 caracterizam projecoes

frontais de um né legendreano genérico. Em particular, qualquer aplicacao
f : [07 1] - R3

t— (zp(t),ys(t), 24 (1)),
tal que
far 1 [0, 1]—R?

t— (zs(t), /(1))

satisfaz P1 e P2, e nao possui pontos duplos com tangéncia, representa um né

legendreano, desde que estas condi¢oes definam y;(t) pela Equagao E=1l As-
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sim a imagem da aplicagao f(t) = (xs(t),ys(t), zf(t)) sera um né legendreano .

Resumindo as propriedades P1 e P2 em termos de diagramas de nés,

dizemos que um diagrama de né que:

(1) nao tem tangentes verticais,
(2) os tinicos pontos nao suaves sdo cispides generalizadas,

(3) s6 possui pontos duplos transversais,

representa a projecao frontal de um no legendreano.
Para que a condi¢ao (3) se torne clara, lembremos que assumimos

anteriormente que o eixo y positivo “entra” na pagina.

Exemplo 4.3.2 Nas Figuras A7 [A.8] e [L.9], mostramos diagramas frontais de

nos legendreanos.
Soo< <

Figura 4.7: N¢ trivial Figura 4.8: N¢ trevo

Figura 4.9: N6 figura oito

As informacoes obtidas até o momento sao suficientes para responder
algumas das indagacoes do inicio do capitulo. Somos capazes agora de fazer a

seguinte afirmacao.

Proposicao 4.3.3 Para todo nd topoldgico existe um né legendreano C°
prozimo a ele. Em particular, existem nos legendreanos representando qualquer

tipo de no topologico.

Antes de provarmos esta proposigao, esclarecemos que, dizer que um
n6 L é C° préximo a um né M significa dizer que o né L pode ser aprox-

imado de forma continua ao né M, de forma que, dado ¢ > 0, tem-se que
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sup|L(t) — M(t)| < €, para todo t € [0, 1].

Provemos agora a Proposicao [£.3.3
Prova. Considere a estrutura de contato candnica em R3. Seja K um né
topoldgico orientado em R?® e 7x(K) sua projecao frontal. Agora considere
v : la,b] — R? a curva que descreve 7r(K) e P partigao de [a,b]. Para
cada arco, ¥([a;, b;]), da curva =, identificamos os cruzamentos e as tangentes
verticais, e entao, fazemos as modificacoes conforme as Figuras [A.TT] e
4. 15!

Com o intuito de evitar grande variagao na coordenada y dos nds,

determinada pelas projegoes, a aproximagao em cada arco pode ser feita de

tal forma que o coeficiente angular seja préximo a y(t) = ;/Eg, t € la;,b;] do

né K. Para isso basta procedermos conforme a Figura [£.14] e pela discussao
anterior recuperamos o no legendreano através da sua projegao frontal.

Pelo teorema de Darboux a proposicao se estende a qualquer variedade
M3, |

o3 ==

Figura 4.10: Conversao de um diagrama de né topolégico (esquerda)
em diagrama frontal de né legendreano (direita).

> (4

Figura 4.11: Conversao em no legendreano.

~ -
Figura 4.12: Conversao em né leg- Figura 4.13: Conversao em né leg-
endreano. endreano.

M N
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Figura 4.14: Aproximagdao a um arco legen-
dreano em uma projecao frontal.

Diante da necessidade de deformacgoes continuas entre nds legendreanos,
podemos pensar sobre os movimentos em sua projecao frontal. Para isso, temos
um conjunto de movimentos. Assim como os movimentos de Reidemester para
nos topoldgicos, existe um conjunto de movimentos de Reidemester para nos

legendreanos. Os movimentos se encontram na Figura BI5] e incluem os

movimentos obtidos pela imagem por reflexao.

e =
>\ -

/A
N /

Figura 4.15: Movimentos de Reidemester para projecoes
frontais de nés legendreanos (incluem as imagens por reflexao).

= X <o

Figura 4.16: Varias projecoes frontal do mesmo né legendreano.

Uma outra forma de estudar um no legendreano é através de sua projecao
lagrangeana, ou seja, no plano xy. O estudo através dessa proje¢do nem
sempre é o mais indicado, pois na maioria dos casos as propriedades de um né

legendreano sao mais facilmente identificadas em projegoes frontais. Contudo

sua defini¢ao e propriedades seguem na préxima subsegao.
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4.3.2
Projecao lagrangeana
Seja K um né legendreano na variedade de contato (R?, €., ). Considere

a aplicacao

7 s RB—R2
(2, y, 2)— (2, ).

A imagem wp(K) é a projecao lagrangeana de K. A projecao lagrangeana
de um né é também dito um diagrama lagrangeano. Considere k;, = 7wy ok

definida por

kr, 0 [0,1] — R?

t—(x(t), y(1)),

entao k,, parametriza m(K).
Ao contrario da projecao frontal, a projecao lagrangeana é sempre

parametrizada por uma imersdo. De fato, se z'(ty) = 4 (to) = 0 para algum

9
0z’

qual nao pode pertencer aos planos da estrutura de contato. Assim qualquer

to € [0,1] entdo 2'(ty) # 0, pois o vetor tangente a K estd na direcio 0

parametrizacao de K é uma imersao.
No caso normal, a projegao lagrangeana é suave (ndo tem cuspides ou

outras singularidades diferentes da projecao frontal).

Definigao 4.3.4 Um né legendreano K, K C R3, € dito ser genérico se todas

as auto interse¢oes da imersao da curva wr,(K) sao pontos duplos transversais.

Como na projecao frontal, a projecao lagrangeana permite-nos recuperar
a estrutura do cruzamento, isto é, recuperar a coordenada z de k. Com este

objetivo procedemos da seguinte forma.

1) Escolha um niimero 2, e faca 2(0) = zp. Entao defina:

“”:%+AEW£@“' (4-2)

Como o né legendreano satisfaz a equacao [4=1l, obtemos

2(t) = 20 + /0 t 2 (t)dt,
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0 que é uma tautologia. Assim, a inica ambiguidade em recuperar o né K é a

escolha de zj.

2) Considere o né G dado por
g:[0,1]-R’

t—(x(t), y(t), (1)),

e a lmersao

Gxy 2 0,1] — R?
gT(L - 7TLOg'

Devemos fazer algumas observagoes para que a imersao g, seja projecao
lagrangeana de um né legendreano. Se tentarmos definir z(¢) pela Equagao
teremos um problema, pois para t € [0,1], z(¢) serd uma aplicagdo bem

definida em [0, 1] somente se, z(0) = z(1). Assim, podemos escrever,

e é claro que esta condi¢ao nao é satisfeita para toda imersao ¢ . Este é o inico
impedimento para “levantar”@ a curva gr, a0 n6 g, cuja imagem G, ¢ tangente
a k.

A condigao de integracao significa dizer que, se G é um né legendreano,
gr, € uma curva fechada no plano zy e a integral fgm ydx é a area da curva
orientada dada por g¢,,. Entao, pelo teorema de Stokes, a 4rea deve ser nula,

ou ainda, significa dizer que ao “levantar” a curva, ela tem que se fechar.

Afirmamos que a imagem G sera um no legendreano se g é um mergulho,
e ainda, a unica forma desta afirmagdo nao ser vélida (e entdo o mergulho
nao ser um né legendreano) é se pontos duplos transversais na imagem de g,

tiverem a mesma coordenada z em R3.

Resumindo as conclusoes obtidas, fazemos a seguinte afirmacao. Recu-
peramos o né legendreano G (bem definido por uma isotopia), a partir da

imersao g,, se,

(1) J; y(t)' (t)dt =0,

!Entende-se por levantar uma curva no plano xy a um né em R3, por obter coordenadas
do né em R3, a partir das coordenadas da curva no plano xy.
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(2)];;1 y(t)x' (1)dt#0, para todo to#t; tal que g(to) = g(ty).

Infelizmente, essas condi¢oes nao sao faceis de se interpretar diagramat-
icalmente. Esse é um dos motivos de se trabalhar com projecoes frontais ao se
estudar noés legendreanos .

A Figura EI7 mostra os movimento de Reidemeister para projecao

lagrangeana .

! !
R o=

Figura 4.17: Movimentos de Reidemester para projecoes la-
grangeanas de nés legendreanos (incluem as imagens por re-
flexdo).

Observacao 4.3.5 O Proposicio [{.3.5 pode ser demonstrado através da
projecio lagrangeana. Consideremos vy : [a,b] — R? a curva que descreve
7 (K), K nd topoldgico orientado em R® e P particdo de [a,b]. A aproxrimagdo
em cada arco, v([a;, b;]), pode ser feita conforme Figura[{.1§ e pela discussdo

anterior recuperamos o no legendreano através da sua projecao lagrangeana.

ad

Figura 4.18: Aproximagao de um arco topoldgico a um legen-
dreano pela projecao lagrangeana.

4.4
Isotopia legendreana

Ao considerarmos as se¢Oes anteriores, somos levados a pensar sobre
isotopias entre diagramas de nés legendreanos e, consequentemente, entre nés
legendreanos.

Na tentativa de classificar nés legendreanos isotépicos podemos fazer

diferentes afirmacgoes, as quais serao vistas nesta secao. Apresentamos
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aqui duas classificacoes para nods legendreanos isotopicos e mostramos sua
equivaléncia. No entanto, para um melhor entendimento e facilidade de nosso
estudo trabalharemos apenas com uma delas.

Por diferir da isotopia de nds topoldgicos nos referimos a uma isotopia
entre nos legendreanos por isotopia legendreana e ainda, por dois nos legen-
dreanos isotopicos por esta isotopia, dizemos que os mesmos sao isotopicos
por isotopia legendreana . Essas defini¢oes assim como outros resultados sao o

motivo de estudo desta secao.

Definicao 4.4.1 Dois nos legendreanos Ky e Ky sdo isotopicos por isotopia
legendreana se existe uma familia {K;, t € [0,1]} de nds legendreanos, cujo
campo de vetores varia continuamente e nunca se anula, com K, sendo o no

wmicial e K1 o no final.

Podemos também classificar nés legendreanos isotopicos por isotopia de

contato, como na definigao seguinte.

Definigao 4.4.2 Dois nés legendreanos Ky e Ky em (M,£) sdo isotdpicos por
1sotopia de contato se existe uma familia a um parametro ¢, : M—M,t €
[0,1], de contactomorfismos de M tal que ¢y = id e ¢1(Ko)=K;.

Teorema 4.4.3 A classificacao de nds legendreanos isotopicos por isotopia

legendreana € equivalente a classificacao por isotopia de contato.

Prova. E clara a implicacao que isotopia de contato leva a uma isotopia
legendreana. Provemos a outra implicagao. Seja Ky, t € [0,1] uma isotopia
entre nds legendreanos na variedade de contato (M, ¢). Existe uma familia de
difeomorfismos ¢, : M — Mt € [0, 1], tal que ¢;(Ky) = K. Além disso, é facil
ver que ¢; (¢ |k,) = & |k, Seja & = ¢;(€). Esta é uma familia a um parametro
de estruturas de contato com & = &y ao longo de Kj. Pelo teorema de Gray
(1)), segue que existe uma familia de difeomorfismos v, tal que ¥} (&)=E, e

W é identidade em K. Considere f; = ¢; o 1;. Notemos que

ft*(§0) = lﬁ(ft) = 0.

Assim, f; para todo t € [0,1] é um contactomorfismo de & = £. Além

disso, fi(Ko) = ¢¢(Ko) = K. L

De acordo com a Definicao [£.4.1] uma isotopia legendreana é uma iso-
topia através de nods legendreanos. Assim, dois nés legendreanos sao ditos

isotopicos por esta isotopia se eles sao isotopicos através de nos legendreanos.
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Podemos ainda dizer que, durante a isotopia quaisquer diagramas do né

(genérico) serd um diagrama de um né legendreano .

A partir deste momento trabalharemos somente com a Definicao [£.4.11

Teorema 4.4.4 Dois diagramas frontais representam nos legendreanos
1sotopicos por isotopia legendreana se, e somente se, eles sao relaciona-
dos pela sequéncia de movimentos de Reidemester (Figura [{.10) e isotopia

planar.
Para demonstragao ver (38)).

Teorema 4.4.5 Dois diagramas lagrangeanos representam nos legendreanos
1s0topicos por isotopia legendreana se seus diagramas sao relacionados pela

sequéncia de movimentos de Reidemester (Figura[{.17) e isotopia planar.

Infelizmente esses movimentos nao sao suficientes para garantir uma
isotopia legendreana, devido a condicao da integragao discutida na Secao[4.3.21
Entao, nao basta que a isotopia seja realizada através dos dois movimentos de
Reidemester, é necessario que as condigoes 1) e 2) da Subsecao sejam
satisfeitas.

Para estudos de isotopia legendreana, a projecao frontal é mais con-
veniente, porque nés sabemos precisamente quais diagramas representam

projecoes frontais de nés legendreanos.
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