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Tangles e nés de 2-pontes

Durante o final dos anos 60 e comego dos anos 70, o objetivo da teoria
dos nés era formar uma tabua @ completa de nds até um certo nimero de
cruzamentos maior do que a tabua conhecida. Contudo, os invariantes de
noés descobertos nao foram suficientes para tal objetivo. Portanto, Conway
introduziu o conceito de tangle. Usando esta variacao em nos, novas classes
de nos foram definidas: os nds racionais. Através desta classe de nés, varios
problemas locais foram resolvidos, os quais conduziram a um avanc¢o no nivel
de problemas da teoria de ndés. Contudo, desde que existem nds que nao sao
racionais, a classificacao completa de nds nao pode ser realizada. A introducao
destas novas pesquisas teve um significante impacto na teoria dos nés. Neste
capitulo, estudaremos os nés de 2-pontes, que sao um tipo especial de no
racional obtido de nds tangles. Para um aprofundamento em teoria dos tangles,

sugerimos (21, [6)).

3.1
Tangles

Considere a esfera S? em R? e a bola limitada por S?, B3, isto é, a bola
de dimensao 3, cuja fronteira é S?. Em B? considere 2 curvas simples «;, i=1,2,
cujos 4 pontos extremos estao na superficie S2. Se estas curvas, o, intersectam

S? somente nos 4 pontos extremos, obtemos um tangle.

Definicao 3.1.1 Um tangle é um mergulho proprio de dois arcos nao orien-

tados em B3, tal que os 4 pontos extremos dos arcos estao no bordo de B3.

Se projetarmos este tangle no plano, por exemplo yz, como no caso de
um nod, podemos obter uma projecao regular do tangle, ou diagrama regular
do tangle, Figura 3.4

Neste capitulo representaremos um tangle T, por seu diagrama regular.

A definicao de tangle pode ser generalizada a m curvas, contudo, nosso
interesse esta no caso m = 2. Alguns exemplos de tangles sao dados na Figura
B2l O caso em que existe uma curva fechada no interior de B3, Figura[3.2] (c),

nao sera considerado nessa dissertacao.

IT4bua é uma lista de todos os nés, com seus tipos identificados e sem repeticdes.
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Figura 3.1: Tangle

(a) (b) (c)

Figura 3.2: Diagramas de tangles.

Agora, fixemos 4 pontos na esfera S?, NE, NO, SE, SO, conforme Figura

3.3l Esses pontos podem ser descritos em R? pelas coordenadas:

NO NE

SE SO SE

SO

Figura 3.3: Bsfera com 4 pontos Figura 3.4: Projecao de um tangle.

fixos.

O né obtido pela conexao dos pontos NO e NE, SO e SE por curvas
simples no complemento de B? é chamado de numerador e denotado por
N(T). Similarmente, o né obtido da conexao dos pontos NO e SO, NE e SE
por curvas simples no complemento de B? é chamado de denominador e é

denotado por D(T), veja a Figura B0 A razao para esta terminologia pode
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N(T) D(T)

NO NE

SO SE

(@) (b)

Figura 3.5: Numerador (a) e denominador (b) do tangle T.

ser encontrada em (30) e estd relacionada com o conceito de determinante de

nos, o qual nao abordaremos aqui.

Definicao 3.1.2 Sejam T, e Ty dois tangles em B2. Se podemos transformar
T, em Ty através dos movimentos de Reidemester em B3, mantendo os pontos
(NE, NO, SE, SO) fizos, entao Ty e Ty sdo ditos equivalentes.

3.1.1
Tangles racionais

Considere os tangles mostrados na Figura 3.6} estes tangles sdo chama-
dos T(0), T(o0), T(-1) e T(1) respectivamente. Os tangles T(0) e T(oc0) sao

chamados tangles triviais.

DU &

Figura 3.6: Tangles: T(0), T(c0), ) e T(1), respectivamente.

Definicao 3.1.3 Um tangle racional é um tangle que é a imagem do tangle
T(o0) (ou T(0)) por um homeomorfismo que leva B® em B? e o conjunto { NO,
NE, SO, SE} no mesmo conjunto.

Exemplo 3.1.4 Uma rotacdo de R3 sobre o eizo & de um angulo de T 5, ENUia

o tangle T(o0), no tangle T(0). Além disso, T(0) € um tangle trivial. Veja

Figura[3.7]
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Y —» y

X X
Figura 3.7: Rotacao do tangle T(c0).

Considere a rotagao da esfera sobre o eixo z de um angulo 7, mantendo
o hemisfério norte e o polo sul fixos. Entao, é realizada uma torc¢ao tal que SE
e SO trocam de posigao (Figura[3.8)). Tal tor¢ao é dita uma tor¢do vertical.

Considere a rotagao da esfera sobre o eixo y de um angulo de 7, mantendo
o hemisfério oeste e ponto 1.(0,1,0) no equador fixos. Entao, é realizada uma
torgao tal que NE e SE trocam de posigao (Figura B.8). Tal torgao é dita uma

tor¢ao horizontal.

Figura 3.8: Rotagao da esfera sobre os eixos z e y.

Atribuimos uma orientacao as torcoes descritas. Os sinais das torgoes se
encontram nas Figuras [3.9 e 3.101

X0

Figura 3.9: Torcao horizontal positiva e
negativa, respectivamente.
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UL
DANG

Figura 3.10: Torcao vertical negativa e pos-
itiva, respectivamente.

Proposicao 3.1.5 Um tangle racional pode ser obtido por uma sequéncia de

tor¢oes verticais e horizontais em T(0) ou T(c0).

Segue desta proposi¢ao que tangles racionais podem ser completamente
determinados por movimentos que alternam em torcoes horizontais e verti-
cais. Expressaremos o né racional obtido por esta sequéncia de torgoes por
T(ay,as, ...,a,), onde a; é tor¢ao do tangle; e seu diagrama é dito estar em

forma racional. Explicaremos com poucos detalhes como ocorre esta sequéncia.

Se n é fmpar, obtemos a expressao T(aq,as,...a,), onde a; é torcao
horizontal em T(0), as é torgdo vertical, az é torcao horizontal e assim
alternadamente até a,, torcao horizontal.

Se n é par, obtemos a expressao T(aq, as, ...a,) onde a; é torgao vertical
em T(00), ay é tor¢ao horizontal, ag é torgao vertical e assim alternadamente

até a,, torcao horizontal.

/ . ~
Se um tangle T(aq, ag, ..., a,) tem todos os a;s com o0 mesmo sinal, entao
dizemos que o tangle T é alternado e o diagrama regular obtido é um diagrama

alternado.

Exemplo 3.1.6 Considere o tangle T(oo). Fazendo 3 torgdes wverticais e
depois -4 tor¢oes horizontais, obtemos o tangle T (3,-4) (Figura [3.4]) . Note

que n € par e, portanto, a primeira tor¢ao é vertical.

Exemplo 3.1.7 O né racional T(—2,—3,—2) € obtido do tangle T(0) pela
sequéncia de -2 tor¢oes horizontais, -3 torgoes verticais e -2 tor¢oes horizon-

tais, como mostra a Figura 31

Exemplo 3.1.8 Um outro exemplo pode ser visto na Figura[313, onde temos

dois tangles racionais com n par e n impar respectivamente.
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OO

Figura 3.11: Construcao do tangle T(—2, —3, —2).

Proposicao 3.1.9 A fracao continua

1
a17a27a37"'7an]:a1+ 1
as +
ay + . 1
+ I

Ap—1 + )

n

! . . 7z
com os a;s # 0, determina um tangle racional T(ay,as,...,a,) € um nimero

racional g, chamado fragao do tangle.

Seja o numero racional 2. Facamos rg = p, r; = ¢ e consideremos:
q 0 )

To = airy + 7o
L = Qgra + T3
Tho1 = QpTp+0, |rn‘ =1L (3_1)

Sendo 0 < r; < r;_1, a equacao B=Il descreve um algoritmo euclidiano que
é unicamente definido por p = rg e ¢ = 1. Tal algoritmo pode ser expressado
por uma fracao continua, descrita na Proposicao [3.1.9.

Os inteiros a; sao chamados de quocientes da fracao continua. Da
desigualdade 0 < |r,,| < |rp_1], segue que |a,| > 2. Além disso, para a fracao
continua [ay, as, ..., a,] podemos sempre considerar n impar. De fato,

se n é par e a, > 1 entao escrevemos

la1,as,...,a,) = [a1,az, ...,a, — 1,1],

se a, = 1, escrevemos

[alaa'Qv "'7an] = [a17a27 vy Qp—1 1]7

1
is a, =1+ — = a,.
pois a +:F1 a
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Proposicao 3.1.10 Seja § um numero racional. Entao

(i) existem ay € Z, ag,as, . ..,a, € Z — {0} tais que gz[al,ag,...,an].
(1) 1 =la1 £ 1 as,...,a,],

(i) I =1[0,a1,a,...,ax].

(zzz)—g [—ay, —ag, ..., —ay].

Para mais informacoes sobre fracoes continuas, ver Apéndice [A.2

Observagao 3.1.11 O tangle racional T*(—ay, —as, ..., —ay,) € imagem por

reflexao do né T(aq,as,. .., ay).

Podemos observar que na imagem por reflexdo de um né (em relagao a

um plano) a tor¢ao muda, e, portanto, verificamos a Observacao BTl

O préximo teorema, enunciado em (6) e demonstrado em detalhes em
(21), mostra que existe uma boa correspondéncia entre nimeros racionais e

tangles racionais (incluindo 0o).

Teorema 3.1.12 FExziste uma correspondéncia bijetora entre o conjunto de
todos os nimeros racionais (incluindo 00) e a classe de tangles racionais. Em
outras palavras, se os tangles racionais T(ay,as,...,a,) € T(by,bs,...,b,) tém
suas fragoes continuas |ay,as, ..., a,| e [bi,ba,...,b,] representando o mesmo
numero racional, entao os tangles sao equivalentes. A afirmacdo inversa

também € verdadeira.

Figura 3.12: Tangles T(2,3,-4,2) e T(-3,2,4) respectiva-
mente.

Em particular a fracao do tangle T(0) é [0], e a fracao do tangle T(oc0) é
[0,1]= 0 + §, que é denotada por oc.

Defini¢ao 3.1.13 Uma fragio continua [ay,as,...,a,] e um tangle racional
~ . A . !
T(ay,a9,a...,a,) sao ditos estar em forma candnica se todos os a;s tem o

mesmo sinal (isto é, T € alternado) e n é impar.
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Exemplo 3.1.14 Seja o tangle racional T(2,-3,5). Sua fragdo continua deter-
mina o nimero racional ﬁ = [2,-3,5]. Mas ﬁ = [1,1,1,1,4], assim T € isotopico
ao tangle cuja fragao continua é [1,1,1,1,4], tal tangle € a forma canénica de

T. Dizemos ainda que [1,1,1,1,4] € a fragdo continua em forma canoénica de T.

Lema 3.1.15 (Ver (22)) Todo tangle racional € isotdpico a um tangle em

forma canonica.

Lema 3.1.16 Dada uma fragio continua [ai,as,...,a,] existe uma unica
fracao continua [by,bs, ..., by] em forma canénica com o mesmo nimero
racional.

A demonstragdo em detalhes do Teorema B.I.12 se encontra em (22)).

Contudo, daremos aqui uma breve idéia da mesma.

Prova. Primeiramente demonstremos que se dois nés sao isotépicos entao eles
tém as fracoes continuas representando o mesmo nimero racional. Sejam T e
S dois tangles racionais isotépicos, e T' e S’ sua respectivas formas canonicas,
que garantimos existir pelo lema Isso corresponde a levar as fracoes
continuas de T e S nas fracdes continuas de T' e S'. Agora os tangles T e S’
sao alternados e isotdpicos, e como demonstrado em (22)), eles diferem apenas
por rotagoes horizontais e verticais de um angulo 7. Entao se dois nos diferem
por rotacao, eles tém a mesma fracao continua, portanto a mesma fracao.
Assim, os nés T e S tem a mesma fragao continua.

Inversamente, mostremos que se dois tangles racionais possuem

suas fragoes continuas representando numeros racionais iguais, entao

eles sdo isotépicos. De fato, sejam T(a,as,...,a,) e S(by, b2, ..., by)

dois tangles racionais com fragoes [ai,as,...,a,] = E = [b1,b2, ..., by
/ ’ A . .

e T(aq,00,...,ar) e S(61,Ps,...,0) suas formas canodnicas. Da im-

plicacao anterior deste teorema, temos a igualdade das fracoes continuas
[aq, g, ..., ax]=laq, ag, . .., an|=[b1,ba, ..., by]=[01, B2y ..., Bi]= £. Pelo Lema
B.1.16, a fragao § tem uma tUnica expansao em fracao continua em forma
canonica [y1, 72, - .., 7]- Isto nos dd um tangle racional Q, que é unicamente
determinado pelos inteiros {y1,72,...,7,}. Afirmamos que Q = T' (similar-
mente Q = S'). De fato, se Q é diferente de T' temos duas diferentes expansoes

em fracoes continuas em forma canonica dada pelo mesmo niimero racional,

[, ag, . .. ,Oék]:§:[71,72, .. .,¥]. Mas isso contradiz a unicidade da forma
canonica de fragoes continuas, Lema [3.1.101 [ |

Facamos alguns comentarios sobre o Teorema B.1.121 O Teorema [B.1.12

nos diz que numeros racionais sao representados bijetivamente por tangles
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racionais; seus negativos sao representados pelas imagens por reflexao dos
tangles racionais. O teorema diz também que a forma canonica de um tangle
racional é unica, desde que a correspondente forma candnica de sua fracao
continua seja unica. Outra observacao, é que levar um tangle racional em sua
forma canonica é o mesmo que calcular sua fracado continua e expressar em
forma canonica. Essa forma canonica nos da o tangle em forma canodnica, que,
pelo Teorema é isotépico ao inicial.

3.2
Nés de 2-pontes

O conjunto de nds (ou enlaces) de 2-pontes, introduzido por Schubert
em 1954, é uma familia de nés que tem intima relagao com tangles racionais,
e como o proprio nome implica, possuem 2 pontes. O conjunto dos nés de 2-
pontes tem sido completamente classificado, mas a caracteristica local desses
nos é ainda uma importante area de pesquisa.

Nessa dissertacao, consideraremos somente nos de 2-pontes com o

nimero de tor¢oes impar, salvo em caso mencionado.

Entendemos por no de 2-pontes, um né nao trivial que admite um
diagrama com quatro tangentes verticais: duas a esquerda e duas a direita
(Figura B.13). Observe que pelo fato de um né de 2-pontes possuir somente
quatro tangentes verticais, o diagrama regular do né pode ser considerado como
o diagrama regular reduzido, como na Figura (a). A defini¢do precisa de
nés de m-pontes é dada em 2.7

Nosso objetivo nesta secao é mostrar a relagao entre nos de 2-pontes e

tangles racionais. Nesta secao consideraremos somente nés nao orientados.

Teorema 3.2.1 (1) Um nd (ou enlace) de 2-pontes é o denominador de algum
tangle racional.
(2) O denominador de um tangle racional é um né (ou

enlace) 2-pontes.

Prova. (1) Considere um diagrama regular D, de um né (ou enlace) de 2-pontes.
Sendo D um diagrama regular de 2-pontes, o seu diagrama é equivalente a
Figura (a).

Nossa intencao é mover os pontos de cruzamento da parte inferior do
diagrama (Figura B.I3](a)) para a parte superior ou centro do diagrama. Do
fato de que a prova do teorema nao depende da orientacdao, entao nao nos

importaremos com os cruzamentos positivos e negativos, e denotaremos o
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C, ¢, C; C,
M.— .- Bu x Gn\ 1 :
o a4, a, a,

Figura 3.13: (a) - Diagrama regular de um né de 2-pontes. (figura
superior) (b) - Diagrama obtido de (a) por isotopia. (figura inferior)

nimero de pontos de cruzamentos por a;, bj, ¢, incluindo a possibilidade
de que algum dos a;, bj, ¢; seja igual a zero.

Agora fazemos uma modificacdo no Diagrama (a) para que ele se
torne o diagrama da Figura (b). Por conveniéncia, denotemos o diagrama
D da Figura (b) pela seguinte notagao:

D= (al,ag, ...,an|b1,b2, ceey bn,bn+1|01,62, ...,Cn).

Queremos agora mover os pontos de cruzamento aq, as, ..., a, da esquerda
para a direita. Em outras palavras, queremos mostrar que o diagrama D pode

ser transformado no diagrama
(O, 0, couy O|b1, bQ, bn, bn+1|a1 —+ C1,0Q2 + Coy .y + Cn).

Por simplicidade, fagamos d; = a; + ¢; (i = 1,2,...,n) e chamemos os
ramos meio-circular com b; pontos de cruzamentos de i-ésimo brago de D.

Primeiro movemos os a,, pontos de cruzamento a esquerda para a direita
por torgoes, ou positivas, ou negativas, do (n+1)2 brago, um ntimero apropriado

de vezes. Assim, D é transformado em

D1 = (al, as, ...,Clnfl,()’bl,bg, "'bn7bn+l‘617027 ceey dn)

Agora, rotacionamos a,_; vezes (em cada diregdo) a parte interior da
linha pontilhada ao redor do eixo horizontal A, mantendo a parte exterior da
linha pontilhada fixa (Figura BI4). Assim, a, 1 pontos de cruzamento tem
sido movido para a direita. Tal rotacao sera chamada de rota¢ao horizontal.

Ha dois casos a considerar:

(i) Se a,—1 € par, entao o diagrama resultante é
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Figura 3.14: Diagrama ilustrando a parte interior da linha
pontilhada que sera rotacionada ao redor do eixo horizontal A.

D2 = (&1, as, ...,Ap_9, O, O’bl, bg, ey bn, bn+1‘61, Coy.ny dnfl, dn)

(ii) Se a,—; é impar, entao

D2 = (ala A2, ..oy Ap—2, Oa O|b17 b?v ) bn—h brm bn+1|cl7 €2, ...Cpn—2, dn—la dn)?

onde b; significa que o i-ésimo brago com b; pontos de cruzamentos esta acima
do eixo horizontal A, como na Figura [3.15]
Agora, para a parte inferior do (n — 1)2 brago, formamos um novo braco

(n — 1)2 horizontal (sem pontos cruzamentos) abaixo de A, veja Figura B.10

Figura 3.15: Diagrama apds rotacao horizontal da parte
interior da linha pontilhada, Figura B.I4] neste caso a,_; é
impar.

Rotacionamos b,,_; vezes o interior da linha pontilhada, na Figura [3.16]
em torno do eixo vertical B, de modo que b,_; cruzamentos acima de A
desaparecem, mas b,,_; pontos de cruzamentos sao criados no braco inferior.

Tal rotagao sera chamada de rotacao vertical. O diagrama resultante, D3 é da
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Figura 3.16: Diagrama ilustrando a parte interior da linha
pontilhada que serd rotacionada ao redor do eixo vertical B.

Figura 3.17: Diagrama D,,.

forma:

(1) Dgz(al, ag, ..., Ap_9, O, 0|b1, bz..., bn,Q, bnfl, bn, bn+1|C1, Co,y...,Cp_2, dnfl, dn>,

se b,_1 é par.

(11) D3:<017 €2y .5 Cn—2, OJ O|b17 bQ"'v bn727 bnfla bn7 bn+1’a1> az, ..., an-2, dn717 dn),

se b,_1 € impar.

Através de repetidas aplicagoes de rotacoes horizontais e verticais um
numero apropriado de vezes, eventualmente obtemos um novo diagrama
(Figura B.17),

D, = (a1,0,...,0]by, ba, ..., byy1|c1, da, ..., dy)
ou

D, = (¢1,0,...,0[by, by, ..., by y1]ar, da, ... dy).

E ficil mover os pontos de cruzamento a; ou ¢; da esquerda para a
direita por uma rotacao horizontal no interior do quadrado pontilhado. Assim,
o Teorema B.2] item (1) estd provado.

Inversamente, podemos facilmente ver que o denominador de um tangle
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racional tem um diagrama regular que é o diagrama regular padrao de um né

2-pontes, tal como no exemplo, figura B.I8 u

C - D)

C 2 2, )

Figura 3.18: n impar

‘ az an

Figura 3.19: n par

De acordo com este teorema, os nds 2-pontes sao frequentemente chama-

dos nds racionais.

Dizemos que um né 2-pontes que tem um diagrama regular na forma
da Figura B.I8 estd em sua forma racional e denotaremos este né por
C(a1, as, ..., a,). Convencionaremos o diagrama regular, Figura BI8, como o

diagrama reqular padrao para um né de 2-pontes.

Um diagrama em forma racional corresponde ou a um né trivial ou a
um né de 2-pontes. Pela classificacao de nés de 2-pontes (37), qualquer enlace

de 2-pontes tem um diagrama em forma racional.

Consideremos o diagrama de um né de 2-pontes e o diagrama equivalente
em forma regular padrao, como mostra a Figura .20 Observemos que no
diagrama regular padrao do né de 2-pontes, as torcoes a; com k impar
correspondem as tor¢oes horizontais e as tor¢oes ay com k par correspondem as
torgoes verticais no diagrama original. Lembremos que estamos considerando n
impar. Notemos também que no diagrama padrao do né de 2-pontes obtemos as
torgdes a;s com i par, com os sinais de tor¢ao opostos ao do diagrama regular
inicial; pois para obter o diagrama padrao do né de 2-pontes rotacionamos
as torcoes verticais para se tornarem horizontais e portanto obtemos sinais
opostos. No entanto, faremos a seguinte convencao. Para nods de 2-pontes

com diagrama em forma regular padrao, identificaremos os sinais das torgoes
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horizontais (todas sao horizontais) e definiremos a fra¢ao continua associada

ao né de 2-pontes como na proposicao abaixo.

. -~ 7/ 7 /
Proposicao 3.2.2 O nd de 2-pontes C(ay, as, ..., a,), com n impar, os a;s # 0,
e diagrama em forma padrao (Figura[3.18), corresponde a um nimero racional

§, que tem uma expansao em fracao continua dada por

lay,as,...,a,] = a1 + i
—az + T

onde mdc(p, q) = 1.

Observe que a alternancia de sinais é devido a discussao anterior a
Proposicao B.2.2

Se a; é um inteiro positivo para todo i=1...n, entao 0 < ¢ < p. Contudo,
se a; é negativo para todo i=1 ... n, sendo a fracao § < —1, nés podemos
assumir que p > 0 e ¢ < 0. Além disso qualquer né6 2-pontes C(ay, as, ..., Gog11)

corresponde a um nuimero racional IE’, onde —p<g<peq>0.

a, ~ ‘=

Figura 3.20: Diagrama regular e diagrama regular padrao de um
no de 2-pontes.

Exemplo 3.2.3 O nd de 2-pontes C(—2,3,—2), obtido do tangle racional
S(—2,3,—2) (Figura[3.2]1), possui expansio em frag¢ao continua,

1 16
-2,3,-2) = -2+ —— = -,
-3+ —
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que corresponde a fragao racional do tangle racional T(—2,—3,—2), Figura

(211

Figura 3.21: Tangle S(-2,3,-2)

Se, de duas diferentes expansoes de fragoes continuas de £, nés obtemos

q
diagramas regulares de dois nés de 2-pontes, entao eles sao diagramas regulares
do mesmo né. Em resumo, dois nds de 2-pontes sao completamente classificados

por seus numeros racionais associados, como o seguinte teorema :

Teorema 3.2.4 (Ver (37)) Sejam K e K' nds de 2-pontes associados aos
numeros racionais § e 2’—, respectivamente; entao K e K’ sao equivalentes se, e
somente se,

(i)p="p, q=q (modp)
ou

(it) p=1p, q¢ = L(mod p).
Além disso, a tmagem por reflexao K* de K € um no 2-pontes associado ao

ndmero racional _Lq.

A prova deste teorema depende da teoria de espaco de lente, a qual nao
serd abordada nesta dissertacao. Para o leitor interessado em teoria de espago
de lente, ver (3)). Através deste teorema, Schubert determinou a classificacao de
nos de 2-pontes, que sera de grande importancia na demonstragao do teorema,

capitulo 7.

Teorema 3.2.5 (Ver (37)) (1)Suponha que invertemos a orienta¢do de uma
componente de um enlace de 2-pontes orientado, associado ao nimero racional
g. Entdao o enlace 2-pontes orientado resultante estd associado aos niumeros
racionals:

(7) ﬁ, seq >0,

(1) s seq <0.

(2)Dois enlaces de 2-pontes orientados associados aos nimeros racionais

/
e zi, sao equivalentes com orientacdao se um dos sequintes caso ocorre.

SN
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(i) p=1p, ¢ =q (mod2p),
(#) p=1p', q¢ =1(mod2p).
Além disso, essas sao condicoes suficientes para que os nds sejam equivalentes.

3.3
Polinomio de Kauffman para nés 2-pontes

Nosso objetivo nesta secao é encontrar o polinomio de Kauffman para nés
de 2-pontes em termos do produto de matrizes. Baseado no trabalho de Lickor-
ish (23), o qual utiliza técnicas elementares de algebra linear, demonstraremos

0 seguinte teorema.

Teorema 3.3.1 Para um nd de 2-pontes, C(ay,as,...,a,), o polinomio Rc

de Kauffman € definido por
Rec(ayas,..am) (0, ) = av! M LS LS M Sw,

onde t denota transposta e

r —1 =z 010 a
M=]1 0 0], S=[001]|, v=]0]e w= a?
0 0 a a 00 0 a?Hl g

Assim como nas segOes anteriores representaremos tangles e nés de
2-pontes por seus diagramas regulares, salvo em caso mencionado. Além disso,

consideraremos somente tangles em forma canonica (Defini¢ao BI.T3]).

Lembremos que o polindmio de Kauffman de um né orientado K é
definido por Fi(a,r) = a *®) Ry (a,z), onde w(K) é o ntimero tor¢ao de K

e R(a,z) é o polinomio de Laurent definido pelas relagdes dadas na segao 2.8

Sejam B a bola em R3 e s tangles com os 4 pontos extremos no bordo, 9B.

Considere £(B) o médulo livre sobre o anel Z[a*!, 2F!]

, gerado pelas classes
de isotopia regular de tangles racionais nao orientados, s, com as condigoes:
(1) sy +s- = (S0 + Seo),
(ii) st =ase s =als,
onde s; e 8%, com i = +, —,0, 00, tem a projecao idéntica a do tangle original,

exceto numa pequena vizinhanca do cruzamento do tangle, onde o diagrama
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é modificado segundo as Figuras 2.24] e .27

Antes de enunciarmos a préxima proposicao, convém lembrar que um
no de 2-pontes é o denominador de algum tangle racional. Esse resultado é
importante, pois daqui em diante trabalharemos com o tangle racional, do

qual o né de 2-pontes é obtido.

Proposicao 3.3.2 Seja K um né de 2-pontes, obtido do tangle racional T. O
polinémio, Ry, de Kauffman é invariante pelas relagoes de L(B). Portanto,
induz uma aplicagao L(B)—Z(a*!, z%1), que leva o tangle nao orientado T no

polinomio, Ry, de Kauffman, definido em [2.8.

A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em (23).

Denotemos por A,,, m € Z, o elemento de L(B) representado pelo
tangle nao orientado, como mostra a Figura .22 com m cruzamentos se m é
positivo e com |m| cruzamentos se m é negativo; A, também é mostrado na
Figura 322 Seja T(a1,as,...a,) o elemento de L£(B) representado pelo tangle
racional, como na Figura B.22 com n tangles iguais a A,,, i=1,...,n, onde a; é

o numero de torcao contando seus sinais.

Inserindo o tangle T numa bola, como mostra a Figura[3.23] produzimos
um né6 de 2-pontes, C(aq,as,...,a,), associado ao nimero racional g, com

expansao em fragao continua

[a17a27"'7an] =a+ 1
—az + I
as +

—ay+ - 1

onde mdc (p,q) = 1.

Demonstracao do Teorema [3.3.7]
Prova. Considere um né de 2-pontes em forma racional, obtido do tangle
racional T(ay,as,...,a,), com n tangles iguais a A,,, i=1, ..., n, veja Figura
Aplicando as relagoes de £(B) para um dos cruzamentos de A,, com

a; = m, fazemos a seguinte afirmacao:
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Figura 3.22: Diagramas de tangles A,,, A e T(ay,as,...,a,)
com n impar e n par respectivamente.

Figura 3.23: N6 racional obtido do tangle T inserido na
bola (denominador do T).

Afirmagao 3.3.3 Considere o tangle de A, (Figural[3.22). Entdo aplicando

as relagoes de L(B) para um dos cruzamentos do diagrama de A,,, temos
Am + Am,Q =X (Am,1 + amfleo) (3-2)
para todo m € 7.

Prova. Suponha m > 0 e p o cruzamento do diagrama de A,, a ser aplicado as
relagoes de £(B). Suponha p o primeiro cruzamento. Pelas relagoes de £(B),
temos a relacao (A,,)+ + (Am)- = 2((Amn)o + (Am)s)-

Observe que o diagrama (A,,)_ inverte a posi¢ao dos fios do cruzamento
p em A,,, assim A, perde dois cruzamentos e portanto, obtemos A,,_s. Agora,
note que, (A,,) elimina o cruzamento em A, e portanto, obtemos A,, 1. Além

disso, para eliminar a torgao resultante de (A,,)s produzimos (m-1) torgoes e,
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obtemos a™ A, (Proposigao 28] (v)). Os diagramas podem ser vistos nas
Figuras [3.24] [3.25] e [3.26] Assim, concluimos a relagao

Am + Am_g = J](Am_l + am_leo).

Analogamente verificamos para m < 0 e para o caso m=0 é imediato. B

(An). (A.). A

Figura 3.24:

I - ‘
(Am )0 Am-1

Figura 3.25:

. - @
(An)w a"Ag

Figura 3.26:

Colocando a Equacao em forma de matrizes, obtemos:

Am Am—l
Am—l =M Am—2 ) (3'3)
a™As a™ A

com M definida no Teorema B.3.1l Facamos,
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Ay xA; — Ag + arAs Ay
M AO - Al = Al
aAs a’Ay a’A
Al AQ Z'AQ - Al + CZQ.TAOO Ag
M.M AO =M Al - AQ = AQ
CLAOO GQAOO ango agAOO
Al Ag Z'Ag - A2 + Cl3ono A4
M.M.M AO =M AQ == Ag = Ag
aAs a’ Ao a*A a*A

Procedendo (m-1) vezes, obtemos.:

A, A,
Apoy | =M™ A (3-4)
a™A aAs

A, Ao
Apy | =M™1S | 4 (3-5)
a™ A Ap

Agora, nosso intuito é estender a Equacao para o tangle racional

T(ay,az,...,ay).

Afirmagao 3.3.4 Considere o tangle racional, T(ay,aq, ..., a,). Aplicando as

relagoes de L(B) nos cruzamentos do diagrama do tangle T obtemos:

T(al,az,...,an) AOO
T(al - 1,&2,...,6Ln) = MalilSMCuilS...Mayl_lilsManils Al
CLle(a,z, a/37 P 7an) AO

Prova. Considere o tangle racional T(ay,ag, ..., a,) (Figura B:22]). Aplicando
as relagoes de £(B) em um dos cruzamentos do diagrama de A,,, obtemos a
Equacao B=4l com m=a;. Agora, relacionamos o tangle T(ay, aq, ..., a,), apds

as modificagoes em A,,, com a Equagao [B=4] para m=a,
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Observe que, se nao alterarmos A,,, mantemos o tangle T(ay, as, ..., a,);
e para o tangle A, menos um cruzamento, A, 1, temos o tangle T(a; —
1,as,...,a,). Agora, note que, para a® A,,, obtemos o tangle a®T(as, . .., a,).

Para o caso em que a; = 1, eliminamos o tnico cruzamento (positivo)
em A, por uma torcao negativa em as, o que diminui a; em uma unidade,
e assim obtemos T(ay — 1,...,a,), veja Figura B.27 Se a; = oo temos o
tangle T(as,...,a,), conforme Figura 3291 Agora, se a; = 0, eliminamos A,,

desfazendo a torgao ay e obtemos o tangle a®*T(ag,...,a,), como na Figura

DR LG
e 2

Figura 3.27: Tangle T(as — 1, ..., a,).

Agora podemos escrever a Equagao B-4] da seguinte forma:

T(ay,as,...,a,) T(ay —1,as,...,a,)
T(ay — 1,as,...,a,) = M| a®T(as, a4,...,a,)
a™T(ag, as, ..., a,) aT(ag,as, ..., a,)
T(ag, as, ..., a,)
=M*'S| T(ag—1,as,...,a,) | (3-6)
a®T(ag,ay, ..., a,),

Usando a Equagao B=6 fazemos o (n-1) iterado.
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-

Figura 3.28: Tangle a®T(as, ..., a,).

Figura 3.29: Tangle T(as, ..., a,).

T(ay,aq,...,a,) T(ag,as, ..., a,)
T(ay — 1,az,...,a,) | =M>*"1 S T(ay — 1,as,...,a,)
a™T(ag,as, ..., a,) aT(ag,ay, ..., ap)

T(as,...,a,)
=M tSMet S T(as —1,...,a,)
a®T(ay, as, ..., a,)
T(&nflaan)

_ MalflsMazfls. . .Man—Qfls T(an—l - 17an)
aan—lT(an)

o8

(3-7)
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T(ay,)
= M SM®2TNS L M S LS L T (a, — 1) | (3-8)
a®"
Observe que,
T(ay) A,,
T(an - 1) - Aan,1 5
a™ a Ay
entao pela pela Equacao temos,
T(an) Aa, As
T(a, —1) | =| Ay |=M""'S| 4, |,
a® a’ A Ay
o que implica que
T(ay,as,...,a,) T(ay —1,a3,...,a,)
T(ay — 1,as,...,a,) = Mu! a®T(az,aq,...,a,)
aT(ag, as, ..., a,) aT(as,as, ..., a,)
A
= M@LSpets o Mt TiS | A,
Ao
Assim, demonstramos a Afirmacao 3341 |
Agora, inserimos o tangle T(aj,aq,...,a,) na bola B e obtemos o né
de 2-pontes C(ay,as,...,a,) e uma aplicagio L£(B)— Z[a*!, 2*], que leva o
tangle T(a, az, . .., a,) no polinomio de Laurent, Rc(q, as....,a,), de Kauffman.

Verificamos através da Proposicao .85 que os polinomios, Ry, de
Kauffman, para A, A1, Ay saoiguaisa 1l,a te (% — 1) respectivamente.
Assim, o resultado desejado é dado pela primeira linha do produto de matrizes

da Afirmacao 3.3.4

Concluimos, entao, que
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Re(ayas,...an) (a,x) = av! M@= 1S =S M1 S,

Observacao 3.3.5 Observe que para a imagem por reflexao do no C', o sinal

da tor¢ao muda e portanto o polinomio de Kauffman é dado por Fo = %w(C)RC.

Dessa forma, segue a férmula para nés de 2-pontes C*, que é imagem por

reflexao do no 2-pontes C.

1
Rex(—ay—ag,....—an) (@ T) = —vtMuTtg el M S,

a
r —1 =z 010 a
M = 0O 0], S=]10011], v=]0]e w= a?
0 0 1L Loo 0 R
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