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Caracterizacao das Superficies Minimas Ciclicas em R?

Nesse capitulo estamos interessados nas superficies folheadas por curvas
de curvatura constante, ou seja, retas e circulos. Inicialmente apresentaremos
as superficies minimas regradas que podem ser vistas como um caso limite de
ciclicas no sentido que uma linha reta tem k = 0, ou seja, “raio infinito” em
seguida daremos uma caracterizacao das superficies minimas ciclicas. Parte

desses resultados encontra-se em [NI1].

2.1
Superficies Regradas: O Helicéide

Em R? pode-se demonstrar que as tnicas superficies regradas que
também sao minimas sao o plano e o helicéide, confira [DC1].
O helicoide é uma superficie gerada por uma reta que gira em um plano

horizontal que esta subindo; localmente ela pode ser parametrizada por:

Xup:RxR— R?

(u,v) — (v cos au, v sen au, bu)

onde a # 0 e b # 0.

O plano por sua vez aparece como dois casos limites do helicéide:

a) X, - Reta girando sem subir, onde a # 0: plano horizontal

b) Xo - Reta subindo sem girar, onde b # 0: plano vertical

Figura 2.1: O Helicéide
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2.2
Superficies Minimas de Revolucao: O Catendide

Seja uma superficie de revolucao, localmente ela pode ser parametrizada

por:

X :Ix(027) — R?

(u,v) — (R(u) cosv, R(u)senv, u)

onde I é um intervalo e R : I — R, assim temos as primeiras derivadas de

X:

X, = (R'cosv,R senv,1),
X, = (—Rsenv, Rcosuv,0),

E a primeira forma fundamental:

E = (R)?*+1
F =0
G = R?

Agora calcularemos as segundas derivadas parciais de X:

Xuw = (R"cosv,R"senv,0)
Xuww = (—R'senv, R cosv,0)
Xw = (—Rcosv,—Rsenu,0)

Precisamos calcular o vetor normal:

X, x X, = (—Rcosv,—Rsenv, RR'),

Xox Xl = VR (R = RIS (R,

e finalmente temos entao IN:

 XuxX, (—cosv,—senv, i)
| Xu x X, 1+ (R)?
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Com as segundas derivadas parciais de X e seu vetor normal obtemos a segunda

forma fundamental:
—R"

f = <Xuv7N> =0

e = (Xu,,N) =

R

g = X ’N =
Ko N) =7 + (R))?
Como estamos interessados nas superficies minimas,

_leG—-2fF + Eyg
2 EG - F?

H =0<=eG+Eg=0

pois f =0, assim
eG+FEg=—-R'R*+R(R)*+1)=0

~R'R*+ R(R)*+R=0

Dividindo por R, temos:

~R'R+(R)?*+1=0

que reescrevernos fica:

RR" =1+ (R')?

para resolver essa equacao vamos multiplica-14 por R/, assim
R'R" R / RdR / dR
_ == [ — = | —
1+ (R)? R 1+ (R)? R
resolvendo essas integrais temos
1 /N2 /
§ln(1+(R) )=In(R) +¢
e portanto,
V1+ (R)?=cR c= e“é positivo e ¢ é qualquer,

logo,
1+ (R)*=*R?

(R)? = 2R? — 1
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agora podemos ter a expressao de R explicitamente:

1
R'=VR? — 1= R(u) = —coshcu

C

Assim temos X (u,v) = (£ coshcucosv, 1 coshcusenv,u). Vérios valores do
parametro ¢ correspondem a dilatagoes da mesma superficie, portanto existe

uma Unica superficie de revoluc¢ao minima, o catendide.

Figura 2.2: O Catendide

2.3
Superficies Ciclicas com Circulos Horizontais: Exemplos de Riemann

Seja agora uma superficie folheada por circulos, todos paralelos. Sem

perda de generalidade podemos assumir que todos os planos sao horizontais.

Portanto essa superficie pode ser parametrizada localmente por:

X:IxS' —R
(u,v) — (a(u) + R(u) cosv,b(u) + R(u)senv,u),

onde (a(u),b(u)) é a projecao dos centros dos circulos que geram a
superficie e R(u) é o raio de um circulo, para cada u. Vamos provar que a
curva determinada pelos centros dos circulos é uma reta.

Determinaremos a primeira e a segunda forma fundamental de X (u,v).

Vamos determinar as primeiras derivadas de X, para podermos calcular

a primeira forma fundamental:

Xu(u,v) = (a'+ R cosv,b' + R'senv, 1)
Xyu(u,v) = (—=Rsenv, Rcosv,0)
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Agora podemos determinar a primeira forma fundamental:

E = (X, X,) = (d)?+ )+ (R)*+ 2R (a' cosv + b senv) + 1
F=(X,,X,) = R(V cosv—a'senv)
G

A seguir temos as derivadas segundas:

Xuw(u,v) = (a"+ R"cosv,b" + R"senwv,0)
Xypo(u,v) = (—Rcosv,—Rsenwv,0)
Xuw(u,v) = (—R'senwv, R cosv,0)

Entdo podemos encontrar os coeficientes €, f, g da segunda forma fundamental
de X:

e = —R(V'senv+d"cosv)— RR"
f =0
g = R

Agora calcularemos H, temos entao:

H=— R*(b'"senv +a”cosv) — R°R"+
R*[(a)*+ (V)* + (R)? + 2R/ (d' cosv + b senv) + 1]

Dividindo por R?, pois R # 0, temos:

H=— R('senv +da”"cosv) — RR" + (a')* + (t')* + (R')*+
2R/ (a' cosv + ' senw) + 1

Colocando o cosseno e seno em evidéncia teremos:

H = (—RV'+2RV)senv+(—Rad"+2R'a’) cosv+(a')*+ (V' )*+(R)* — RR" +1

Como H = 0 e chamando by = —RbV' + 2R’V e a; = —Rd” + 2R'd’, fazemos:

2RV

bi=0= —RV' 4+ 2RY =0 = ' = =

2 /!
a1 =0=—Rd"+2Rd =0=d" = };a
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Seja a curva plana y(u) = (a(u),b(u)), 7' (u) = (a'(u), b’ (u)) e v"(u) = (a",0").
Logo:

2R’V 2RV
" = ad'y — ad'b = . -0
Entao a curvatura k(s) = V‘/;,X‘;’/ = 0 de v é zero e portanto vy é uma
linha reta, podemos entao supor que -y percorre o eixo x, ou seja, b = 0. Assim
temos: —Ra" +2R'd =0 (21
—RR"+ (R)*+ (d)?*+1=0
e da primeira equacao de (2-1):
" R/
PV R
integramos ambos os lados:
da’ dR
a R
assim
a = \R?

onde A é uma constante real positiva, agora podemos reescrever a segunda

equagao de (2-1) da seguinte maneira:
_RR//+ (R/)2+ 1—|—)\2R4 =0

que dividindo por —R pode ser reescrita assim:

RHY?+1
JE N Lt Y (2-2)
R
Observagao 5 Se A\ = 0 a funcao a € constante, ou seja, os centros se

projetam num unico ponto, a superficie sendo de revolugdo, reencontramos
o caso do catendide. Se X # 0 as superficies sio chamadas exemplos de

Riemann.

Considere agora a seguinte expressao:
E(R(u), R (u)) = ((R)* + )A(R) + B(R)

derivando E obtemos:

dE dA dB
— / :2 /! /A i 2 /\2 1 /7
o (R(u), R (w) = 2R'RA+ T2 R((R) +1) + R
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dividindo por 2AR’ temos

dE ., Ax((R)+1) _ Bp
Y ¥
dE
onde Ap = % e Br = ‘%, vamos escolher A e B de forma que qu 0, ou
u

seja, F é uma integral primeira de (2-2):

Agr 1 2A
SR 2 A, — 22
24~ R ORTTR
logo,
1
A — ﬁ
e
Br = —XNR*2A
como A = —% temos:
Br = —2\°R
Assim B = —R?. Com isso podemos reescrever E:
(B +1 o,

Agora para uma andlise dessa expressao fazemos E igual a uma constante e
tragamos o grafico dessas curva para diferentes valores de E e para A = 0, que

é o caso do catendide, como podemos ver na figura abaixo:

Abaixo fazemos a mesma andlise, mas para A # 0, caso dos exemplos de
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Riemann.

Agora vamos mostrar que se R(u) é uma solugao da equagao (2-2),, para

A > 0, uma dilatagao conveniente de R(u) é solu¢do da equacao (2-2);. Com

efeito seja Ri(u) uma solucao de (2-2); e R, = iRl(i) Temos entao:
(R)*+1 . 1 (R))*+1 :
R//_ 4 _)\2R5:_R//_ 1 _)\2 3R5
o Ry, o L 1 ILLRl K 1
1 (R))?*+1
—— R/I . 1 o )\2 4R3 )
,u[ 1 R, p Ry

Portanto escolhendo p = \%\ deduzimos que R, /5 ¢ solugao (2-2), se e somente
se Ry é solugao de (2-2);. Em conclusao os exemplos de Riemann formam
uma familia a um parametro (médulo dilatagoes). Assim em seguida fixaremos
A= 1

Observamos que sobre toda curva integral, R admite um minimo que
denotaremos por Ry e que cada curva tem dois fins, onde R tende ao infinito.
Sem perda de generalidade suponhamos que R(0) = Ry. Vamos mostrar que
R tende a infinito em tempo finito. Considerando a parte da curva integral em
que R’ é positiva, temos que R(u) é crescente, entao existe a fungao inversa,
que denotamos por u(R), definida sobre o intervalo [Ry, c0). Antes vamos ver

o comportamento de u(R) quando R — Ry:

R du R dR
R = [ “ip-
ulF) /R dR /R VRIIER 1

observamos que essa ultima integral é imprépria em Ry, uma vez que
VRE+ ER? — 1 =0, mas é bem definida, pois

VR*+ ER? =1~ +/R— Ry com R — R,
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1
dx

e a integral impropria / 7 converge, com efeito, seja f(R) =
0 VT

VR + ER2—1, isto é, f(R) = (R? — X,)(R? — R%) onde R2 e X, sio
as raizes distintas do polinémio quadratico P(X) = X%+ EX — 1.
Calculamos f'(Ry) = 2Ro(R2 — X) # 0, entao pela férmula de Taylor:

f(R) = f(Ro) + (R — Ro)f'(Ro) + o(R — Ry),

mas f(Ry) = 0, logo podemos reescrever u(R):

/R dR R dR
re \/f(R)  Jr, /(R — Ro)f'(Ro) + o(R — Ry)

assim,

E 4R N 1 R 4R e
ro F(R)  \/f(Ro) Jr, VR =Ry

Agora podemos calcular lim u(R).

R—o0
Tome R R
d dR
w(R) = / iR = / (2-3)
RO dR RO \/R4 + ER2 - 1
C ! < i li i <
omo Ny 2 e Rl_rgo 2 00,

concluimos que a integral (2-3) converge, isto é, existe u, < 0o tal que
lim u(R) = teo.

R_>m . ~ 7 . 7’ . . .

Para R’ < 0, a situacao é simétrica com respeito ao plano horizontal u = 0.
assim a superficie esta limitada por dois planos horizontais.

Agora temos que a'(u) = R*(u), logo

alu) = /0 R2(u)du

= dR :
mas du = @, assim
du
R
d
o(B) = [ ———
Ro E 1
R
. . a(R) I
com isso obtemos que Rhm R = 1, entao }%nn a(R) — R < 0.

Concluimos que quando u — ., 0 raio dos circulos tende ao infinito enquanto
um dos dois pontos de intersecao dos circulos com o eixo x converge. Portanto

a posi¢ao limite dos circulos quando z = u — u. ¢ uma reta horizontal
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perpendicular ao eixo x. Por simetria, a posi¢ao limite quando z = u — —us
é também uma reta horizontal perpendicular ao eixo x. Aplicando o principio
de reflexao de Schwarz, cf. em [NI1], podemos refletir a superficie com respeito
a estas duas retas; iterando o processo obtemos uma superficie periddica,

invariante por um grupo de translacoes.

Figura 2.3: O Exemplo de Riemann

2.4
Superficies minimas ciclicas em R3: O caso geral

Seja uma superficie ciclica S, denotaremos por R(u) o raio de cada circulo
e por z(u) a posicao de cada circulo e seja {y1,y»} uma base ortonormal do
plano, seja agora IN o vetor normal aos planos que contém cada circulo, tal que,
{y1,y2, N} é uma base ortonormal de R3. Portanto S pode ser parametrizada

por:

X:IxS'—R?
(u,v) — z(u) + R(u) cos vy (u) + R(u) sen vys(u)

Queremos provar que se a superficie é minima, entao esses circulos sao

todos horizontais, para isso enunciamos o teorema:s:

Teorema 5 Seja uma superficie minima folheada por circulos, entao todos os

circulos sao paralelos.

Prova: A prova que se encontra em [NI1] serd feita por contradi¢ao, entao
agora assuma N nao constante, isto é, N’ = 0. Entao o vetor IN é paralelo ao
vetor t, tangente a alguma curva parametrizada pelo comprimento de arco e
temos n vetor normal e b binormal a essa curva. Vamos assumir os vetores y;
e y, como os vetores n e b. Seja a curvatura e a tor¢ao da curva: k > 0 e T,

respectivamente, e seja z’ = at + On + vb. Entao:

X(u,v) = z(u) + R(u) cosvn(u) + R(u) sen vb(u)
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A seguir determinamos as derivadas primeiras de X usando as equacoes de

Frenet.

Xu(u,v) = 2'+ Rcosvn+ Rcosvn’ + R’ senvb + Rsenvb’
Xu(u,v) = at+ fn+~vyb+ R cosvn — Rk cos vt
—R7 cosvb + R'senvb + RTsenvn

Assim temos,

Xu(u,v) = (a—EkRcosv)t + (8+ R cosv+ TRsenv)n
+(y = TRcosv + R'senv)b
e também

Xy(u,v) = —(Rsenv)n+ (Rcosv)b,
com isso podemos calcular a primeira forma fundamental:

E = a®—2Rakcosv + R*k?cos® v+ % + 2R Bcosv +
2RBTsenv + R*1? 4+ 7% + 2R'ysenv — 2Ry7 cosv + (R")?

F = —R(fsenv+ RT —ycosv)

G = R?

Agora para calcular a segunda forma fundamental vamos precisar das segundas

derivadas de X:

Xuw(u,v) = (o —2R'kcosv — RK cosv — Sk — kR senv)t +
(8" + akRE* cosv + R"cosv + 2R'Tsenv + RT'senv + 7 — RT% cosv)n +
(y — BT — 2R'Tcosv — RT*senv + R"senv — R’ cosv)b

Xuw(u,v) = (Rksenv)t + (—R'senv + Rrcosv)n + (R cosv + Rrsenv)b
(

—Rcosv)n+ (—Rsenv)b
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Entao determinamos a segunda forma fundamental:

¢ = —R(2kRtBsenvcosv + Rk'vycosvsenv — 2RkyT cos* v + 2R kv cos v sen v
—aR7* — RER cosv + R*km? cosv + kRTy + RK'R'cosv — o/ R’ + aR" +
BkR + 2(R')*kcosv + kRTR senv — Rkv' cosvsenv — Rk cos® v +
2Rk cos’ v + Bkysenv + ayT cosv — affTsenv + RAE cos® v

—2aRk? cos’ v+ aF cosv + o’k cosv — a’ysenv — o B cos v +

%k cosv + ary' senv + R?k? cos® v)

|
I

R*(kBsenvcosv + ky — kycos®v + kR senv — at + RkT cosv)
—R*(—a + Rk cosv)

QI
I

Temos H = Eg — 2F f + Ge = 0, entdo:

3

_ 1
qo- = [5ak*R + B'kR — Bk'R — 63k R'] cos 2v — QkRg [k*R® + 3% — %] cos 3v

2
R2
—7[33%3 + 3RB%k + 8Ra’k — 2Ra/B + 6(R)?Rk + 2Raf + 2R*k'R' + 2RvyTa
—4R'Ba — 2R?’kR" + 3Ry?*k] cosv — vk R® sen 3v
R2

7[—2]%67’04 — 2Ry — 4R'va — 2R*kT R + 2Ran/] sen v +
3 2

R?[’V/kR — vk’ R — 6vkR'| sen 2v — %[—5R2ak2 + R

—23% — 2(R)?a +2RaR" — 2R’ R — 2R*kry — 20° + 4RBEkR — 27*a — R*kf']

]
Il

a3 cos 3v + by sen 3v + ag cos 2v +

by sen 2v + ay cos v + by senv + ag

kR3
as = —T[kZRQJrﬁz—WZ]
by = —BYkR®

R3

a = —-[5ak’R+ FkR— BK'R — 65k
R3

by = —[kR—~KR— 6+vkR]

3

— —%2[3}%%3 + 3Rk + 8Ra’k — 2R/ + 6(R)?Rk + 2Raf +
2R?K'R' + 2RyTa — 4R'Ba — 2R*kR" + 3R~*K]

by = —%2[—2R57'04 — 2Ry — 4R ya — 2R*kTR' + 2Ra/]

ag = —%2[—5R2ak2 + R’k 3 —28%a — 2(R')*a + 2RaR" — 2Rd'R’

—2R?kTy — 20 + 4RPER' — 2v*a — R*kf]

(2-4)
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Temos que R > 0 e k > 0, logo:

by =0=—= pBy=0,entao F=00uy=0

az = 0, vamos considerar 3 = 0, pois se v = 0 terfamos k*R?> + 3 > 0 o que é
absurdo, uma vez que az = 0, logo —7? + k*?R?* = 0 = +* = k*R?

as =0 = 5ak*R =0, pois =0, R >0, k > 0; logo a = 0.

Temos agora:
by = 0= 67kR' =~+kR — vk'R = ~v(6kR' + k'R) = v'kR (2-5)

mas
v* = k*R* = v = +kR (2-6)

que derivando obtém-se:
v =+(K'R+EkR'), (2-7)

e substituindo (2-6) e (2-7) em (2-5) temos:

+kR(6kR' + k'R) = +(K'R + kR")kR,
podemos simplificar R e k portanto
6kR' + K R=kKR+ kR (2-8)

temos que 6kR’ = kR’ e como k # 0 = R’ = 0. Substituindo R > 0, R’ = 0,
k>0, a=08=0e¢7?=k?R? em (2-4) temos que:
CngO, ngO, CLQZO, b2:0, b1=0

Atribuindo em a; os valores R =0, a = 8 = 0, obtemos:

3 3
=Rk~ Rk =0
ay 5 9 g

Como % = k2R?, podemos escrever a; desta maneira:
—3R°k* —3R’K*R’k = 0 = —3R°K’ — 3R°k* = 0= —6R°k* =0

Sabemos que R # 0, entao k = 0 o que é uma contradi¢ao.

Logo N é constante. |

2.5
Conclusao

Apoés toda essa discussao podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 6 As tnicas superficies minimas ciclicas em R3 sdo o catendide e

os exemplos de Riemann.
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Observacgao 6 Os exemplos de Riemann admitem uma outra descri¢ao, mais
cldssica, em termos da representacao de Weierstrass e de funcoes elipticas.
Com essas ferramentas pode-se mostrar que os exemplos de Riemann sao

superficies completas, com curvatura total finita e de tipo conforme retangular.

Confira em [HM] e [EN].
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