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Métodos de projecao da mortalidade

A projecdo da mortalidade ¢ importante ndo somente para os calculos
atuariais, mas também para o planejamento econdmico, para as politicas de
investimento do governo e de empresas. No século XX, a mortalidade global
declinou a uma taxa relativamente constante, entretanto observou-se uma
heterogeneidade no declinio dessa taxa em relagdo ao nimero de mortes por
idade, causas de mortes e ano-calendario (Hoeddemakers & Grzeorgz, 2002). Ao
tentar escolher um modelo para previsdo da tendéncia da mortalidade, ¢
importante observar se o modelo escolhido vai refletir tal heterogeneidade.
Algumas questdes sao fundamentais quando se tenta prever a mortalidade futura:
a utilizagdo de dados historicos seria capaz de prever toda a proje¢ao da
mortalidade? Podemos assumir que as tendéncias passadas de queda da
mortalidade vao permanecer nas proximas décadas? Uma idade limite para
alcance da sobrevivéncia deve ser imposta no modelo de projecdo ou talvez
algumas barreiras biologicas deveriam ser incluidas? Todas essas questdes sem
resposta afetam a crenca nas previsdes de mortalidade sob uma perspectiva de
longo prazo. Entretanto, ¢ necessario que sejam feitas previsdes para um horizonte
médio de tempo, e deve-se tentar escolher um método de previsdo que seja
apropriado.

A revisao do Govenment Actuary’s Departament - GAD (2001) classifica
os métodos potenciais para projecdo das taxas de mortalidade em 3 tipos
essenciais:

- métodos biomedicos, que se concentram nos fatores determinantes das
mortes e modelam as taxas de mortalidade sob uma perspectiva biomédica;

- métodos causais que empregam uma aproximagdo de previsdo por causa,
utilizando variaveis tais como fatores econdmicos e do meio-ambiente;

- métodos extrapolativos baseados nas tendéncias historicas de projegdes

da mortalidade no futuro.
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Na pratica, os modelos extrapolativos sao os favoritos pela vasta maioria
dos demografos e atuarios. A extrapolagcdo provavelmente ¢ a aproximagao mais
confiavel (Haberman, 2004). Os métodos extrapolativos podem ser dividos em:

- modelos paramétricos, que envolvem o ajuste de uma curva/superficie
parametrizada aos dados para os primeiros anos, € depois projeta-se esses
parametros para o futuro;

- métodos de targeting, que envolvem interpolagdo entre as taxas de
mortalidade atuais e um conjunto de taxas esperadas, as quais assume-se que vao
permanecer em uma data futura; e

- métodos de tendéncia que envolvem projecdo de tendéncias historicas
para o futuro.

Todos esses métodos podem ser deterministicos ou estocasticos e incluem
um significante elemento subjetivo (MacDonald & Richards, 2004).

Alguns métodos paramétricos podem ser obtidos facilmente com a
utilizagdo dos Modelos Lineares Generalizados (GLM). Assume-se geralmente
que o numero de mortes, quando a exposicdo central ao risco de morte ¢
conhecida, segue uma distribui¢do Poisson. Dessa forma, sdo obtidas estimativas
futuras da mortalidade ajustando-se uma regressao de Poisson. Um método
alternativo foi proposto por Lee e Carter em 1992, combinando uma aproximagao
paramétrica com analise de séries temporais.

As duas metodologias - GLM e Lee Carter - t€m em comum a introdugao
dos fatores de improvement, também conhecidos como fatores de reducdo
(reduction factors) conforme publicado pelo Continuous Mortality Investigation
Bureau - CMIB (Haberman & Fupuy, 2004), 6rgao de pesquisa em mortalidade
que publica tdbuas de mortalidade no Reino Unido. De acordo com a pratica
atuarial do Reino Unido e dos Estados Unidos, os fatores de improvement sao
aplicados as taxas de mortalidade de referéncia a fim de ajusta-las para periodos
futuro. Podemos ver a aplicabilidade do fator de improvement (FI) pela equagao:

Qs = Gy oFI(x,1), 120,

sujeita a restricao FI(x,0) = 1 para todo x. A monotonicidade decrescente ¢ a
restricao 0< FI(x,t) <1 v x,t > 0 sdo implicitas na relacdo. Convencionalmente,

gxo ¢ determinado por graduacdo, a partir das taxas cruas de mortalidade. A
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graduagdo ¢ a técnica utilizada para suavizagdo de curvas de mortalidade, fazendo
com que as probabilidades de morte graduadas sejam monotonicamente crescentes
em relagdo a idade, correspondendo ao que se espera da mortalidade humana, pelo
menos nas faixas etarias de interesse do mercado (Neves, 2005).

O CMIB, tem considerado melhorias futuras da mortalidade em suas
publicacdes mais recentes. Dois dos ultimos conjuntos de tabuas publicadas pelo
CMIB, com base na experiéncia dos periodos 1979-1982 e 1991-1994,
denominadas, respectivamente, Series “80” e “92”, incluem uma formulagdo
explicita para projetar taxas de mortalidade. A modelagem do FI(x,t) foi feita da

seguinte forma:
FI(x, 1) = ou(x) +[1- a(x)]x[1- £, ()],

Ax,t = dx,0 X FI(X,1).
O fator de improvement FI(x,t) foi definido em termos de duas fungdes auxiliares,
a(x) e F(x) e apresenta um decrescimento exponencial. Assume-se que a taxa de
mortalidade de longo prazo, quando t tende a infinito, para a idade x, serd ou(x)
vezes a taxa base gxo. Em adigdo, assume-se que a fracdo F(x) ¢ um percentual
que indica a queda total (1-o1) que se espera ocorrer nos proximos n anos. Para a
Série “80”, a(x) foi considerada uma fungdo linear crescente da idade para 60 < x
< 110. Para x < 60 e para x > 110, a funcdo assumiu valores constantes, na

seguinte forma:

0.5, X <60
a) =121 so<x <110
100
1, x>110

Na Série “92”, foram assumidos parametros diferentes da Série “80”. O valor para
n foi fixado em 20 e ¥(20) variou linearmente de 0,45 a 0,71 entre as idades 60 e
110. Idades abaixo de 60 e acima de 110 apresentaram um fun¢do constante. Os
valores de o(x) foram também alterados. As equacdes abaixo mostram as
consideragdes utilizadas:
0,13, x <60
a(x) = 1+O,87x%, 60<x <110

1, x>110
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0,55, < 60

(110 = X) x 55+ (X — 60) x 0,29
50

0,29,x > 110

fzo(x) =

,60<x<110

Os valores assumidos pelos parametros sao resultados de analises de tendéncias
passadas de participantes de planos de previdéncia e na opinido de experts. O
CMIB recomendou a utilizagdo dos mesmos fatores de redug@o para os homens e
as mulheres.
Nos Estados Unidos, uma aproximagao similar tem sido comum. A seguinte
equacdo ¢ sugerida para projecao das taxas de mortalidade:
FI(x,t) = (1-AAy),
onde AAy ¢ denominado “annual improvement factor” ou escala de
projecao. Conforme mencionado anteriormente, a SOA recomendou que fosse
aplicada a escala de proje¢do AA a tdbua de mortalidade RP-2000 para coloca-la
na forma geracional. A escala AA foi construida baseada nas experiéncias do
Federal Civil Service e do Social Security norte-americanos, no periodo de 1977 a
1993, com os seguintes ajustes em adigdo a suavizacao das tendéncias de
mortalidade (SOA, 2003):
e Uma tendéncia de improvement minima de 0,5% ao ano antes da
idade 85;
e Uma tendénciade improvement méxima de 2% ao ano;
e Tendéncias classificadas em 0,1% a idade 100.
A escala AA pode ser observada no anexo I deste trabalho.
Uma breve revisdo das metodologias Lee-Carter ¢ GLM, utilizadas para

estimagdo dos fatores de improvement, sera acompanhada a seguir.

3.1.
Método Lee-Carter

Em 1992, Ronald Lee ¢ Lawrence Carter desenvolveram um novo método
para modelagem e previsdo da mortalidade, e o utilizaram para prever a
mortalidade dos Estados Unidos para o ano 2065 (Lee e Carter,1992). O método
Lee-Carter, ou simplesmente LC, ¢ um dos estudos recentes mais influentes na
previsdo de mortalidade (Haberman & Russolillo, 2005) e vem sendo adotado

para as previsoes do United States Bureau of the Census, sendo uma referéncia
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técnica no que se refere a previsdo de mortalidade. O referido método ¢
extrapolativo, baseia-se nas experiéncias historicas da mortalidade para a previsao
da mortalidade futura. Nenhuma consideragdo ¢ feita para a inclusdo no modelo
de informacdes relativas aos avangos da medicina, mudangas comportamentais ou
influéncias sociais que afetem o comportamento da mortalidade. Como virtudes
do método, Lee e Carter destacam o fato de combinar um modelo demografico
com um modelo de séries temporais, permitindo obter intervalos probabilisticos
para as respectivas previsdes. O método também permite que as taxas de
mortalidade decrescam de forma exponencial sem o estabelecimento de um limite
arbitrario, ou sem que seja necessario racionalizar de alguma maneira a
desaceleragdo dos ganhos na esperanca de vida, uma vez que esta desaceleragdo
acontece naturalmente sem qualquer pressuposto adicional.

A metodologia descrita a seguir refere-se a metodologia LC cléssica
proposta em 1992. Seja my; a taxa central de mortalidade para a idade x no ano t.

Ajusta-se a matriz de taxas de mortalidade pelo modelo demogréafico:
ln(mx,t):ax +ﬂth +‘9x,t > (1)
. ~ N(0,6%)

onde oy, Bx € K; sdo parametros do modelo e & ¢ um termo de erro com
distribuicdo normal de média zero e varidncia constante o°.

O conjunto de coeficientes o, que constitui um vetor de constantes
especificas para cada uma das idades, descreve a forma geral do perfil idade nas
taxas de mortalidade my avaliadas ao longo do tempo. O pardmetro K; representa
a variacdo no nivel de mortalidade com o tempo, capturando a tendéncia temporal
principal da mortalidade. J& os parametros Py descrevem a tendéncia da
mortalidade a idade x quando o nivel geral de mortalidade K; se altera, dizendo
quais taxas declinam rapidamente e quais declinam lentamente em resposta a
mudancas no parametro Ki:

8ln(mx,t)

B oK, @)
ot * oot
r o1 [N . 2 . ~ .
O termo de erro €, com média 0 e varidncia o~ , reflete as influéncias

historicas especificas por idade ndo capturadas pelo modelo. O modelo LC

também assume que todas as taxas de mortalidade especificas por idade
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movimentam-se para cima e para baixo juntas, uma vez que sdao guiadas pelo
mesmo indice K; As taxas movem-se juntas na mesma direcdo, mas nao
necessariamente nas mesmas proporgaoes.

A primeira parte do ajuste do modelo LC consiste em estimar os parametros
ox, Px € Ki. O modelo demografico LC ndo pode ser ajustado pelo método de
minimos quadrados ordinarios, uma vez que nao ha varidveis observaveis no lado
direito da eq. (1). Sendo assim, sdo infinitas as possiveis solu¢des para a equagao.
Hé duas maneiras de se obter uma solu¢do para o modelo: através de uma solugdo
exata de minimos quadrados com a aplicagdo do método de Singular Value
Decomposition - SVD ou obter uma solugdo aproximada, utilizando um método de
normalizagdo. Utilizando uma notacdo vetorial, suponha que (a, B, K) ¢ uma
solucdo para o modelo sugerido em (1). Entdo, para qualquer escalar ¢ # 0, (a-Bc,
B, xtc) também serd uma solucdo, bem como (a., Bc, k/c). Isto posto, para a
solucdo da equagdo, deve-se utilizar algum sistema de normalizagdo. No caso,
normaliza-se os parametros Bx de forma que a soma em x seja igual a 1; os
parametros K; sdo normalizados de forma que a soma em t seja igual a 0 (Figoli,
1996). Esta ¢ a normalizacdo padrao gerada via método SVD. Sob essas hipoteses,
os coeficientes o serdo simplesmente os valores médios no tempo de In(my ) para
cada x. Estima-se a, como o logaritmo da média geométrica das taxas centrais de

mortalidade, avaliadas sobre todo o tempo t, para cada x:

A 1 tn tn
ox =+ In(my ) =In[TTmy '], 3)

t=tl t=tl
onde h ¢é obtido da forma h =t, —t;.
Em adicdo, K; deve ser igual a soma sobre as idades dos logaritmos das

taxas de mortalidade, subtraidos os coeficientes oy:

K, =Y. (In(m)-a,) “4)

Para estimagdo dos coeficientes Py, ¢ feita a regressdo de (In(my;) — o) em
K, sem o termo constante, separadamente para cada idade x. Mais precisamente,
estima-se [3x pela equacao:

1
ln(mx’t)— o, =Bk, + I
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onde «, refere-se ao Kk estimado anteriormente através do método de

minimos quadrados. Resumindo, escolhemos Bx que minimize:

. Zn:Klt (ln(mx,t) - 0Lx)
D (n(my ) - o — Bk’ =B, == ®)

D<)

t=tl

Os coeficientes By estimados exibem um padrdo irregular na maioria dos
casos, o que produz tdbuas de mortalidade projetadas irregulares. E interessante
que os coeficientes estimados sejam suavizados para projecao da mortalidade.

A segunda parte do ajuste do modelo Lee-Carter consiste em reestimar o

A A

parametro K; com base nos valores ja estimados ox e [3,. Nesta etapa da

estimacdo de K, procura-se por um parametro tal que:

d, = Z{eXp(ax+ By K¢ )ex,t} > (6)

X

onde d; ¢ o niimero total de dbitos observado no ano t e ex; corresponde a
populagdo de idade x no tempo t.

De acordo com Lee (2000) ha muitas vantagens em se fazer a estimacdo de
segundo estagio do parametro K; dessa forma. Primeiramente, garante-se que as

tdbuas de mortalidade ajustadas sobre os anos amostrados vao se ajustar ao
nimero total de mortes e a distribuicdo etaria da populacdo. Dado que a estimagdo
em primeiro estagio foi baseada no logaritmo das taxas de mortalidade e ndo nas
proprias taxas de mortalidade, podem ocorrer discrepancias entre o nimero
observado e o estimado de mortes. Segundo, pode ser que em alguns periodos, a
distribuicdo etdria da populacdo e o niimero total de mortes sejam conhecidos,
mas as taxas de mortalidade especificas por idade ndo sejam. O modelo ainda
pode ser ajustado nesse caso. Esta caracteristica ¢ bem qtil para previsdo quando
ha uma distancia temporal entre a publicacdo de dados por 6rgdo competente
referente ao nimero total de mortes e as taxas de mortalidade especificas por
idade.

Ap6s o ajuste do modelo demografico, o proximo passo ¢ modelar o indice
de mortalidade K; como um processo estocastico de série temporal. A principio,

busca-se utilizar a modelagem usual Box-Jenkins (Box & Jenkins, 1970). Caso

esse ndo possua bom ajuste, procedimentos alternativos devem ser empregados.
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No processo Box-Jenkins, ¢ necessaria a escolha de um modelo ARIMA (p,d,q)

que descreva bem o comportamento da nossa série K, Em grande parte das

aplicagdes, como em Lee & Carter (1992), K; vem sendo bem modelado como um
ARIMA (0,1,0), conhecido como passeio aleatdrio com uma constante, na forma:
Ky =C+K_ +Uu, U ~ N(O,Gz),
Para identificagdo de um modelo que se ajuste bem aos dados, os seguintes

passos sdo seguidos:

1) Andlise grafica da série e identifica¢do de possiveis transformagdes

O primeiro passo ¢ analisar graficamente o desenvolvimento da variavel ao
longo do tempo, como ela se comporta e qual a sua tendéncia. Para a modelagem
da série através da metodologia Box-Jenkins, a série deve ser estaciondria. Para
verificagdo da estacionariedade da série, ¢ importante uma andlise da sua fun¢do
de autocorrelagdo amostral (FAC). Séries ndo-estacionarias (com raiz unitaria) sao
caracterizadas por uma FAC que decai lenta e linearmente. Um procedimento
mais formal para andlise de estacionariedade ¢ a realizacdo de testes que avaliam a
hipotese de raiz unitaria. Alguns dos testes classicos mais utilizados para se testar
esta hipdtese sdo os testes Augmented Dickey-Fuller (ADF), Dickey Fuller GLS
(DF-GLYS) e Phillips-Perron (PP).

A estratégia geral no tratamento de séries ndo-estacionarias ¢ aplicar alguma
transformagdo sobre a série que a torne estacionaria, e depois estimar um modelo
sobre a série transformada. As transformagdes mais comuns para estacionarizar
séries temporais sdo a operacdo de diferenga, combinada ou ndo com
transformagdo logaritmica, ou retirada de tendéncias deterministicas. Diferenciar
significa tomar a diferenca entre observacdes no tempo. O numero de vezes que a
sériec necessita ser diferenciada para alcancar a estacionariedade reflete no
parametro d do modelo ARIMA (p,d,q), sendo denominado de ordem de
integracdo da série. Para variancias que nao sdo constantes, tomar o logaritmo ou
a raiz quadrada da série pode estabilizar a variancia. Para dados negativos,
podemos adicionar uma constante para fazer com que todos os dados sejam
positivos antes de aplicar a transformagdo. Essa constante pode ser subraida do

modelo para obter valores preditos e previsdes para pontos futuros.

35


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0511136/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0511136/CA

Métodos de proje¢do da mortalidade

Se os dados contém uma tendéncia deterministica, pode-se ajustar algum
tipo de curva paramétrica como fung¢do de t aos dados e entdo modelar os residuos
desse ajuste. Uma vez que o proposito ¢ simplesmente remover tendéncias de

longo prazo, um simples ajuste como uma reta ¢ tipicamente utilizado.

2) Identificacdo da ordem do modelo

No caso da modelagem Box-Jenkins, é necessaria a defini¢do de quantos
parametros autoregressivos (p) e/ou média mével (q) sdo necessarios para garantir
um modelo eficiente, mas parcimonioso. A ferramenta primadria para tal ¢ analisar
a plotagem das func¢des autocorrelacdo amostral e autocorrelacdo parcial da série.
Os comportamentos observados sdo entdo comparados aos teoéricos esperados
quando a ordem do modelo ¢ conhecida. Nos ultimos anos, critérios de
informagdo tais como FPE (Final Prediction Error) e AIC (Akaike Information
Criterion), dentre outros, t€ém sido preferidos e usados para determinagdao da
ordem do modelo. Estas técnicas ajudam o processo de identificagdo do modelo e

requerem a utiliza¢do de softwares estatisticos.

3) Estimagdo dos parametros
Essa fase consiste em encontrar valores para os coeficientes do modelo que
fornecem o melhor ajuste aos dados. Os valores sdo estimados através de

softwares estatisticos.

4) Validacdo do modelo
Nesta etapa, o modelo estimado para a série K; ¢ avaliado em relagdo aos

pressupostos assumidos de que os residuos (a componente de erro) possuem
distribuicao normal e ndo sdo correlacionados. Caso o modelo seja considerado
inadequado, ¢ necessdrio voltar ao passo 2 e tentar identificar um modelo

alternativo melhor.

5) Previsao
A previsdo € o objetivo principal da modelagem. Uma vez que o modelo foi

selecionado, estimado e validado, buscam-se previsdes futuras para K. Utilizando

o modelo de mortalidade descrito na eq. (1) e as estimativas de oy € P, sdo
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estimadas as taxas centrais de mortalidade, por idade, para os anos de interesse.

Podemos escrever as taxas de mortalidade my; projetadas na forma:

A A A A

In(mx.t) = ox+ By Kt

ou, com base no conceito de fatores de improvement e buscando-se escrever em

funcao de my, temos:

AN AN A A

Myt =m, o expPy(Ke—Ko),

onde os fatores de improvement sdo identificados como:

A A

FI(x,t) = exp(B, (Kt —K0)) .

Note que a modelagem do FI(x,t) teve por base as taxas centrais de
mortalidade e ndo as probabilidades de morte qx; mas estas podem ser
diretamente obtidas uma vez que as taxas centrais de mortalidade sdo estimadores
das probabilidades de morte utilizadas na construgdo das tdbuas de mortalidade.

Para a determinagdo da varidncia e, consequentemente, do intervalo de
confianga das taxas centrais de mortalidade projetadas, ¢ necessario que se

conheca todas as fontes de erros da projecdo e que se calcule sua variancia (Figoli,
1996). Quando da estimativa de oy, Bx € quando da previsdo de K passos a frente

do periodo t surgem os erros referentes a essas estimagdes. A influéncia de cada
uma destas fontes de erro na projecao de my; foi analisada por Lee e Carter (1992,
apéndice B) e eles concluiram que, para previsdes de expectativa de vida, ¢
razoavel restringir atencdo aos erros de previsdo do indice de mortalidade e
ignorar aqueles oriundos do ajuste da matriz de mortalidade, mesmo para

previsdes de curto prazo. Entretanto, para previsdes de taxas de mortalidade
individuais, intervalos de confianga baseados somente em K; s3o uma

aproximacao razoavel somente para horizontes de previsdo maiores do que 10
anos. Neste caso, o erro na projecdao do nivel de mortalidade ¢ responsavel por no
minimo 95% do erro baseado em todas as outras fontes.

Conforme mencionado anteriormente, a metodologia aqui exposta refere-se
ao método LC classico. O método LC vem sendo vastamente discutido na
literatura atuarial e aprimoramentos a metodologia classica vém sendo sugeridos
por estudiosos. Como exemplos, Brouhns et al. (2002) que fez ajustes no modelo

estimando-se parametros por uma regressao Poisson log-bilinear. Hoedmakers &
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Darkiewicz (2002) introduziram a analise de co-integracdo das taxas centrais de
mortalidade. Girosi & King (2004) sugerem uma aprovagdo bayesiana para o
método, enquanto Currie et al. (2002) desenvolveram uma aproximagdo two-
spline.

Para Brouhns et.al. (2002), as vantagens da aproximag¢dao LC estdo nos
seguintes fatores:

= Os parametros oy, Bx € K¢ podem ser interpretados facilmente;

* A influéncia do tempo ¢ sumarizada em um unico indice que ¢ extrapolado
no futuro através da série K permitindo-se a obten¢do de tdbuas
projetadas;

* H4 a possibilidade de interpretagdo do modelo utilizando os fatores de
improvement.

Como critica ao modelo, Brouhns aponta a hipétese de que os erros de
previsdao sao homocedasticos. Segundo ele, isso ¢ irreal porque o logaritmo das
taxas de mortalidade observadas variam muito mais nas idades avancadas do que
nas idades mais jovens devido ao niimero absoluto menor de mortes nas idades

mais avancgadas.

3.2.
Utilizacdo de modelos lineares generalizados

Diferentemente do modelo LC que modela o logaritmo das taxas de
mortalidade, o uso dos modelos lineares generalizados ¢ feito para a modelagem
do nimero de mortes diretamente. A aproximacdo via modelos lineares
generalizados pode ser vista como uma extensdo das técnicas de graduagado
convencionais utilizadas pelo Continuous Mortality Investigation Bureau (CMIB),
da Inglaterra, para representar as tendéncias da mortalidade.

O CMIB modela as taxas centrais de mortalidade my na forma:

P
log(mx,t) = Z ‘//x,thBj (7
j=1

As variaveis explicativas idade e tempo entram no lado direito da equagao
através de covaridveis conhecidas ., lineares nos pardmetros desconhecidos f3;.
As varidveis explicativas relacionam-se com my através de uma fungdo

logaritmica. A funcdo de ligacdo log € monotodnico, diferencidvel e mapeia os
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nimeros reais positivos (my : my > 0) para toda a linha real. Para dar
continuidade a modelagem, ¢ necessaria a estimacdo dos parametros
desconhecidos B;. Para tal, os expostos centrais ao risco de morte, ey, sdo tratados
como ndo aleatdrios (constantes) e modela-se o niimero atual de mortes ay;, como
realizacdes independentes de uma variavel aleatdria Poisson super-dispersa Ay,
com média e variancia dadas por:
E(Ax) = exi . Var(Axy) = ¢ E(Axy), (8)

onde ¢ € o parAmetro de dispersdo ou escala.

Por que a distribui¢do Poisson foi escolhida e por que utilizar o parametro
¢? Assume-se que as variaveis respostas possuem uma distribuicdo Poisson
baseados na hipdtese de que a forca de mortalidade é constante dentro de cada
dimensao que contém uma determinada idade e um determinado ano-calendério.
A Poisson ¢ a distribui¢do mais adequada porque se trabalha com dados de
contagem e as observagdes podem ser em pequeno volume. Quando ¢ = 1, tem-se
a distruibuicao Poisson cléssica. O parametro ¢ € incluido porque muitas vezes os
dados manuseados sdo baseados no numero de emissdes de apdlices e ndo na
contagem de individuos, e ¢ comum a emissdo de mais de uma apdlice para um
mesmo individuo. Em Renshaw (1992), demonstra-se que a presenca de apoélices
duplicadas induz a uma super-dispersao na modelagem da distribui¢do do nimero
atual de mortes baseado na contagem de apodlices ao invés da contagem de
individuos.

Para dar prosseguimento a modelagem, Renshaw et al. (1996) sugere que as
idade e os intervalos de tempo dos dados sejam mapeados no intervalo [-1, 1]. Isto

pode ser obtido rapidamente através das transformagdes:

onde x’ representa as idades transformadas, t’ representa os anos-calendario

X oo+ X X — X i ~ .
transformados, c, =w e o, :w com expressdes equivalentes

para c; € ®; em termos dos anos-calendario méximo e minimo.

A equacgdo (7) ¢ modelada com base em féormulas polinomiais do tipo:

logm, ; =B, + ZBJ’LJ'(X') + Zait'i , Q)
=1 i=1
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onde os parametros Lj(x’) denotam polindmios de Legendre de graus j. Para essa
classse de fungdes, os efeitos da idade e ano-calendario aparecem como a soma de
termos separados de polindmios na escala logaritmica, tal que my; € multiplicativo
nos efeitos da idade e dos anos-calendario. Os polinomiais Legendre L,(x), de

grau n, sdo gerados pelas relagdes a seguir e estdo ilustrados na Fig. 8:

LO(X) = l’
Li(x) =x,
(n+1)Ly11(x) = 2n+1)xLy(x) — nLy1(X), n inteiro > 1,
tal que
3x% -1 5x° —3x
L,(x)= ,L3(X)=T,...

sdo ortogonais em relagdo a integracao no intervalo [-1,1].

n=1 n=2
1 1
0 0
1 1
1 -1
n=3 n=4
1 1
0 01— —
1 1
1 -1
n=5 n=

Figura 8 — Polinbmios de Legendre Ln(x) paran=1, 2, 3, 4,5, 6.
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A eq.9 tem uma interpretacdo instrutiva e pode ser relacionada a pratica de
graduacao do CMIB ao reescrevé-la na forma:

m,  =exp{By+ D BiL;(x)exp) ayt'} (10)

j=1 i=1

O primeiro dos dois termos multiplicativos do lado direito da equacao:

S
G,(s)= eXPZBij , s inteiro > 0,
=0

¢ equivalente ao termo de graduagdo Gompertz-Makeham GMi(0,s+1). Dessa
forma, a eq.10 pode ser interpretada como uma formula de graduagdo para efeitos
de idade, afetada por um fator multiplicativo para ajustar os efeitos do ano-
calendario. Esse termo de “ajuste” ¢ nosso alvo de interesse, uma vez que ele
determina a natureza das tendéncias da mortalidade ao longo do periodo
analisado. Em adicdo, ressalta-se que o termo de ajuste da tendéncia da eq.10 ndo
¢ dependente da idade.

O modelo estruturado na eq.9 pode ser estendido através da introducao do
produto de termos com efeitos de idade e ano-calendério conjuntamente. Escreve-
se:

s r ros
logm, (=B, + ZBij(x') + Zocit'i+22yiij(x')t'i (11)
i=1 i=1 i=1 j=1
sujeito a convengdo de que alguns dos pardmetros y; podem ser fixados como

Z€10.

Escrevendo a eq.11 na forma:

T

m, = exp{P, + ZBJ‘LJ'(X')}CXP[Z{% + ZYiij(X')}t'i] (12)
= i

i=1
e comparando com a eq.10, nota-se que o primeiro dos dois termos multiplicativos
no lado direito da equagdo ¢ ainda o mesmo termo Gompertz-Makeham de antes.
Agora, entretanto, o segundo termo multiplicativo de ajuste da tendéncia ¢
dependente da idade. E importante ser capaz de modelar o efeito na mortalidade
da tendéncia dependente da idade e ser capaz de avaliar sua significancia

estatistica, uma vez que acredita-se que esses efeitos existam em outras
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experiéncias de mortalidade, como por exemplo o efeito da mortalidade crescente
com a AIDS na faixa jovem-adulta masculina.

As varidveis aleatorias Ay Poisson superdispersas formam as varidveis
resposta do modelo linear generalizado proposto. O conceito de modelos lineares
generalizados foi introduzido por Nelder & Wedderburn (1972) e a idéia é que a
variavel dependente do modelo siga qualquer distribuicdo que pertenca a familia
exponencial, na forma candnica. Na defini¢do de um GLM sdo necessarios a
definicdo da distribuicdo da varidvel resposta, do preditor linear e de uma fungao
de ligacdo (ver Nelder & Wedderburn, 1982). Na modelagem do numero de

mortes, a funcao de ligacao foi definida da forma logaritmica. Temos:
log (m, ey () =Ny (13)
Da eq.8, tem-se que o preditor linear ¢ definido por:
Myt = log et T log m, (14)

Combinando a €q.9 com as eq.13 e 14, obtém-se:
s r rs
Ny =logry +Bo + Z BiL;(x") + z ait'i+z z Tl (Xt (15)
=1 i1 i=1 =1
O termo log ry, que ndo envolve nenhum pardmetro desconhecido, ¢ um
condicional nos valores de x e t.

Com base na eq.15, sdo obtidos os valores projetados das taxas centrais de
mortalidade para os anos futuros. A consequente possibilidade de obtencdo dos
fatores de improvement e construgdo das tabuas geracionais ocorre da mesma
forma que na aproximagao LC.

Renshaw & Haberman (2003a, b) modelaram o fator de improvement em
fun¢do da forga de mortalidade i, usando GLM. A forma obtida para o FI(x,t) ¢

similar aquela apresentada pelo método Lee-Carter, sendo:

log(FI(x,t)) =B, (t—ty),

onde o termo B, ¢ modelado por um preditor linear.

O wuso dos modelos lineares generalizados também pode ser feito
assumindo-se outra distribui¢ao para o niumero de mortes. Renshaw & Haberman
(2000) assumem que o numero de mortes possui uma distribui¢do binomial:

A, ~ Bin(e, ,q, ) . Dessa forma, define-se um GLM cuja variavel resposta pode
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A qx,t(l_qx,t)

t
ser escrita como:Yx,t = e—x ,onde E(Yx) = qxt; Var (Yxy) = ¢

.t

e

X,t

o preditor linear ¢ uma funcao de ligacdo g monotdnica diferencidvel, tal que:

MNx,t = g(qx,t) Qx5 = gfl(nx,t) .

€
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