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Referencial Teodrico

De acordo com Bowers et al (1997) a tabua biométrica é uma forma de
sumarizar a vida dos individuos de uma populacdo, onde uma probabilidade
aferida serd dependente de covaridveis como a idade, gé€nero, raca, profissdo,
renda ou tabagismo. A idade é o fator de risco mais importante sendo fundamental
e inerente a constru¢cdo de qualquer tdbua biométrica.

Sdo utilizadas normalmente quatro tipos de tdbuas representativas das
probabilidades relacionadas a mortalidade e invalidez. Para o evento gerador
mortalidade de vélidos, denomina-se tdbua de sobrevivéncia quando construida ou
aplicada a uma populacdo cujo plano € pago em razdo da sobrevivéncia do
individuo. Ja quando se da em razdo da morte é chamada de tdbua de mortalidade.
As tdbuas de entrada em invalidez e de sobrevivéncia de invdlidos mensuram a
probabilidade de um vaélido se invalidar e de um invalido morrer, respectivamente.

Uma das primeiras questdes que sdo abordadas € a escolha de qual tipo de
segregacdo da populacdo serd feita. O que se observa normalmente é que para as
tdbuas de sobrevivéncia/mortalidade esta ¢ dada por sexo, mas para as tdbuas de
entrada em invalidez e sobrevivéncia de invalidos ndo costuma haver este tipo de
segregacao por existir pouca quantidade de dados ou influéncia menor do fator
sexo. Na hipdtese de existir um volume de dados suficiente, € interessante avaliar
o efeito da segregacdo entre fumantes e ndo fumantes, como na elaboracdo da
CS0O-2001, bem como a segregacdo por escolaridade, renda ou profissdo, esta
ultima principalmente com relacdo ao evento de entrada em invalidez.

Uma vez definida a segregacdo, cabe utilizar-se de diversas técnicas e
identificar qual revela a melhor graduacdo para a tdbua construida, através de
testes estatisticos de validacdo. A graduacao € uma metodologia de suavizacao das
taxas brutas de mortalidade para que as probabilidades estimadas sejam
suavizadas em relacdo as idades, e muitas vezes também se tornem mondétonas e
crescentes pois tais probabilidades crescem a partir de certa idade, geralmente na

fase adulta.
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2.1.
Definicoes do Evento Gerador

Para o estudo da sobrevida, em termos estatisticos define-se inicialmente
X como a varidvel aleatéria que define a idade no momento de morte de um
recém-nascido. Outro evento gerador como a entrada em invalidez ou a

mortalidade de invdlido poderia ser analogamente definido.

A fungdo de distribuicio de X € dada por F(x)=P(X <x),Vxel *.
Equivalentemente, a funcdo de sobrevivéncia de X € definida por
S(x)=1-F(X)=P(X >x). Deste modo, tem-se que F(0)=0 e S(0)=1.
Consegiientemente, a funcdo de sobrevivéncia S (x) serd iguala _p,.

A probabilidade de o individuo de idade exata x sobreviver até completar

S(x+t
x+t anos de idade € denotada por , p = %, que também pode ser expressa
X
P(X >x+1)
por P(X >x+tl1 X >x)=——— >
P(X >x)

A forca de mortalidade ou taxa instantanea de mortalidade em x é dada

-5 1y também pode ser definid L, T F )
por i, = S a também pode ser definida como Zhjf} —F(x)

Estas probabilidades e taxas podem ser relacionadas na forma a seguir:

4 = j (DM, ds (1)
0

P =exp| =| 4., ds @)
0

Uma tdbua de sobrevivéncia normalmente possui tabulacdes por idades

das fun¢des basicas g _,d_ e [ ,onde @ € aidade mdxima alcancada e:
[, € araiz da tdbua que representa o numero inicial de pessoas no grupo.

[, € o nimero esperado de sobreviventes a idade x, x=0,1,...,®@.
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,q.=1- p. :l)‘_l4 ¢ a probabilidade de o individuo de idade x

X

falecer antes de completar x+n anos de idade. Para n=1, a notac@o simplificada é

4. =4q,, € equivalentemente, , p. = p, .

d =1 -1, € onumero esperado de mortes na idade x.

X X

Ao se obter g, para todas as idades x=0,...,@ e se definir /[, pode-se
entdo calcular os valores de / . Normalmente a idade médxima @ € definida de

acordo com a exposi¢do da populacio estudada e um método de construcio a ser
escolhido, sendo este problema abordado na sec¢do 2.3. Atualmente as tdbuas
biométricas atingem a idade méaxima de até 120 anos.

O estudo da sobrevida passa por compreender a varidvel aleatéria A,
definida como o niimero de mortes em certa idade x que serd uma funcdo de g,
ou f . Ao se observar uma populagdo e se obter o nimero de mortes em cada
idade pode-se entdo fazer inferéncia sobre g, ou g  para cada uma das idades.

ApOs essa primeira fase procede-se entdo com a segunda que € a suavizacdo dos
parametros entre as idades. Este € o processo que completa a graduacdo da tdbua
biométrica.

Assim, a primeira fase descrita passa por compreender a varidvel aleatoria

A_. Hipéteses iniciais do processo do evento gerador (mortalidade de valido,

entrada em invalidez ou mortalidade de invélido) devem ser feitas para se definir
um modelo. Os principais modelos utilizados sdo o Binomial e o de Poisson que
serdo descritos nas secdes 2.1.1 e 2.1.2. J4 a segunda fase do processo de
graduacio, a suavizacdo, terd suas metodologias descritas na se¢ao 2.2.
Adicionalmente, deve ser observado que uma importante peculiaridade
ocorre para o evento gerador mortalidade de invalidos. As defini¢des descritas até
entdo consideram que as probabilidades dependem somente da idade x alcancada.
No entanto, para aposentados por invalidez as probabilidades de morte sdo
funcdes da idade de entrada em invalidez e também da duracdo da mesma, visto
que esta mortalidade nos primeiros anos apds a entrada em invalidez é maior do
que a mortalidade de aposentados com mesma idade mas que se aposentaram hd
mais tempo. Os individuos com piores condi¢des de saide tendem a falecer nos

primeiros anos de invalidez (Bowers et al, 1997).
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Este efeito seletivo tende a desaparecer com o aumento da duracdo da
invalidez. O periodo onde ele estd presente ¢ chamado de periodo de selecdo
(selection period). Para um periodo de selecdo de D anos, taxas de mortalidade
sao calculadas em cada idade para categorias de duracdo discretizadas 0,1,..., D-1,
constituindo assim uma tabua bidimensional, também conhecida como tabua de
dupla entrada. As categorias de duragdo 0,1,..., D-1 referem-se aos beneficios com

duracoes desde a entrada em invalidez pertencentes aos intervalos
[0;1),[1;2),...,[D —1;D) . Para duracOes maiores ou iguais a D, considera-se que

o efeito desaparece e que as taxas de mortalidade sdo uma fun¢cdo somente da
idade alcancada pelo segurado, sendo entdo denominadas de taxas ultimas ou
ultimate rates.

Nas tabuas seletas, [x] € a idade de selecdo (entrada em beneficio) e 4

x]+z
a probabilidade do individuo morrer entre as idades x+z e x+z+t, dado que ele se

invalidou a idade x e encontra-se invalido ha z anos. As probabilidades (AL de

cada uma das funcdes da tdbua de mortalidade dependem entdo de duas varidveis:
a idade de entrada em invalidez e a duracdo da invalidez. Estas probabilidades
podem ser organizadas num arranjo bi-dimensional em [x] e z, configurando uma
tdbua biométrica seleta.

Como o impacto da duracdo da invalidez sobre as probabilidades de morte
tende a diminuir, assume-se que além do periodo de selecdo D as probabilidades
de morte dependem significativamente somente da idade alcangada pelo grupo de

sobreviventes, isto €, ocorre que qp j>0, recaindo no caso

x—jl+D+j = q[x]+D’
unidimensional onde a tdbua biométrica € funcdo somente da idade x.

Sendo assim, o arranjo bi-dimensional pode ser truncado ao fim do
periodo de sele¢do, resultando num conjunto de dois tipos de tdbuas de
mortalidade, chamados de tidbuas seletas e tabuas ultimas (select and ultimate

tables).

2.1.1.
Modelo Binomial

A hipdtese que possui uma forte caracteristica intuitiva € a do modelo

Binomial e tem como parametro a probabilidade de morte na idade. Ela parte do
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principio de que cada uma das idades possui n vidas independentes e
identicamente distribuidas todas no inicio preciso da idade x. Seja a varidvel

aleatéria A_ representativa do nimero de 6bitos e d_ seu valor observado, pode-

se entdo definir este modelo da seguinte forma:

A, ~ Binomial (n,q,) — P(A, =d)) = (C’;

X

j‘qz’?-a—qx)"“’? d=0...n  (3)
E(A)=n-q, e Var(A)=nq,(1-q,) )
A fungdo de verossimilhanga L(-) pode ser maximizada através da
aplicacdo da funcdo monoétona logaritmica, facilitando os célculos e chegando-se a
n

d

X

expressdo Log(L(q,))= log( J+ d,-log(q,)+(n—d)-log(l-q,).

Derivando o logaritmo da verossimilhanca em relacdo a g, chega-se ao

ad d n-d
resultado —log(L(q,))=—*——=.
9q, (Ha)) 9. 1-gq,

O estimador de maxima verossimilhanca de g € dado quando se encontra

o zero da funcdo primeira derivada, maximizando a fun¢do de verossimilhanca,
7

sendo definido entdo por g, =—*.
n

. . ) o L q.(1-q,)
Assim, o estimador ¢, possui média igual a g e varidncia ———,
n

além de ter distribuicdo assintética Normal como qualquer estimador de médxima
verossimilhanga.

Infelizmente existem problemas que fazem com que este modelo nao seja
realistico e necessite de adaptacdes devido a censura nos dados. Primeiramente
nem todos os individuos observados irdo estar no mesmo intervalo de idade, o que
limita as observagdes a individuos com idade no inicio do estudo entre x e x+1.

Considera-se também que nem todos os individuos serdo observados por um ano

inteiro, ou seja, a vida estard no experimento somente no intervalo [x+7,,x+u,],

com 0<¢, <u, <1. Além disso, nem todos os individuos saem somente por morte,

havendo o evento de entrada em invalidez.
Tais questdes alteram o modelo Binomial de forma que a fungdo de

verossimilhanga ndo mais poderd ser simplificada, devendo ser derivada
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diretamente da distribuicdo Bernoulli, sendo escrita com base nas probabilidades

de morte em periodos fraciondrios da seguinte forma:
- d, 1-d,

o< H(ui—ziqxﬂ,-) l(l_ul—ziqxﬂl)_ " di :O’l (5)
i=1

E se encontrar o estimador de ¢, tem-se que utilizar alguma relagdo
entre, ,q_,, € q., o que pode ser feito de vérias formas de aproximagdo, como a

uniforme e a exponencial (Bowers et al, 1997). A mais utilizada é a de Balducci,

assumindo que , g, € uma interpolacdo harmonica das probabilidades de morte

xX+u
em u,0<u<1. Logo, pode-se escrever , ,q,,, =(1—u)-g, e utiliza-se a seguinte

relacdo:

u;—t; qx+ti = 1 qx+t,- T px+t,- -y qx+u,— (6)
Pode-se finalmente substituir na fun¢do de verossimilhanca e encontrar o

estimador de mixima verossimilhan¢a, também chamado de estimador atuarial,
’

. . .~ d . o
que assume a forma ji conhecida de g =—-, onde E_ € a exposi¢do inicial ao
X E X

X

riSco € possui a seguinte expressao:

EX:Zn:(ui—ti)+ > d-u) 7

itsaidas

N

Observa-se que esta expressdo adiciona a exposicdo que considera

somente o periodo exposto do individuo realmente (x+u,)—(x+z)=u,—1,, o

tempo restante de exposicdo na idade para os individuos que sairam da
observacao.

E interessante observar que a expressdo da exposicdo inicial ao risco pode

ser escrita também como E =E' + Z (I-u), onde ES ¢é chamada de

i:saidas

exposicdo central ao risco, sendo a soma das exposi¢des “puras” individuais. A
4

exposicdo inicial pode ser aproximada por E =EXC +3", assumindo que as

mortes ocorrem segundo uma distribuicao uniforme para cada idade x.
Com estas defini¢oes, 0 modelo Binomial € geralmente escrito diretamente

na forma da distribuicdio de probabilidade do nimero de dbitos:

A, ~ Binomial (E.,q.)
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No entanto o modelo Binomial ndo é de amplo uso atualmente. Ele
pressupde que as vidas sdo como elementos sob reamostragem com reposi¢do, o
que ndo € condizente com a realidade, além de considerar somente um estado de
transicdo. Sendo assim, parte-se para o modelo de Poisson que estuda a forca de

mortalidade diretamente.

2.1.2.
Modelo Poisson

No modelo Poisson, como o nome ji diz, assume-se que o nimero de
mortes numa determinada idade segue uma distribuicao de Poisson. A distribui¢ao
¢ utilizada para modelar eventos raros a ocorrer num pequeno intervalo de tempo
e s6 assume valores inteiros e ndo-negativos. Nao ha chance de ocorrer dois ou
mais sinistros no mesmo instante, e a ocorréncia de um independe daqueles ja
observados. Essa distribuicdo se adequa melhor a definicdo dos eventos de
mortalidade ou de entrada em invalidez.

Ao se assumir 4 _ constante ao longo da idade x, ¢, =u, 1<s<0, a

distribui¢do de Poisson terd a seguinte forma, onde d’ é o valor observado de A, :

E€u )% -Ej i,
(B e

A, ~ Poisson(EC - j1,) = P(A, =d.) = ya ,d.=0,L,... (8)

E(A)=ES-u, e Var(A)=ES g, ©)

X

A funcgdo de verossimilhanga pode ser maximizada através da aplicacdo da

funcdo mondtona logaritmica.
Log(L(u,))=d;-(log E{ +log u,) = (ES - i, ) ~logd’! (10)

Derivando a fungdo em relacdo a y_chega-se a:

’

d ¢
L(g))=%—E

XX X

O estimador de maxima verossimilhanca de x_ € dado quando se encontra

o zero da funcdo primeira derivada, maximizando a funcdo de verossimilhanca,

’

sendo definido entdo por g, =—=.
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M,
C’
X

Assim, o estimador I possui média igual a g e varidncia além de

ter distribuicdo assintética Normal como qualquer estimador de mdaxima
verossimilhanga.

O modelo de Poisson, assim como o Binomial, pressupde somente uma
forma de transicdo de estado. Para ambos também ocorre que a exposicio é
conhecida e nio considerada como uma varidvel aleatéria. Para casos de mais de
uma transi¢ao de estado, chega-se a extensao natural que é o modelo de Cadeias
de Markov.

Assim, pode-se analisar mais de uma forma de decremento da populacdo,
por exemplo, no estudo do comportamento de invalidez temporéria. Isto porque
no caso das tabuas de entrada em invalidez e de mortalidade de invalidos, uma
atencao especial deve ser dada ao fato que o individuo pode retornar a atividade.
Ou seja, o modelo € util para quando se deseja estudar além das transicOes

ATIVO —— INVALIDO , ATIVO —— MORTO e INVALIDO —— MORTO,

também a movimentacdo reversa INVALIDO —— ATIVO . Outros estados ndo
absorventes também podem ser adicionados ao modelo, como o de desligado do
plano.

Neste caso, a teoria de multiplos decrementos descrita por Haberman &
Pitacco (2001) deve ser utilizada. Havendo retorno a atividade, seu
comportamento deverd ser estudado de forma a necessariamente participar do
estudo de transicdo de estados. Os modelos nao-paramétricos de Kaplan-Meier
(1958) e de Nelson-Aalen (Nelson, 1972 e Aalen, 1978) podem ser aplicados

quando EC € considerada uma varidvel aleatdria.

Quando existem somente dois estados (vivo e morto, por exemplo) o

modelo de Markov € denominado modelo de Markov de dois estados, sendo igual

ao modelo de Poisson: ATIVO—=—MORTO primeiro estado é ATIVO e o
segundo estado € MORTO onde a transi¢do se d4 em uma Unica dire¢do, pois o
estado MORTO ¢é absorvente. Por definicdo, o modelo assume que a
probabilidade de uma vida se situar na idade seguinte, num dos estados, depende
somente das idades envolvidas, do género do individuo e do estado atualmente

ocupado (Hipétese de Markov). Ou seja, o0 modelo € “sem memoéria”. Também
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assume que a probabilidade de morte num intervalo infinitesimal de tempo tem

uma relagdo linear com a forca de mortalidade: , g ., =du-u

X+u x+u *

No entanto todos estes modelos (Binomial, Poisson e Cadeias de Markov)
assumem independéncia entre as idades. Ou seja, os estimadores sdo calculados
individualmente por idade e nenhum tipo de suavizacdo € feito entre elas. Entdao
os modelos de graduagdo sdo inseridos para garantir a suaviza¢do e com isso que

nenhum comportamento brusco entre as idades seja observado.

2.2
Formas de Graduacao Tradicionais

ApOs obter as probabilidades ou taxas brutas de mortalidade em cada
idade, inicia-se o processo de graduacdo que € a técnica de suavizacdo de curvas
aplicado a constru¢do da tdbua biométrica. A razdo mais importante do processo
de suavizacao é que os estimadores ndo devem variar bruscamente com as idades.
Desta forma os valores de contribui¢oes/prémios nio se alteram bruscamente ao
se aumentar ou diminuir a idade em um ano. No caso de um plano em reparti¢ao
simples cujo beneficio é pago pelo evento gerador morte, ndo seria justificavel
cobrar menos de um segurado mais idoso, exposto a um risco tedrico maior.

O processo de graduacdo assume que o estimador para certa idade x
possui informacdes sobre as idades adjacentes. Por exemplo, a idade x nos traz

algumas informacOes sobre idades anteriores (x—1,x—2,..) e posteriores
(x+1,x+2,...). O procedimento envolve um trade-off (balanceamento) entre

suavizacdo e ajuste, sendo que o objetivo é produzir taxas suavizadas, mas nao
excessivamente ao ponto de se perderem as caracteristicas intrinsecas da
populacdo. Ao mesmo tempo, o grau de aderéncia (ajuste) aos dados nao deve ser
excessivo, para que nio seja construida uma tabua representando a aleatoriedade
amostral inerente a qualquer processo de inferéncia estatistica.

As formas de graduacdo sdo divididas em dois tipos basicos: paramétrico
(global) e ndo-paramétrico (local). Modelos paramétricos sdo indicados
principalmente para quando hd poucos dados disponiveis. Estes normalmente
devem ser bem analisados para evitar sobreparametriza¢do, refletindo
excessivamente as especificidades amostrais, sendo a suavizacdo preterida em

relacdo ao ajuste. J4 os ndo-paramétricos sao mais flexiveis, justamente por ndo
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estarem vinculados as func¢des pré-definidas. Neles, os dados “falam por si”” e por
isto funcionam para quando ha muitos dados. Entretanto, estes modelos t€m como

problema a subjetividade na escolha do grau de suavizacao.

2.2.1.
Graduacao Paramétrica

Existem algumas fungdes matemadticas ja reconhecidas como
representativas do comportamento da mortalidade humana ao longo das idades.
Estas representam os modelos paramétricos, conhecidos também como modelos
globais, justamente por considerarem a experiéncia de todas as idades observadas
e incorporarem essa informa¢@o em uma tnica funcao.

A vantagem de se trabalhar com uma forma analitica estd no fato de que a
partir da funcdo matematica que descreve a tabua biométrica se pode facilmente
obter férmulas explicitas que representam as probabilidades de ocorréncia do
evento gerador para as vidas envolvidas.

Porém, pode ocorrer para as idades iniciais e finais da tdbua uma
graduacdo bem diferente dos dados brutos observados. Para solucionar essa
distorcdo, uma mistura de modelos paramétricos pode ser utilizada para cada
grupo de idade adjacente, por exemplo. O problema nesse caso é como determinar
a transicdo de uma fungdo para outra de forma a evitar descontinuidade. Uma
forma usual de contornar o problema € forcar numericamente que as diferentes
funcdes tenham o mesmo valor nas idades de intersec¢ao.

A primeira tentativa de se modelar as probabilidades relacionadas a
sobrevivéncia foi sugerida por De Moivre em 1724, representando uma

aproximacao excessivamente simples. Em seu modelo, a forca de mortalidade era

I o que equivale a _p, =1--. Essa férmula foi

modelada como U =
X a)_x a)

utilizada por algumas décadas devido a sua facil implementacdo. Diversos
modelos também foram propostos, como o de Babbage (1823), Young (1826),
Littrow (1832), Moser (1839), Opperman (1870), Thiele (1871), Perks (1932),
Weibull (1951), Beard (1971), Barnett (CMI Bureau, 1974, p. 141) e Wilkie

(1976), porém se tornaram menos populares.
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Os trés modelos atualmente mais utilizados em graduagdo paramétrica,
Gompertz-Makeham, Heligman-Pollard e o Modelo Linear Generalizado sao

explicados nas subsec¢des posteriores.

2.2.1.1.
Gompertz-Makeham

O primeiro modelo a se tornar amplamente reconhecido para fins atuariais
foi 0 modelo de Gompertz (1825) que possui a limitagdo de s6 considerar o fator
de morte natural Bc* em seu modelo matematico. Posteriormente, Makeham
(1867) incluiu na funcdo uma parcela, A, correspondente a mortes acidentais, a
qual independe da idade da pessoa. Os modelos de Gompertz e de Makeham
consideram que a forca de mortalidade cresce exponencialmente com a idade e

podem ser descritos por:
Gompertz: g = Bc" (12)
Makeham x4, = A+ Bc* (13)

Makeham (1890) também prop0s outro acréscimo, contendo uma terceira

componente que aumenta em progressdo aritmética com o passar das idades,
implicando ¢, = A+ Bc" + Hx .

A Lei de Makeham foi usada na construcao das conhecidas tabuas CSO-41
e AT-49. A importancia desses modelos foi tamanha que deu origem aos
atualmente conhecidos modelos de Gompertz-Makeham (GM), conforme
proposto por Forfar, McCutcheon e Wilkie (1988). O modelo GM de ordem (r,s)

possui a forma geral dada por:

r=1 s—1
p,=GM(r,5)=> ax' +exp[2,[)’ixij e q, .= GM(r.5) (14)
i=0 i=0

1+GM(r,s)

Nota-se que a féormula GM € um polindmio de grau r-/ somado a
exponencial de um polindmio de grau s-/. Entdo uma linha reta € ajustada se for
definido r=2 ou entdo s=2 numa escala logaritmica natural. O modelo original de

. log B+xlogC
Gompertz pode ser escrito como e!®2#*+12¢) = plA+Ax

). J4 o modelo inicial de
Makeham ¢ um GM(1,2) onde A=g¢,, B=e¢” e C=¢", enquanto que o

modificado € um GM(2,2) onde H =¢,.
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O procedimento para escolher a ordem do GM ¢ partir de um modelo mais
simples para modelos de ordem mais altas. Cabe entdo decidir se o aumento da
ordem do modelo gera melhora significativa no ajuste da funcdo. Para avaliar a
intensidade dessa melhora existem testes estatisticos que ajudam a investigar a
inclusdo de novos parametros aos modelos. O teste mais utilizado € a estatistica de
razdo de verossimilhanca.

Suponha que um modelo esteja ajustado com p pardmetros e L, seja a log-
verossimilhanga. O que se pretende € avaliar o efeito no ajuste devido a inclusdo
de mais g parametros, decidindo-se entdo por um modelo com p+g parametros,

cuja log-verossimilhanga sera L, . Sob a hipétese nula de que os g parametros
extras ndo tém efeito na presenca dos p pardmetros originais, a estatistica
—2(Lp - LWI) tem uma distribui¢fo assintética y* com g graus de liberdade.

Os parametros podem ser estimados por maxima verossimilhanca, por

minimos quadrados, ou ainda minimizando a estatistica y° de valor

=0 Var(a?ij

d; € o nimero de 6bitos observados.

,onde d; é o nimero de 6bitos de acordo com o modelo graduado e

Observe que se pode aplicar GM tanto em g, quanto em g _. Caso tenha

sido eleito o modelo de Poisson, em fun¢do da for¢a de mortalidade, a distribui¢do

de probabilidade e a fun¢do de verossimilhanga serdo dadas por:

A, ~ Poisson(ES - p1,) = P(A, =d/) < e ™" (u,)" (15)
Aplicando GM em 4 _, a log-verossimilhanga serd proporcional a

d log(GM)—ESGM, que no caso de Gompertz se simplifica a

d(a, +a,x)—ESe™ ™ x=0,1,..,n.

Ja para o modelo Binomial, em fun¢ao da probabilidade de morte anual, as

estatisticas sdo:

A, ~ Binomial (E,,q.)— P(A, =d )< q% -(1—q, )" (16)
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Aplicando GM em 1&, a log-verossimilhanga serd proporcional a
— 4,
, q 1
d log(—*—) - E, log(
1- 1-g

X X

Yy=d log(GM)—E_log(1-GM) que no caso de

Gompertz se simplifica a d’ (¢, + &,x)— E_log(1—e“"**), x=0,1,...,n .
Deste modo, partindo das log-verossimilhancas chega-se a estatistica com
distribuigio ° que fornecerd evidéncia estatistica sobre a inclusdo ou ndo de

mais variaveis no modelo.

2.2.1.2.
Heligman-Pollard

O modelo de Heligman e Pollard (1980) € uma equagdo composta pela
soma de trés parcelas correspondendo, respectivamente, a mortalidade infantil,
mortalidade por causas externas e mortalidade por senescéncia, semelhante a
divisdo proposta por Thiele (1871). Este € o modelo utilizado no Brasil para o
célculo das tdbuas de mortalidade da populacao (IBGE, 2007).

O modelo Heligman-Pollard (HP) do tipo 1 assume a forma:

w+B) 2 GH™
i, =AY +D-exp(—E~(10gx—10gF) )+m (17)
Ja para o modelo tipo 2, a parcela de mortalidade por senescéncia sofre
alterac@o, como exposta a seguir:
GH"

— (18)
1+GH"

U, = ALB) +D'exp(—E-(10gx—10g F)2)+

O parametro D balanceia a mortalidade por causas externas, definida pelos
valores E e F. Quanto maior o D, maior serd o valor da parcela de mortalidade
correspondente aos adultos. Por estar multiplicado pela fun¢do exponencial atinge
principalmente as idades iniciais, pouco influenciando as maiores que 80 anos.

O parametro G é também um fator multiplicador, da terceira parcela, no
caso. Seu efeito é provocar uma soma em log(G) na abscissa (idade), transladando

a curva de mortalidade para cima e para esquerda, conforme seu aumento.
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Ja o parametro H € responsdvel pela definicio do ponto de inflexdo da
curva, passando de concavidade acima para uma concavidade abaixo. O ponto de
o . ] log(IG)
inflexao ocorre no zero da segunda derivada da fun¢do, onde x = —m .

0g

Por fim, o pardmetro I define a assintota horizontal para as idades
superiores, que serd igual a D +7. Portanto, quanto menor for /, positivo, maior

serd o valor da assintota. Se I assumir um valor negativo ndo havera assintota

horizontal, permanecendo a curva sempre concava.

2.2.1.3.
Modelo Linear Generalizado

O modelo de Gompertz-Makeham pode ser visto como um caso particular
do Modelo Linear Generalizado (GLM). O GLM ¢é descrito como uma regressao

na soma linear de fun¢des pré-definidas, segundo a eq. (19).
Y, =y, B (19)

Assume-se que o vetor Y composto de n observagdes € a realizacdo de
uma varidvel aleatéria cujos componentes sdo independentes e identicamente

7z

distribuidos (i.i.d.), com média igual a . O GLM ¢ definido por trés

componentes: uma variavel aleatéria, uma deterministica e uma fun¢do de ligagao.

A varidvel aleatdria € representada pelos elementos de Y que pertencem a

familia exponencial, sendo i.i.d. com E (Y )= u.

A componente deterministica € formada pelas varidveis explicativas
4
X, X,,...,X, que definem um preditor linear da forma 77=leﬂl., onde S,
i=1
representa os parametros desconhecidos a serem estimados pelo modelo.
A funcdo de ligagdo relaciona a varidvel aleatéria a componente
sistemadtica, sendo uma funcdo mondtona, diferencidvel em seu dominio e que
possui inversa definida.

Conseqiientemente, € possivel definir mais de uma funcdo de ligagdo para

cada familia de distribuicdo de probabilidade. As escolhas elencadas a seguir
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levam a estimativas em uma fun¢do com estatistica suficiente e minimal para os

parametros do preditor linear.

. Distribui¢cdo Normal: funcdo Identidade

. Distribui¢ao Binomial: fun¢do Logito

. Distribui¢ao Poisson: fun¢do Logaritmica
. Distribuicdo Gama: fun¢do Inversa

Estas func¢des de ligacdo sdo conhecidas como fun¢des canOnicas. Além de
possuirem as propriedades estatisticas desejaveis, atuam de forma que a
componente sistemdtica torna-se aditiva na escala da prépria fungdo, facilitando o
objetivo de aplicagdo prética.

E comum se definir que os elementos ¥ sio normalmente distribuidos com
variancia constante e funcao de ligacao Identidade, como na eq. (20).

Y, ~ Normal (u,0°) iid.— p= Zp:xi B (20)
i=1

Mas para a graduacdo de tdbuas biométricas, considera-se geralmente que
o nimero de mortes segue uma distribuicdo Poisson quando a exposicdo central
ao risco € conhecida. Utiliza-se, portanto, a fun¢do de ligacao logaritmica. Outra
forma utilizada é a da distribuicio Binomial quando a exposicdo inicial é
conhecida, utilizando-se a funcdo de ligacao Logito.

Regra geral, nas distribui¢des pertencentes a familia exponencial a
variancia da varidvel dependente pode ser expressa em fungcdo da média. A

constante ¢ representa o pardmetro de escala para a varidncia e possui valor
constante, mas nio necessariamente conhecido.
Var(Y)=¢-f (1) (1)
Na distribuicao Gama, a funcdo variancia € proporcional ao quadrado da
média. Na Binomial, a variincia € igual a média multiplicada por um menos a
probabilidade de ocorréncia do evento. Ja na distribui¢do de Poisson, a variincia é
igual a média.
Por vezes, pode haver sub ou sobredisposicdo nos dados, refletido pelo

valor de ¢ menor ou maior que 1, respectivamente. Renshaw e Haberman (1996)
mostram que a modelagem por apdlice, e ndo por vida, gera ¢ maior que 1, pois

uma vida pode ter mais de uma apdlice. Diversos testes podem ser aplicados para

identificar a sobredisposi¢do nos dados, como os testes apresentados por Ganio e
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Schafer (1992), Dean (1992) e Smith e Heitjan (1993), além do tradicional teste
Qui-quadrado de Pearson.

Ja para testar a adequagcdo dos modelos, utiliza-se o teste Qui-quadrado
quando a amostra ndo é pequena. Num modelo ajustado com p parametros, o
Residual Deviance possui distribui¢do Qui-quadrado com p graus de liberdade.
Analogamente, um modelo de p+¢g pardmetros possui distribui¢do com p+g¢ graus
de liberdade. Sendo assim, a diferenca entre o Residual Deviance destes dois
modelos possui também distribuicdo Qui-quadrado, mas com ¢ graus de
liberdade. A estatistica pode ser utilizada para testar a hipétese nula de que nao ha
melhora estatisticamente significativa partindo de um modelo com menos (p) para

outro com mais (p+q) parametros.

2.2.2.
Graduacao Nao-Paramétrica

Se os modelos paramétricos sao os mais utilizados no Brasil (Conde, 1991,
Beltrao et al, 1995, Ribeiro e Pires, 2001, Beltrdo e Sugahara, 2002a e 2002b,
Neves, 2004 e Ribeiro, 2006) e possuem uma grande aceitacdo pela sua estrutura
formal, os modelos ndo-paramétricos, também conhecidos como modelos locais,
foram objeto de estudo no Brasil por Neves (2004) e também utilizados pela
Society of Actuaries (2001) na elaboracdo da ultima tdbua de sobrevivéncia RP-
2000 pelo fato de que geram resultados satisfatorios para a situacdo em que existe

uma grande quantidade de dados.

2.2.2.1.
Whittaker-Henderson

Whittaker-Henderson (1952) € o modelo ndo-paramétrico mais utilizado
ultimamente, sendo adotado pela Society of Actuaries (2001) e American
Academy of Actuaries (2002). Este método consiste em minimizar a seguinte
expressdo, onde o primeiro termo mede a qualidade do ajuste e o segundo a

suavizacao:

Q

—x D—x-2

w,o (g, —q.)+ > K, (Agq,) (22)
=0

N
Il
(=}
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: coeficiente de ponderacao do ajuste.

q. : probabilidades brutas (observadas).

q. : probabilidades graduadas.

A*  : diferenca finita de ordem z.

Z Z Z

o o o o Z o Z Z o
AZ qx = qx_ 1 qx—1+ qx—Z_ 3 qx—3+"'+(_1) qx—z
Z

K : peso positivo da suavizagao.

X+t
Este método representa uma ponderacgdo clara entre o ajuste do modelo e a
sua suaviza¢do. O primeiro termo mede a proximidade entre as taxas graduadas e
as brutas (ajuste) e o segundo a suavidade com que as taxas graduadas se alteram
com as idades (suavizagdo). Ele também possui um forte componente subjetivo, ja

que as regras de defini¢do dos parametros z, K ,, e w_, ndo sdo rigidas e nem

X+t
possuem critérios de comparacdo pré-estabelecidos.

Os estimadores graduados sao obtidos minimizando a expressao definida

anteriormente, em funcio dos ¢, obtendo-se um sistema de equagdes lineares.

Existem dois tipos de métodos de Whittaker-Henderson (WH): tipo A e

tipo B, assumindo hipéteses quanto ao coeficiente de ponderagdo w_,, . No tipo A
assume-se que este € inexistente (w_, =1 para 0<x+¢<®,t>0). No tipo B,

mais indicado para quando hd um grande volume de dados, os coeficientes serdo
definidos de acordo com a exposicdo. Uma possivel formulacio ¢

E o
Wi = 07"”(1 - CIx+z) :

QX+t
Muitas vezes os parametros do modelo sdo definidos de forma a
garantirem consisténcia tedrica na tdbua. Por exemplo, a SOA afirma que como

critério para selecdo dos pardmetros, a graduacdo final deverad apresentar poucos

o

casos em que g, > ;m e nenhum em que &x <0 ou &x >1,para x=0,1,...,@.
Tais defini¢des sdo muito vagas e por isso normalmente envolvem um

grupo de especialistas para fazé-las. No entanto, se do ponto de vista académico

tal método parece ser menos robusto por seu cardter discriciondrio, ele certamente

apresenta resultados coerentes se utilizado corretamente.
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2222
Graduacao de Kernel

Ja a Graduacdo de Kernel é outra forma de graduagao ndo-paramétrica que
representa um processo de utilizacdo de médias moveis ponderadas. Foi
inicialmente aplicado ao processo de graduagdo por Copas e Haberman (1983) e

Ramlau-Hansen (1983). A técnica estima a probabilidade g, como:

’

Sk ()

: X—X.

. P Ex b i

g, =— 23)
ZKb(x—xi)
i=1

Uma forma alternativa para a graduagao € dada pela estimagao da taxa por:

n d’z
> [; K,(x—x,)

g, = (24)
z K, (x—x,)
i=1

4oo
K, :K(Ej/b e K(-) é uma fungdo Kernel dada por IK(X)dx=1,

sendo comumente escolhida a funcdo de densidade da distribuicdo Normal
Padrao.
A constante b mede o grau de suavizacdo do modelo, podendo ser

arbitrado ou calculado por validagdo cruzada, quando terd seu valor dado na

2 —i
. - e N d, ° i ° p
situacdo em que se minimiza a funcao —Z E—*—(c&) ,onde | g € o
i=1 \ Ly,

valor estimado para o caso em que ndo se utiliza a informagao da idade x, .

O problema deste modelo consiste na sua aplicacdo aos extremos da tdbua
biométrica, onde o valor de b pode ndo revelar uma constante que suavize

satisfatoriamente os dados.

2223
Graduacao por Polindmios Locais

A técnica proposta por Cleveland (1979) consiste em se tracar varios

polindmios em cada segmento de idades, utilizando-se regressdo. A vantagem
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deste método em relagdo a Graduacdo de Kernel é de nao haver o problema do

mau ajuste com relacdo as idades extremas da tdbua biométrica (Verrall, 1996).

. . . . . . d
Define-se a vizinhanga N(x,) como o conjunto dos k vizinhos a y, =% .

R

Por exemplo, se k=4, a vizinhanga serd N (x,)={x,,x_,x,,x.,x,}. Apos, calcula-

se A(xo):mNE(1X)|xo_xf| e derivam-se 0s pesos wi:T[%} onde
x€N(xy 0

3
T(u)= (1 —u’ )
Por fim, traca-se a regressdo polinomial (linear, quadratica, ctbica, etc.) na

regido N(x,) usando os pesos {w,w,,...,w,, }. O valor estimado (}XO € f(x)

onde f(.) € a fung@o da regressdo polinomial ajustada.

2.3.
Graduacao do Fim da Tabua

z

O fim da tdbua biométrica é representado pela tultima idade @, sendo
suficientemente alta pois interfere na precificacao dos produtos de aposentadoria e
pensdo. Existe praticamente um consenso sobre a idade @ de 120 anos ser
considerada satisfatéria para a elaboracdo das tdbuas biométricas atuais, uma vez
que hd no mundo e em toda a histéria, comprovados documentalmente, menos de
uma dezena de individuos que vieram a falecer em idades superiores a 120.

Hustead (2005) apresenta as técnicas utilizadas para a construcao do final
da tdbua e demonstra baseado nas taxas brutas da RP-2000 que os efeitos
financeiros da utilizagdo de diferentes métodos provocam impacto financeiro
relevante apenas na hipétese de planos contratados por individuos centenarios, o
que, no entanto, sempre ¢ vedado pela politica de subscri¢cdo das entidades.

Existem basicamente quatro formas de construcio do fim da tdbua
biométrica. O Forced Method simplesmente define a taxa imediatamente posterior
a ultima taxa bruta suavizada como valor de probabilidade igual a um. Essa teoria
assume que a duracdo da vida tem um limite (que aumenta com o passar dos
anos), justificando esse salto para a probabilidade unitaria. O problema € que essa
descontinuidade da pentltima para a dltima idade gera variagdes abruptas para o

célculo de contribuicdes/prémios e provisdes/reservas de individuos com idades
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avancadas. As tdbuas construidas pelo Instituto Brasileiro de Geografia e
Estatistica (IBGE, 2007) para a populacdo brasileira se baseiam neste método
forcando a dltima idade @ =80 a ter probabilidade unitdria, o que corresponde a
uma idade excessivamente baixa devido ao fato de a populacdo do pais oferecer
uma grande quantidade de 6bitos para idades superiores a este patamar.

No Blended Method utilizam-se somente as ultimas idades (95 ou mais,
por exemplo) para gerar um padrdo de graduacdo que € estendido até a
probabilidade atingir o valor um. A CSO-2001 utilizou este método capturando
informagdes desde a idade 95 para a constru¢do da tdbua até @w=120. Este
método foi eleito para a graduacdo nado-paramétrica do fim das tdbuas deste
estudo, pois a partir de 95 anos havia algumas idades cujas taxas brutas eram zero.

O Pattern Method é semelhante ao Blended Method, mas considerando
todas as idades para o estabelecimento do padrdo matemético e ndo s6 as dltimas.
Segundo essa teoria, a curva deve mudar de concavidade para baixo nas idades

altas até tangenciar a probabilidade unitéria, assumindo que em tese a morte nunca

é certa (g, <1,Vxell )e a vida ndo tem limite, como implicito no Forced

Method. Este método foi utilizado para a graduacdo paramétrica aplicada neste
estudo.

O Lass-Than-One Method considera que a probabilidade para idades
avancadas tange a um valor menor que um. Este método é normalmente utilizado
em tdbuas censitdrias elaboradas pelos 6rgdos governamentais, onde ndo hd
preocupacdo quanto a sua utilizacdo em um plano pago pelo evento gerador
sobrevivéncia ou morte. A tdbua RP-2000 utiliza esta metodologia, onde a

probabilidade atinge 0,4 na idade 115 para o sexo feminino e 106 para o

masculino.

24.
Testes de Adequacao

Para decidir se a graduacdo € satisfatéria deve-se analisar se o resultado é
aderente e também se suaviza os dados observados nas idades. No entanto, essas
caracteristicas sdo conflitantes: a suavizacdo dos dados deve ser suficiente apenas

para ndo haver “saltos” na funcao construida.
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Portanto, testes estatisticos sdo normalmente definidos, sendo que para a
modelagem paramétrica os principais sdo os que avaliam a qualidade de ajuste do
modelo diante dos dados. A graduagdo paramétrica ja produz estimadores

suavizados, entdo os testes de suavizacdo de dados sao menos importantes.

2.41.
Teste das Diferencas

O Teste das Diferencas € um teste de suavizagcdo, normalmente utilizado
em modelagem nao-paramétrica, possibilitando a identificacdo de um modelo que
apresente oscilagdes excessivas nas taxas graduadas. Para medir a suavizacdo, a
terceira diferenca entre os estimadores deve ser calculada e ser pequena em
magnitude comparada com os proprios estimadores, além de progredir
regularmente. A terceira diferenca € a diferenca entre as segundas diferencas, que

por sua vez € a diferenca entre as primeiras diferencas.

o

V3 qx = VZ &x_vz éx—l € Vz &x = &x_ &x—l (25)
Assim, tem-se que a terceira diferencga é dada por:

Lo e . . .

V4, =4,-3¢.,134,.-4., (26)
Ja para mensurar o grau de ajuste (aderéncia) aos dados, diversos testes

podem ser utilizados sobre as taxas graduadas comparando-as as taxas brutas,

sendo apresentados nas sec¢oes 2.4.2 a 2.4.9.

2.4.2,
Analise de Residuos sob Normalidade

Para avaliar o ajuste de uma graduacao os residuos devem ser examinados.

E usual analisar os desvios divididos pelo estimador de seu erro padrao:

d; _&x
2= \ (27)
Var(dxj

Examinam-se qualitativamente os graficos dos residuos, sendo muito util a
observagdo do grafico qg-plot ou mesmo do histograma dos residuos que podem
deflagrar uma nao-normalidade visualmente clara nos resultados do modelo

ajustado, conforme exemplificado na Figura 1.
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Figura 1 — Exemplo de qg-plot de residuos nao-Normais

Utilizando a mesma idéia pode-se verificar se os residuos Z_ possuem

distribuicdo Normal Padrdo através de testes estatisticos de qualidade de ajuste.
O teste de Kolmogorov-Smirnov (K-S), cuja hipdtese nula é a varidvel
seguir a distribuicdo de probabilidade pela qual os dados foram ajustados,

compara as diferencas maximas D, , em modulo, entre a funcdo de distribui¢ao
acumulada tedrica (Normal, para o caso) e a obtida pelos dados. A hipétese nula

de normalidade € rejeitada a um nivel de significincia a se \/Z-Dn >K,.

In| (1-x)/2
Quando n € grande, K, possui valor —M _6L .
n n

Ja o teste Jarque-Bera (Jarque e Bera, 1980), cuja hipétese nula é a
varidvel seguir a distribui¢do Normal de probabilidade, leva em consideragdao a

assimetria (A) e o excesso de curtose (C) nos dados através da estatistica

2
JB:%[A2+C—j que possui distribuicdo assinttica Qui-Quadrado com dois

graus de liberdade.

Adicionalmente, uma medida quantitativa que pode ser aplicada é o Teste
Qui-Quadrado. Sob a hipétese nula de que o modelo adere bem aos dados, os
residuos possuem distribuicdo Normal Padrio e entdo a soma quadratica dos
mesmos possui uma distribuicdo Qui-Quadrado cujo ndmero de graus de
liberdade € dado pelo nimero de residuos menos o nimero de pardmetros do

modelo.
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3 2
n [d;_dij
- Zj—w) (28)

2.4.3.
Teste Qui-Quadrado de Pearson

Um teste de aderéncia usual é o que compara o nimero observado de
eventos geradores (6bitos, por exemplo) com o niimero esperado, de acordo com a
tdbua biométrica graduada construida. Sob a hipétese nula de que os nidmeros

observados e esperados sao iguais para todas as idades, pode-se construir um teste
unilateral 2 direita sobre a distribui¢do qui-quadrado ( ¥”) cujo nimero de graus

de liberdade é dado pelo nimero idades menos um.

o

i=0 di

) [d;—fzij »
>— ~ X, @

2.4.4.
Teste dos Desvios Acumulados

Neste teste, as idades devem ser divididas em um nudmero aleatorio de
grupos de tamanhos iguais. E importante que este niimero seja realmente aleatério
para ndo ser influenciado pelas observacdes. O teste procura por vicios ou um
grande periodo de desvios do mesmo sinal.

Assumindo que os residuos absolutos (diferenga entre os nimeros
graduados e observados de mortes) sdo independentes e possuem média zero, a
soma dos residuos de um grupo terd média zero e variancia igual a soma das
variancias. Para a graduacdo de 4 _e g , ocorre que para cada grupo:

i(d;—Ef-izxj i(d;—a-&xj

= ~ Normal (0,1) —=

SE [Sa{1-a.)
i=0 i=0

~ Normal (0,1) (30)
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A maior estatistica (em moddulo) dentre os grupos pode ser confrontada
com a distribuicdo Normal Padrdo, a fim de se realizar um teste bicaudal cuja

hipétese nula € que ndo ha blocos que apresentam desvios acumulados.

2.4.5.
Teste dos Sinais de Mann-Whitney

O Teste dos Sinais também € conhecido como Teste de Mann-Whitney. Se
os residuos sdo aleatorios, espera-se que haja aproximadamente tantos residuos
positivos quanto negativos. Para verificar tal afirmacdo define-se que a

distribuicdo do numero de residuos positivos n, (ou negativos n,) seguird a

seguinte distribuicdo de probabilidade:

n, ~ Binomial (n, %) onde n=n, +n, € o nimero de residuos observados

Com n > 50, pode-se utilizar a aproximacao pela distribuicao Normal:

n ~ Normal(’%, %)

Logo, a estatistica

tem distribuicio Normal Padrdo e pode ser

utilizada a fim de se realizar o teste bicaudal cuja hipdtese nula € que ndo ha

excesso ou falta de residuos positivos em relagdo aos negativos.

2.4.6.
Teste de Agrupamento dos Sinais de Stevens

O Teste de Agrupamento dos Sinais também € conhecido como Teste de
Stevens. Seja G o numero de grupos formados por residuos positivos, onde foram

observados n, e n, nimeros de residuos positivos e negativos respectivamente. A
estatistica G convergird para a seguinte distribuicdo de probabilidade:

1 ‘n,)’
G ~ Normal m (n, + )’ (m n2)3 31)
o+, (”1+n2)

Pode-se entdo efetuar o teste a fim de se rejeitar ou ndo a hipétese nula de
que os grupos de sinais sdo formados de acordo com o comportamento estatistico

esperado.
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2.4.7.
Teste da Rodada

Seguindo a idéia de andlise de sinais, pode ser observada a seqiiéncia de
residuos positivos e negativos. Define-se entdo o nimero de rodadas como o
nimero de vezes em que hd troca de sinais nos residuos (ordenados por idade),
mais um. Sendo assim, € ilustrada na Figura 2, como exemplo, uma seqiiéncia de

sinais de residuos.

+4++ - = + - === -
%/_J %,—J e ) . ~ J
19 rodada 2° rodada 3 rodada 4% rodada

Figura 2 — Exemplo de onze residuos perfazendo quatro rodadas

Se estes forem independentes o nimero de rodadas tem média e variincia

m,_ 2nn, [znlnz —~(m, +n2)}

n+n, (nl+n2)2-(nl+n2—1)

dadas respectivamente por , onde novamente

pode-se utilizar a estatistica da distribuicilo Normal Padrio para o teste de
hipétese bicaudal sob hipétese nula de que as rodadas sdo formadas de acordo

com o comportamento estatistico esperado.

2.4.8.
Teste de Correlacao Serial

As seqiiéncias z; ndo devem ser autocorrelacionadas, como a
exemplificada a seguir que possui tamanho m-1 e lag igual a 1 (j=1):

Z]) Z2) Z3) ceey Zm—Z’ Zm—]
(32)
ZZ) Z3) Z4) ooy Zm—]’ Zm

E assim para todos os lags, seja o coeficiente de correlacdo da seqii€ncia

g ~ . 1
dos j-ésimos lags dado pela expressio a seguir, onde 7" =——r
m=J =

z. €

1

m—j

1
=(2) _
< ——.2  Livj

m-—=j iz
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m—j

2(5=7")(z,-77)

i=1

I‘. = (33)
J’( ) S -2

i=1 i=1

E

Se m € grande o suficiente aproxima-se o coeficiente de correlacdo para:

Z(Z,-—Z)2~Z(Z,-+_,-—3)2

= (34)
Entdo € possivel utilizar a distribuicio Normal para testar o ajuste do
modelo. Valores altos indicam uma tendéncia para os desvios do mesmo sinal se
agruparem, rejeitando a hipétese de aleatoriedade.
Outra forma € aplicar o teste de Ljung-Box (Ljung e Box, 1978) também

conhecido como teste Portmanteau, cuja hipétese nula é a auséncia de

2
r]

h
autocorrelacdo. A estatistica do teste é definida como LB=n(n+2) z
=

possui distribuicao Qui-Quadrado com 4 graus de liberdade, onde % é a quantidade

de lags a serem testados.

2.4.9.
Teste dos Limites

Este teste consiste em construir um intervalo de confianga de % em

torno das taxas graduadas e checar se as taxas brutas estdo dentro destes limites

em pelo menos Y% das vezes. A varidncia deve ser calculada de acordo com o

modelo eleito, se Poisson ou Binomial. Como a distribuicdo assintética do
estimador € Normal, constrdi-se o intervalo de confianca a partir a funcdo de
distribuicao acumulada da mesma.

E interessante também procurar violagdes sisteméticas investigando faixas
de idade com mau ajuste. Na Figura 3 ndo h4 violacodes sistematicas e existem trés
pontos fora do intervalo de confianca de 95%. A ocorréncia de 3 pontos em 81

observagoes (3,7%) estd dentro no esperado para o grau de confianca escolhido.
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Figura 3 - Exemplo de Teste dos Limites para um intervalo de confian¢a de 95%
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