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Teoria das Placas Esbeltas

Este capitulo apresenta um resumo dos conceitos basicos da teoria nao-
linear de placas esbeltas. Varios autores apresentam uma explanacao detalhada
desta teoria: Timoshenko & Gere (1961), Brush & Almroth (1975), Szilard (1974)
dentre outros. O texto aqui apresentado segue a formulacao proposta por Brush
& Almroth (1975) e Szilard (1974).

2.1.
Flexdo de Placas Retangulares

Considera-se inicialmente uma placa retangular plana de comprimento a,
largura b e altura h, submetida a carregamentos axiais e a uma carga
transversal, normal ao plano da placa de valor p. A posi¢do da placa esta
definida por um sistema de coordenadas cartesianas X, Yy, z, onde X e Yy

estdo no plano médio da placa e z é medido a partir deste plano médio, como

mostrado na Figura 1.

Figura 1 — Placa retangular.

O objetivo da teoria de placas é reduzir o problema tridimensional a um
problema bidimensional aproximado (Brush & Almroth, 1975). As forcas internas
e momentos agindo nas laterais do elemento de placa, como mostra a Figura 2,
estdo expressos em termos de forcas e momentos por unidade de comprimento

ao longo da borda do elemento. A intensidade das forcas e momentos que agem
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sobre o elemento esta relacionada com as tensdes internas de acordo com as

seguintes equacoes:

h2 _ d h2 _ d
N, =J‘_h/20'X z N, = 2%y z
h2 _ h2 _
N, = J.-h/z 7,0z N, = I-h/z 7,0z
h/2 _ h/2 _
Q, = th/ZTXZdZ Q= J:h/zryzdz (2.1)
h2 _ h2 _
M, = _h/zO-XZdZ M, = I_h/zoyzdz
h/2 _ h2 _
M, = Lh/z 7,20z M, = Lh/z 7,2dz

onde N,, N,, N, e N, sdo as forcas normais e cisalhantes no plano; Q, e

Qy séo as forcas cisalhantes transversais; M, e My, 0s momentos fletores e;

M, e M, os momentos torsores.

yx?

dx

dy

Figura 2 — Elemento de placa dxdy na configuracdo indeformada

Os simbolos &,, 7,

. etc., correspondem as componentes de tensdo em

um ponto qualquer da espessura da placa, enquanto o,, 7, , etc., correspondem

Xy !
a componentes de tensao no plano médio (z =0). Em geral, forcas e momentos

séo funcdes das coordenadas X e V.

A teoria de placas esbeltas pode ser deduzida em termos das seguintes
aproximacdes:
1. A espessura da placa é pequena se comparada com as outras
dimensdes;

2. O plano médio da placa néo se alonga durante a flexdo, permanece
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4.

uma superficie neutra analoga ao eixo neutro de uma viga;

Uma normal ao plano médio indeformado permanece reta, normal,
e inextensivel durante a deformacéo, de modo que as deformacgbes
normais e cisalhantes transversais possam ser desprezadas ao se
derivar as rela¢des cinematicas da placa;

As secdes planas giram durante a flexdo, permanecendo normais a
superficie neutra, de modo que as tensGes e deformacfes sejam
proporcionais a sua distancia da superficie neutra;

As tensGes normais transversais sdo pequenas quando
comparadas com outras componentes de tensfes normais, de
modo que podem ser desprezadas nas relagbes tenséo-

deformacéo.

Estas aproximagBes s&o conhecidas como hipdteses de Kirchhoff

(NOVOZHILOV, 1953). Como consequéncia destas aproximagdes, as

componentes de deslocamento em qualquer ponto da placa, U, Vv, w, podem

ser expressas em termos da sua correspondente no plano médio, u, v, w,

(Figura 3) pelas relacoes:

U=u+zp,
V=v+zp, (2.2)
W=w

onde S, e B, sdo as rotacdes relativas as direcoes X e Yy, respectivamente.

RE:

By

<|

=

A

Figura 3 — Normal ao plano médio antes e depois da deformacao.
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Como uma primeira aproximacao da teoria ndo-linear de placas, pode-se
considerar que as deformacdes sdo pequenas quando comparadas com a

unidade, que as rotacdes relativas aos eixos X e y sao moderadamente

pequenas, e que as rotacdes relativas ao eixo z sdo despreziveis. As

componentes de deformacdes ¢,, ¢, e 7, , para qualquer fibra da placa sao

dadas em termos dos deslocamentos por:

& W

Il
<
3

+

N

X X

y Y

el
<l

+

N

W (2.3)

< N

,XV_VxY

=]

77><y = LT,}/ +V,x +
onde considerou-se para esta classe de deformagdes B, =-w, e B, =-w,.
Substituindo as egs. (2.2) nas egs. (2.3), tem-se:

g, =&, +1IK,
g, =¢&,+1IK, (2.4)
77xy =7xy + ZZny
onde ¢, ¢, e 7, sao as deformacdes correspondentes a qualquer ponto da
placae ¢,, ¢,, 7, correspondem as deformacdes no plano médio somente. As

grandezas k,, k, ek,, S@0 as mudancas de curvatura.

Assim, podem-se determinar as relagbes cinematicas que descrevem o

comportamento geometricamente ndo-linear de placas esbeltas:

& =U, +%/8x2 ﬂx =-W, Ky :ﬂx,x
&=V, +%ﬂ5 By =-W, Ky =Py (2.5)
7/xy Z(U'y +V:X)+ﬂx'3y ny :%(ﬂx,y +/By,x)

A lei de Hooke generalizada para as componentes de deformacéo ¢, ¢, e

7, ©m meio isotrdpico tridimensional tem a forma

z =%[5X—v(5y+5z)}

_ 1r_ —

g, =E[ay—v( Z+GX):| (2.6)
_ 2(1+v)_
Ty = E Tyy

onde v é o coeficiente de Poisson e E é o mdédulo de elasticidade.

Como conseqliéncia da segunda aproximacdo da teoria de placas
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esbeltas, o, € desprezivel. Assim, pelas egs. (2.6), tem-se:

_ E ,_ _

ale_vz(ex+vgy)

G, =$(§y +VE, ) 2.7)
_ E

- __EBE =
Yo2(1+v) P
Substituindo as egs. (2.7) e (2.4) nas egs. (2.1) e integrando as expressoes

resultantes, obtém-se:

NXZC(8X+V8y) MXZD(K‘X+VK'y)
Ny:C(3y+vgx) MyID(Ky+VKX) (2.8)
N, :C]'_TV}/W M, =D(1-v)x,
__Eh __Ev
onde C= 1,7 e D _12(1—1/2)

As equacg0es (2.8) representam as relacfes constitutivas da placa.

2.2.
Equacdes de Equilibrio e Compatibilidade

Para que se possa levar em consideracdo a interacdo ndo-linear entre
forcas e rotaches, as equacdes que representam o equilibrio entre forcas e
momentos devem ser derivadas para um elemento de placa em uma
configuracdo de pequenas deformacdes, como mostrado na Figura 4. A fim de
simplificar os desenhos, forcas e momentos sao representados separadamente,
e o elemento de placa aparece como um elemento de superficie com espessura

nula. As forgcas, momentos e rotacdes variam ao longo do elemento e a notacéo

*
N, * é usada para representar (N, + N, dx), etc.
As rotagbes B, e f, séo muito pequenas, portanto, 0S Senos e cossenos

podem ser substituidos pelo valor do angulo e pela unidade, respectivamente.
Os termos quadraticos que representam a interacdo nao-linear entre os esforcos
cisalhantes e as rotacfes sdo assumidos como sendo despreziveis. Deste modo,

0 somatorio de forgas na diregdo x é

=N, dy+(N, +N,,dx)dy—N_dx+(N, +N, dy)dx=0 (2.9)
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Figura 4 — Elemento de placa na configuracdo deformada.

Eliminando a parcela dxdy, a eq. (2.9) se torna:
N.x+N,,=0 (2.10)
Do mesmo modo, pelo somatorio de for¢as na diregéo Yy, obtém-se:
NyxtN,,=0 (2.11)

O somatério de forcas na direcdo do eixo z, apds algumas manipulacdes

matematicas, é dado pela eq. (2.12), como segue:

_(Nx,x + ny,y)ﬂx _(Nyx,x + Ny,y)ﬂy - NXIBX,X
_nyﬂy,x - Nyxﬂx,y - Nyﬂy,y +Qx,x +Qy,y =—p

Os termos contendo derivadas de N,, N, , N, e N,  naeq. (2.12) se

(2.12)

reduzem a zero como conseqiéncia das eqs. (2.10) e (2.11). Estes termos serdo
desprezados de agora em diante.

O somatdério de momentos relativos aos eixos X e Y, respectivamente,

sdo os seguintes:
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My —M,,+Q, =0

(2.13)
M., +M,,-Q, =0

A sexta equacao de equilibrio ZMZ =0, resulta numa identidade e nao

traz nenhuma nova informacao.

Substituindo as egs. (2.13) na eq. (2.12) e desprezando o0s termos que

conttm N,, ny, NyX e Ny, obtém-se, para a ultima equagdo a seguinte

expressao:

Moo +2M  +M =N B =N (B, +B,)-N,B,, =—p (2.14)

X, XX
Introduzindo as relacdes cinematicas e constitutivas adequadas para os
momentos e rotacdes, a eq. (2.14) se reduz a
4
DV*w—(N,w,, +2N w, +Nw, )=p (2.15)
onde

b —
ViW=W ., +2W, +W, (2.16)

3 XXXX , XXyy

Apos estas simplificacdes as equagdes de equilibrio podem ser escritas de

uma forma relativamente compacta

N, +N,, =0 (2.17)
N, +N,, =0 (2.18)
DV“W—(NXWXX+2nyw,xy+Nyvv'yy)= P (2.19)

As equag0Oes ndo-lineares de equilibrio aparecem como um sistema de trés
equacOes diferenciais ndo-lineares. Pode ser derivado um sistema mais simples,
com duas equacdes e duas variaveis através das funcBes de tensao de Airy,
definidas pelas seguintes rela¢fes:

N, =T, N =f N, =-—f (2.20)

y XX Xy Xy
onde f=f(x,y). Estas expressdes satisfazem as egs. (2.17) e (2.18).

Introduzindo as egs. (2.20) na eqg. (2.19), tem-se:

DV“W—( f,yyW,xx -2 f,xyW,xy + f,xxW,yy) =p (2_21)

Mas, para consideracdo da compatibilidade geométrica, das eqgs. (2.5),
tem-se que

Exyy + Sy T Vxyxy T Vv,xy2 o \N,xxW,yy (2.22)

Das egs. (2.8), tem-se

1

1
axzﬁ(f,w_"f,xx) gyzﬁ(fvxx_Vf:W) Vo =7

2(1+ V)
Eh e
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Assim,
vt —Eh(w,’-w,w, )=0 (2.23)

As egs. (2.21) e (2.23) formam um sistema de duas equagdes com duas

variaveis, w e f. Elas sdo chamadas de equacBes de equilibrio e

compatibilidade, respectivamente. Tais equacfes sdo conhecidas como as
equacdes nao-lineares de von Karman. A solucao destas equacgbes permite
analisar o comportamento nao-linear de placas esbeltas, sendo esta a teoria

usada no presente estudo.

2.3.
Critério de equilibrio adjacente

Para estudar a possivel existéncia de uma configuracdo de equilibrio
adjacente, aplicam-se pequenos incrementos as variaveis de deslocamento e
avaliam-se as duas configuracBes adjacentes através dos deslocamentos antes

e depois do incremento como segue.

u—u,+Uu,
V>V, +V, (2.24)
W— W, +W,
onde o incremento de deslocamento (u,,V,,w,) & arbitrariamente pequeno, e
(Uy,Ve,W,) € (u,v,w) representam duas configuracdes de equilibrio

adjacentes.
Introduzindo as eqgs. (2.24) nas egs. (2.17), (2.18) e (2.19) e linearizando
as equacdes resultantes, tém-se as equacdes de equilibrio critico de uma placa

esbelta submetida a carregamentos no plano:

Ny, +N =0

xyLy

Ny + Ny, =0 (2.25)

Xy1,x

DV, —(N,oW, , +2N

xyOWl,xy + NyOWI,yy) = p

A Tabela 1 apresenta um resumo das possiveis condicbes de contorno
usadas na solugéo das equacdes de placas planas esbeltas. Na Figura 5 tem-se
um exemplo das condi¢cdes de apoio de uma placa onde a homenclatura A-E-A-
E corresponde as condices de apoio em x=0,y=0,x=a,y=b, sendo
A=Apoiado, E=Engastado e L=Livre. Estas abreviacdes so utilizadas de agora

em diante.
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Tabela 1 — Condi¢des de contorno para placas esbeltas.

Tipo de Suporteem X=a Expressdo matematica
(W), =0;
Simplesmente Apoiada - A 2 2
e (M), =| Servar| =0
TR
ow
Engastada - E w) =0, |—| =0
astasa ..o (2]
2 2
(M), = S5+vS] =0
- aX ay X=a
Livre - L o o R
W \'
= —+(2-Vv)—+ =0
Q). 5 +en 2t
y

V777200

%

%ﬂ %ﬁ

A-E-A-E

Figura 5 — Placa apoiada nas faces X =0,a e engastada nas faces Yy =0,b .

2.4,
Aplicacdes da Equacéao de Estabilidade

2.4.1.
Método de Lévy — Determinacéo da Carga Critica

Como primeiro exemplo de aplicacdo da equacdo de estabilidade linear,

sera utilizada uma placa plana simplesmente apoiada nos quatro lados e

submetida a uma for¢a de compresséo P, uniformemente distribuida ao longo
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dos lados x=0,a, como mostra a Figura 6. Fazendo uma analise do equilibrio

da placa utilizando as egs. (2.17) e (2.18), obtém-se:

P
— X — —
NxO__F nyO_NyO_O
y
—_— D —
P, — — Px b
—_— D —
= < %
a
— — e
7 Z

h

Figura 6 — Placa submetida & compressao no plano.

Substituindo as equacdes acima na eg. (2.19), obtém-se a equacdo:
DV4W+%WYXX =0 (2.26)

As condicbes de contorno para a placa simplesmente apoiada sao

w=M,=0 em x=0,a e w=M =0 em y=0,b, onde, pelas egs. (2.5) e
(2.8), M, =—ElI (WYXX+VW‘W) e M, =-El (W’W+VWYXX). Conseqiientemente as

condicdes de contorno podem ser escritas como:
w=w, =0 em x=0,a

2.27
w=w, =0 em y=0,b (20

A eq. (2.26) é uma equacéo diferencial com coeficientes constantes. Para
este conjunto de condi¢cBes de contorno tem-se a seguinte solugdo exata:
mz X nz
W= Clsen—senTy mn=123,.. (2.28)
a

onde C, é uma constante. Substituindo na eq. (2.26) tem-se
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(GRGGEGIE I

Os valores de P, para os quais a eq. (2.26) possui solu¢ées n&o-triviais

HEE ] e

O valor da carga critica corresponde ao menor autovalor da equacao. Para

todos os valores de a e b o menor autovalor é obtido considerando n=1.

2 2 272
ﬂ:(”—aj DKE) +(1” m=12.3,.. (2.31)
b m a b

A eg. (2.31) pode ser expressa da seguinte forma:

2
N, =k ﬁbD (2.32)
onde
2
o L (2.33)
¢ a mb

O coeficiente k, € uma funcdo da relagdo a/b e do parametro m.

A Figura 7 mostra uma placa carregada em sua configuracdo de

flambagem.

Figura 7 — Placa carregada em sua configuracao de flambagem.

A Figura 8 mostra a variagéo do fator k., em funcdo da relagdo a/b, para
diversos valores de m. Tem-se assim que o valor de m correspondente a carga

critica depende da relagdo a/b .
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10 —
9 |
8 |
7 JE—
6 JE—
~ 5 —

4 ~— e

m=1 m=2 m=3 m=4
3 |
2 |
1 |
0
| | | |
0 1 2 3 4 5
alb

Figura 8 — Valores criticos da tenséo axial para placas simplesmente apoiadas

submetidas a forcas de compresséo.

2.4.2.
Método de Galerkin Iterativo — Determinacao da Carga Critica

A forma simples da eq. (2.28), aplicavel a condicdo em que os lados da
placa sdo simplesmente apoiados ndo é valida para outras condicbes de

contorno.

Como um exemplo mais geral, considera-se uma forca P, aplicada em
uma placa simplesmente apoiada nas bordas x=0,a, mas com outras
condi¢cdes de contorno em y=0,b e isenta de esforcos de cisalhamento. A

menor carga critica para estas condicbes de contorno, evidentemente,

correspondem aos bordos livres em y=0,b.

Neste caso a placa pode ser tratada como uma coluna, onde a rigidez a

flexdo El é substituida por Db . Entéo, tem-se:

, 7°Db
cr :m 2

a

N

(2.34)

Este tipo de placa por ser chamado de “pilar parede”. O menor autovalor

da eq. (2.34) corresponde a m=1.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510724/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510724/CA

Teoria das Placas Esbeltas 32

No caso mais geral, a equacdo diferencial e as condi¢cdes de contorno em

X =0,a sdo satisfeitas pela solucdo da seguinte forma:
W(x,y)=Y(y) senw (2.35)
a

onde m=1,2,3,...
Introduzindo a eq. (2.35) na equacdao diferencial de equilibrio de placas,

obtém-se a equacdo diferencial ordinaria de quarta ordem a seguir:

mz \’ mz )’ P (mrz ? _

A eq. (2.36) é uma equacdo diferencial com coeficientes constantes.

Consequentemente, sua solucdo € prontamente expressada por condicbes

arbitrarias em y =0,b . A equacéo caracteristica associada com a eq. (2.36) é:

z“-z(ﬁj z%[(ﬁj _h (Mj }zo (2.37)
a a Db\ a

As raizes da eq. (2.37) sado

2
ﬂ:ilzm(mi gbﬂ (2.38)
a a

Mas da eqg. (2.34) tem-se que (PX/Db)]/2 =mz/a para um pilar parede e

(PX/Db)]/2>m7z/a para todas as outras condicbes de apoio em y=0,b.

Consequentemente, em todos o0s outros casos as raizes (2.38) podem ser

escritas como:

2= Ry =iy, =i,
onde A, e A,s&o reais e positivos e dados por
mzY mz [P v
g e
2, = {_(ﬂf LN TZ (2.40)
a a \Db

Nesta notac&o, a solucéo da eq. (2.36) pode ser escrita como
Y (y)=C,sen(4y)+C,cos(4y)+C,senh(4,y)+C,cosh(4,y) (2.41)
onde C, C,, C, e C, séo constantes a serem determinadas a partir das

condicdes de contornoem y=0,b.
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Como um exemplo, considera-se uma placa engastada nas faces y=0,b

e apoiada nas faces carregadas (Figura 5). As equagles para a condicdo de
apoioem y=0,b sdo

w=w, =0 (2.42)

Estas equages representam deflexdo nula, w=0 e rotagdo nula, w, = 0

em y=0,b. Aplicando as condi¢Ges descritas na eq. (2.42), obtem-se quatro
equaclBes homogéneas:
C,+C,=0
CA4+CA, =0
C,sen(Ab)+C,cos(A4b)+C,senh(4,b)+C, cosh(A,b)=0
C,cos(4b) A4 —C,sen(Ab) 4, +C,cosh(4,b) 4, +C,senh(4,b) 2, =0

onde A, e A, séo dados pelas Equag@es (2.39) e (2.40).

(2.43)

Para se obter uma solugédo néo-trivial o determinante dos coeficientes das
equacdes (2.43) deve ser nulo, isto é:
0 1 0 1
A 0 A, 0
sen(Ab) cos(Ab) senh(4,b)  cosh(4,b)
cos(4b)4, —sen(A4b)4 cosh(A,b)4, senh(4,b)4,
Expandindo o determinante, obtém-se a seguinte equacao caracteristica:

24,2, — 24, cos(4,b) cosh(4,b) 4, —sen(Ab) A” senh(4,b) +sen(4,b) A7 senh(4,b) (2.45)

=0 (2.44)

Resolvendo a eq. (2.45) para 4 e A,, obtem-se uma expressdo implicita
para o parametro de carga adimensional be/D em termos do parametro do
numero de ondas senoidais m, do coeficiente de Poisson v, e da relagéo a/b .

Célculos mostram que, para todos os valores de a/b,a carga minima
ocorre para m=1. Os resultados podem ser entdo, expressos na forma

2
NCr=kC7Z- D
b

onde k., é o coeficiente de flambagem adimensional para a carga de

(2.46)

compressao.

Este procedimento pode ser estendido para as demais condi¢cdes de

contorno em y, como mostram os valores de k. para as condi¢bes de apoio

estudadas e para relagdo a/b =1,0, apresentados na Tabela 2.
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Tabela 2 - Valores numéricos do fator K. na eq. (2.46).

kC
Condicdes de contorno
Presente Trabalho Brusk(\lggl)rlnroth
A-E-A-E 7,6913 7,7
A-E-A-L 1,6983 1,7
A-A-A-E 5,7402 5,8
A-A-A-L 1,4342 15
A-L-A-L 1,0000 -
A-A-A-A 4,0000 4,0

'Os valores foram obtidos graficamente.

2.5.
Andélise Dindmica de Placas

2.5.1.
Equacéo Diferencial de Movimento

Para determinacdo da equacdo diferencial de movimento de placas,
basicamente dois métodos podem ser utilizados. Tanto pode ser aplicado o
principio do equilibrio dindmico de D'Alembert ou usar uma formulacdo baseada
em uma formulacéo de energia. Para se escrever a equacdo de movimento de
placas deve-se introduzir o conceito de forca de inércia, que é definido como

sendo

2
P, = —ma—‘;" = —mw (2.47)
ot
onde M € a massa por unidade de area.
Na analise dindmica de placas, as cargas laterais, e conseqiientemente as
deformacdes resultantes, sdo funcées do tempo. Uma maneira conveniente de
expressar esta dependéncia do tempo é através das séries de Fourier. Portanto,

a funcéo da carga, por exemplo, pode ser escrita como

P, (X, ¥,t) = p, (X, Y)(6t) = p, (X, y)D_ P, sen p,t (2.48)

Partindo da equacéao diferencial de equilibrio estatico adicionando a forca
de inércia (eq. (2.47)), a equacado diferencial de movimento for¢ado n&o-

amortecido é obtida como sendo:
DV*w(x, y,t) = p, (X, y,t)—mw=0 (2.49)
onde X e Yy sdo as coordenadas cartesianas no plano médio da superficie.

Para o caso de vibracéo livre, a for¢ca externa p, € igual a zero, e a
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equacéo diferencial de movimento ndo-amortecido se torna

DV*w+mw=0 (2.50)

2.5.2.
Determinacao das Frequéncias e Modos Naturais de Vibracao

2.5.2.1.
Método de Lévy

A vibracdo livre nao-amortecida de placas retangulares consiste
basicamente em um problema de valor de contorno da fisica matematica. Desde
que a solucdo para a vibracdo livre de placas resulte em uma equacédo
diferencial homogénea (eq. (2.50)), os métodos conhecidos para solu¢do da
equacdo bi-harménica podem ser utilizados. Os efeitos da inércia rotacional sdo
aqui desprezados.

Uma solucéo para a eq. (2.50) pode ser proposta da seguinte forma

w(x, y,t) = X (X)Y (y)e(t) (2.51)
onde X(X)Y(y) representam os modos de vibracdo, enquanto que o0s
deslocamentos em fungéo do tempo, 4(t) , sdo considerados como harmonicos:

O(t)=senwt O(t) =coswt (2.52)
A solucdo deve satisfazer as condicbes de contorno da placa e as

condic¢des iniciais do movimento em t =0. Estas condi¢fes s&o: (W),_, e (W),_, -

Substituindo a eq. (2.51) na eq. (2.50), a equacéo diferencial para vibracao livre

torna-se:

— 2
X Y 42X Yo +X Y. M xy_g (2.53)

S XXXX LY XX LYY , X ,yyyy_
Para placas simplesmente apoiadas, a solu¢do exata da eq. (2.53) € dada

pela série dupla de Fourier, conhecida como solucdo de Navier, como segue:

=& mzXx__n
w=>Y > W, sen %sen %y (2.54)

onde m=12,3,... e n=1,2,3,.... Substituindo a eq. (2.54) na eq. (2.53), tem-se,

m=1 n=1

m*z* m?z? nx? N n‘z* Mo

+2
a? b? b* D

2 2
o =7 [% T 2—2} \/% (2.56)

2

=0 (2.55)

logo,
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onde m=12,3,..en=123,...
O primeiro modo de vibragé@o corresponde a uma Unica onda senoidal nas

direcbes X e Yy, respectivamente. Este modo estd associado a frequéncia

natural em que m=1e n=1. Fazendo tanto m ou n igual a 2 e o outro igual a
1, os proximos dois modos séo obtidos e assim sucessivamente.

Da mesma forma que na andlise da estabilidade, pode-se resolver a
equacao de movimento pelo método de Lévy no caso de placas simplesmente
apoiadas em dois lados opostos. Assumindo agora que os lados simplesmente
apoiados sdo em x=0,a, a solucdo da equacdo diferencial é dada pela eq.
(2.35):

W (x, y):Y(y)sen%

Esta expressao, substituida na eq. (2.53), resulta em

4 4 2_2 2 4 =2
My pMmad¥ d¥ mety_j (2.57)
a a® dy® dy D
A solucao geral para Y é:
Y(y)=C,sen4y+C,cos4y+C,senh 4,y +C, cosh 4,y (2.58)
onde
m m’z?
=,|o,|—+ 2.59
& \/; a’ (2:59)
m m’z’
=0, = - 2.60
& \/; a’ (2:69)

As constantes (C,, C,, C, e C,) séo determinadas a partir das condi¢des

de contorno em y=0,b. As condi¢cGes de contorno permitem obter a equacéo

caracteristica de onde w pode ser determinado.
Pode-se tomado como exemplo o caso de uma placa simplesmente

apoiada nos lados x=0,a, engastada em y=0 e livre em y=Db. As condi¢cbes
de contorno para os lados y=0 e y =b s&o, respectivamente

w=w, =0 (2.61)

W +tvw, =w  +(2-v)w, =0 (2.62)

Aplicando as condi¢Bes de contorno ((2.61) e (2.62)) a eq. (2.35), obtém-se

um sistema de equagbes homogéneo como segue:
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C,+C, =0
CA4+Cy4, =0
H—ﬂl —v m; 2Jsen(ﬂib)}c {( A -V cos(ﬂlb)}
senh(ﬂ?b):l J{[ﬂj v cosh(ﬂ?b)}c4 = (2.63)

2 2

cos(ﬂlb)}cl+{ A AF+(2- v) }sen(ﬂib)}c +

2_2

}cosh(ﬂ,zb)}g +{2,2 {zz (2-v) L2

a’

2

/1

-
ta]-2-0) ™,
i e

Resolvendo a equacao caracteristica, obtida a partir da premissa de que o

determinante dos coeficientes do sistema homogéneo seja nulo, podem ser

calculados os valores de 4 e A,, obtendo-se as freqiiéncias naturais e os

modos de vibragdo, uma vez que se pode determinar a funcéo Y (y) .

25.2.2.
Método de Galerkin Iterativo

Para se resolver os casos onde as condicbes de contorno ndo se
encaixam em nenhum dos casos descritos anteriormente, como, por exemplo,
uma placa retangular totalmente engastada em seus quatro lados, deve-se
utilizar outras metodologias de analise.

A solugdo de uma equacéo diferencial parcial em duas dimensdes pode

encontrada através do método de separacdo de variaveis (2.64), onde X(x) e
Y(y) sdo funcdes nas diregdes X e Yy, respectivamente. No caso da placa,

tem-se
W(X,y) = X(X)Y(y) (2.64)

Neste trabalho sera utilizado o método de Galerkin para se encontrar as
freqiéncias naturais e os modos de vibracdo. O meétodo de Galerkin é uma
generalizagdo e simplificagdo do principio dos trabalhos virtuais (Szilard, 1974).
Neste trabalho o emprego do método consiste basicamente em encontrar
analiticamente uma funcdo Y(y), dada uma funcdo aproximada X(X) que
atenda as condi¢cdes de contorno apresentadas e seja solugcdo da equacdo
diferencial de placas.

Resolvendo a eq. (2.65), obtém-se uma equacédo diferencial homogénea

que permite determinar analiticamente a funcéo Y (y).
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a’;mw}- p(x)dx (2.65)

joa {W, oo T2W, +W o —

onde a é a dimensdo da placa na diregdo do eixo x e p(x) é a fungdo peso
gue é aqui considerada igual a X (X) . A equacdo diferencial obtida a partir deste
método € similar & equag¢do encontrada para o método de Lévy e pode ser
resolvida da mesma maneira.

E inicialmente utilizada uma solucdo polinomial para X (X) que atenda as
condicbes de contorno impostas pelo problema. Estas equacdes séo
determinadas a partir da equacéo da linha elastica de vigas. Na Tabela 3 estao

descritas as funcdes utilizadas neste trabalho que atendem as condi¢cbes de

contorno.

Tabela 3 - Fungdes polinomiais de vigas.

Condicfes de contorno Funcdes polinomiais
4 3 2
Engastado-Engastado X(x)=— 161( + 32;( — 16)2(
a a a

x* 4x®  2x?

Engastado-Livre X(x)=- +
() 3a* 3a’ a’
4 3 2
Engastado-Apoiado X(X)=— 2)i + 5X3 — 3X2
a a a

. . X

Apoiado-Livre X(X)=——

a

Uma vez obtida a primeira funcédo Y (y), através da primeira iteracdo do
método, pode-se seguir o mesmo procedimento para se encontrar uma fungéo
mais precisa para X(X). De posse desta funcdo, é seguido o mesmo
procedimento novamente obtendo resultados mais precisos até que o residuo
seja desprezivel.

Tomando como exemplo uma placa engastada em seus quatro lados,
assume-se a solucao inicial da equacéo diferencial como sendo:

16x* 32x° 16X’
PP

W (x,y) =( JY(y) (2.66)

Aplicando o método de Galerkin na dire¢do x, tem-se que o resultado da
eq. (2.65) € uma equacdo diferencial homogénea de quarta ordem, com

coeficientes constantes (eq. (2.67)), a saber:

CY yy +CY , +C0°Y +C,Y =0 (2.67)
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onde ¢, C,, C, e C, s@o constantes que dependem apenas das propriedades

fisicas da placa considerada e foram adotadas para ajudar nas simplificacdes.

Resolvendo a eq. (2.67), obtém-se:

Y(y)=C,sen4y+C,cos4y+C,senh 4,y +C,cosh A,y (2.68)
onde 4 e A, sd@o fungbes das propriedades fisicas consideradas e da
freqiiéncia natural. As constantes (C,, C,, C, e C,) séo determinadas a partir

das condicdes de contorno em y=0,b.

Aplicando as condicBes de contorno a eq. (2.64), obtém-se um sistema
homogéneo, da mesma forma como foi obtido para os casos descritos na secao
anterior.

A solucdo da equacao caracteristica permite determinar os valores

numéricos de A e A, e, a partir destes, calcular as frequéncias naturais e

determinar os valores das constantes (C,, C,, C, e C,), obtendo-se assim os

modos de vibracdo. Na Tabela 4 sdo apresentados os resultados obtidos para as

fungdes X(x) e Y(y) nas trés iteracOes realizadas para cada fungdo. Estas

funcdes representam o 1° modo de vibracdo. Podemos verificar claramente que
existe uma convergéncia nas funcdes, validando o método utilizado.

Na Figura 9 é mostrado um fluxograma do método de Galerkin Iterativo,
mostrando 0s passos necessarios para se chegar a solucao do problema.

Os valores calculados para as frequéncias naturais sdo mostrados na
Tabela 5, onde os resultados encontrados neste trabalho sdo comparados com
os publicados por Leissa (1969). As porcentagens representam a diferenga entre

os resultados.

Tabela 4 - Fungdes obtidas para X (X) e Y () nas trés primeiras iteracdes.

Funcdo em x

Funcdo emy

16x* 32x% 16x°
- at - a®  a’

0,5768sen(0,4515x) —0,4728cos(0, 4515x)
—0,4692senh(0,5551x) + 0, 4728 cosh(0, 5551x)

0,5768sen(0, 4515x) — 0, 4728 cos(0, 4515x)

-0, 4692 senh(0, 5550x) + 0, 4728 cosh(0, 5550:

0,7677sen(0, 2693y) —0,3700cos(0, 2693y)
—0,3698senh(0,5590y) +0, 3700 cosh(0, 5590y)

0,7696sen(0, 2690y) — 0, 3687 cos(0, 2690Y)
—0,3685senh(0.5617y) +0, 3687 cosh(0.5617y)

0,7696sen(0, 2690y) —0, 3687 cos(0, 2690y)
—0,36865senh(0,5617y) +0,3686 cosh(0,5617y)
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Equacéo Diferencial de Placas

v

e )
Funcéo inicial
Y . paraX(x) )
v S~ —C v
Substituir X(x) na Substituir Y(y) na
ED de placas ED de placas
[ Obter EDO em Y(y) J [ Obter EDO em X(x) J
™~ ~ ™~
E?esolver EDO em Y(y) Resolver EDO em X(x)
l _/ G l _J
Aplicar as condi(;(")es\ Substituir Substituir (Aplicar as condigﬁes\
de contorno ) X(x) Yov) de contorno )
Resolver o problema Resolver o problema
de autovalor de autovalor
Determinar as Determinar as
freqiéncias naturais frequéncias naturais
Determinar o valor ) Determinar o valor )
das constantes ) das constantes )
Calcular a funcao ) Calcular a funcao )
para Y(y) ) para X(x) )
SIM SIM
—DI:Erro >¢ I:Erro > g:|<—
NAO NAO
s l\
w(x,y)=X(x)Y(y)
- J

Figura 9 — Fluxograma do Método de Galerkin Iterativo
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Os valores calculados para as frequéncias naturais sdo mostrados na
Tabela 5, onde os resultados deste trabalho sdo comparados com os publicados

por Leissa (1969). As porcentagens representam a diferenca entre os resultados.

Tabela 5 — Parametro de Frequéncia A = a)azw/rﬁ/ D para placa engastada nos quatro
lados e a/b=2/3

Selal[cj)ir;fia (m,n) frraet?aelrk]]tc? Leissa Diferenca
1 (1,1) 27,012 27,010 0,006
2 1,2) 41,715 41,716 -0,003%
3 (2,1) 66,130 66,143 -0,020%
4 (1,3) 66,533 66,552 -0,029%
5 (2,2) 79,815 79,850 -0,043%
6 (1,4) 100,821 100,85 -0,029%

Na Tabela 6 sdo apresentadas as funcdes obtidas pelo método de Galerkin
Iterativo para os seis primeiros modos de vibragdo. Considera-se uma placa com
dimensdes a=10m, b=15m e h=0,20m e com M=5kN/m2, E=30GPa e

v =0,3. A representacéo grafica destes modos é apresentada na Figura 10.

O método de Galerkin Iterativo permite obter modos de vibracdo
ortogonais. Esta propriedade favorece a resolucdo dos problemas de vibracdo
discutidos nos capitulos subseqlientes através da superposi¢cdo das solucdes
obtidas para cada modo.

A ortogonalidade dos modos pode ser demonstrada através da integral do
produto entre dois distintos modos de vibragdo aqui obtidos. Como exemplo, far-
se-a esta verificacdo para os dois primeiros modos de vibracdo obtidos para a

placa totalmente engastada (E-E-E-E) do exemplo anterior. Da Tabela 6 tem-se:
W(X,Y),, = [0, 577sen(0,451x) —0,473cos(0,451x)
—0,469senh(0,555x) +0,473cosh(0,555x) ]

(2.69)
.[0,7695sen(0, 269y) — 0,369 cos(0, 269 )
—0,369senh(0,562y) + 0,369 cosh(0,562y)]
w(X,y),, =[0,725sen(0, 414x) — 0,397 cos(0, 414x)
—0,397senh(0,757x) + 0,397 cosh(0, 757x)]
(2.70)

.[0,627sen(0,502y) —0,450cos(0,502y)
—0,450senh(0,699y) + 0,450 cosh(0,699y) |
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Tabela 6 — Modos de vibracdo para uma placa engastada nos quatro lados (E-E-E-E)

(m,n) Modo W(X,Y)= X(X)*Y(y)

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510724/CA

w(x, y) =[0,577sen(0,451x) —0,473cos(0, 451x)
—0,469senh(0,555x) +0,473cosh(0, 555x)]
-[0, 769sen(0,269y) —0,369cos(0,269y)
—0,369senh(0,562y) + 0,369 cosh(0,562 y)]

(1,1)

w(X,y) = [0, 725sen(0,414x) —0,397 cos(0,414x)
—0,397senh(0, 757x) + 0,397 cosh(0, 757x)|
. [O, 627sen(0,502y) —0,450co0s(0,502y)
—0,450senh(0,699y) + 0,450 cosh(0,699y) |

(1,2)

w(x, y) =[0,529sen(0, 778x) — 0,490 cos(0, 778x)
—0,490senh(0,839x) + 0,490 cosh(0, 839x)]
-[0,921sen(0, 241y) -0, 225¢0s(0, 241y)
-0, 225senh(0,988y) + 0,225 cosh(0, 988y)]

(2,1)

w(x, y) =[0,834sen(0,387x) —0,319cos(0, 387x)
—0,319senh(L, 012x) + 0,319 cosh(L, 012x)]
-[0, 570sen(0,721y)—0,474cos(0,721y)
—0,474senh(0,866Yy) + 0,474 cosh(0,866Y)]

(1,3)

w(x, y) =[0,598sen(0, 760x) — 0,463 cos(0, 760x)
—0,463senh(0,983x) + 0,463 cosh(0, 983x)]
-[0,791sen(0, 475y) - 0,353c0s(0, 475y)
—0,353senh(1,064y) +0,353cosh(1,064 y)]

(2,2)

w(Xx,y) = [O, 895sen(0,370x) —0, 257 cos(0, 370x)
—0,257senh(1, 288x) + 0, 257 cosh(1, 288x) ]
-[0, 543sen(0,935y) —0,485co0s(0,935y)
—0,485senh(1,048y) +0,485cosh(1, 048y)]

(1,4)
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onde as egs. (2.69) e (2.70) representam o0 1° e 0 2° modos de vibracéo,
respectivamente.

Para que os modos sejam ortogonais o resultado da integral do produto
dos modos no dominio deve ser nulo. Para o caso estudado tem-se o0 seguinte

resultado:
Jj Iob wW(X, Y)MW(X, y)l,2 dxdy = 0,000014887 (2.71)

Como o resultado da integral da eq. (2.71) € muito préximo de zero pode-
se afirmar que os modos obtidos através do método de Galerkin sdo ortogonais.

Esta propriedade pode ser usada para terminar o processo iterativo.

(1,2) 1,2)

2,1) (1,3

(2,2) (1,4)
Figura 10 — Seis primeiros modos de vibra¢@o para uma placa engastada nos quatro
lados (E-E-E-E)
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Tabela 7 — Modos de vibragéo para uma placa engastada nas extremidades X =0 e

y =0; e simplesmente apoiadaem x=a e y=b (E-E-A-A)

(m,n) Modo W(X,Y)= X(X)*Y(y)

PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0510724/CA

w(x, y) =[0,791sen(0, 237x) —0,353cos(0, 237x)
—0,353senh(0,532x) + 0,353 cosh(0, 532x)]
-[0, 598sen(0,380y) -0, 462 cos(0,380y)
—0,463senh(0,492y) + 0, 463cosh(0, 492y)]

(1,1)

w(X,y) = [O, 637sen(0,460x) —0,445cos(0,460x)
—0,445senh(0,657x) +0, 445cosh(0,657x)]
-[0,752sen(0,361y) - 0,381cos(0, 361y)
—0,381senh(0,713y) + 0,381 cosh(0, 713y)]

(2,1)

w(x,y) = [0, 9265sen(0,225x) — 0,219 cos(0, 225x)
—0,219senh(0,953x) + 0,219 cosh(0, 953x)]
'[0, 533sen(0, 703y) — 0,489 cos(0, 703y)
—0,489senh(0,766y) + 0,489 cosh(0, 766) |

(1.2)

w(X,y) = [O, 574sen(0,674x)—0,473cos(0,674x)
—0,473senh(0,819x) +0,473cosh(0,819x)]
-[0,851sen(0,348y) —0,303cos(0, 348y)
—0,303senh(0,977y)+0,303cosh(0,977 y)]

3.1

w(x, y) =[0,799sen(0, 446x) —0,348c0s(0, 446x)
—0,348senh(l,025x) +0,348cosh(l, 025x) |
. [0, 610sen(0,693y) —0,458cos(0,693y)
—0,458senh(0,923y) +0,458cosh(0,923y) ]

(2,2)

w(x,y) = [0, 545sen(0,886x) — 0,484 cos(0,886x)
—0,484senh(0,999x) + 0, 484 cosh(0,999x) |
. [0, 905sen(0,341y) —0,245c0s(0,341y)
—0,245senh(, 257y) + 0, 245cosh(l, 257 y)]

(4.1)
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Como segundo exemplo, considera-se uma placa engastada nas
extremidades x=0 e y=0; e simplesmente apoiada em x=a e y=Db
(E-E-A-A). Desta vez as dimensdes adotadas para a placa sdo a=15m,
b=10m e h=0,20m. Para o material, tem-se: M=5kN/m2, E=30GPa e
v=0,3. Na Tabela 7 sdo apresentadas as fungdes que descrevem 0s seis

primeiros modos de vibracdo e na Tabela 8 sdo apresentados os valores do
parametro de freqiéncia obtidos, para este caso, comparados com 0S
publicados por Leissa (1969).

Tabela 8 — Parametro de Frequéncia A = a)a%/m/D para placa do tipo E-E-A-A e

a/b=1,5
Sequéncia (m,n) Presente Leissa Diferenca
Modal ' trabalho &
1 (1,1) 44,895 44,893 0,005%
2 (2,1) 76,554 76,554 0,000%
3 1,2) 122,324 122,330 -0,005%
4 (3,1) 129,399 129,410 -0,008%
5 (2,2) 152,535 152,580 -0,030%
6 4,1) 202,654 202,660 -0,003%

Na Figura 11 estdo representados graficamente os modos de vibracao

obtidos para a placa engastada nas extremidades x=0 e y=0; e

simplesmente apoiada em x=a e y=b (E-E-A-A), considerada neste exemplo.

2.5.3.
Vibragao Livre

Seja inicialmente uma placa plana esbelta simplesmente apoiada. Se uma
excitacao inicial arbitraria for dada a esta placa, o movimento de vibragéo livre
resultante sera uma superposicdo dos modos de vibracdo desta placa.
Considerando a equacédo diferencial de movimento de placas com condi¢bes
iniciais quaisquer:

DV*w+ mw =0 (2.72)

a solucéo é dada por

w(X,y, ):iiwmn senwsen% (2.73)
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(2.1)

1.1

(4.1)

(3:1)
Figura 11 — Seis primeiros modos de vibra¢@o para uma placa engastada nas

(1.2)
(2.2)

VO/¥7220TS0 oN [enbia oedeayiia)d - o14-oONd

aey=b (E-E-AA

0; e simplesmente apoiada em X =

Oey=

extremidades X

onde cada modo satisfaz a equacgéo (2.72) e condi¢cdes de contorno (2.27).

diferencial

~

z

ém-se a equacéo

Substituindo a eq. (2.73) na eq. (2.72), obt
ordinaria no tempo que governa o movimento da placa em funcdo dos modos de

vibragéo:

(2.74)

0

MW, (t)+ Knn W, (1)

onde

(2.75)

A eg. (2.74) pode ser escrita na forma matricial como segue:
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[m]vi(t)+[k]w(t)=0 (2.76)

Para se obter a equacgéo diferencial para vibracéo livre amortecida basta

adicionar uma forca de amortecimento ao sistema. Esta for¢ca é considerada

proporcional a velocidade e pode ser expressa por

F=—-cw (2.77)

onde c é a constante de amortecimento ou coeficiente de amortecimento

viscoso e o sinal negativo indica que a forca de amortecimento age na direcédo
oposta a direcdo da velocidade. O coeficiente ¢ pode ser definido como

c=2Lom (2.78)

onde & é a relacdo entre o coeficiente de amortecimento viscoso C e o

coeficiente de amortecimento critico C .

O termo correspondente a forca de amortecimento pode ser escrito na

forma matricial como segue:
[c]w(t) (2.79)
Desta forma a eq. (2.76) se torna
[m]w(t)+[c]w(t)+[k]w(t)=0 (2.80)
A partir da eq. (2.80), pode-se obter n modos desacoplados no espaco,
desta forma pode ser utilizado o conceito de superposicdo como em qualquer
problema linear.
O sistema de equacdes da eq. (2.76), pode ser reduzido a um sistema de

equacOes diferenciais ordinarias. Este sistema reduzido esta representado na
eq. (2.81).

Xj:Xj+1 .
. j=135,... k=12,3,... (2.81)
X, 1=—a)k2Xj

J+
onde X; =w, (t), X, =W, (t).

Pode-se utilizar, por exemplo, 0 método de Runge-Kutta (Kreyszig, 1999;
Kreyszig et al, 1994; Boyce & Diprima, 1997) para se obter numericamente a
solugcdo da eq. (2.81), esta solucdo esta representada graficamente na Figura
12.

O sistema de equacbes diferenciais ordinarias para vibracdo livre

amortecida é obtido a partir da eq. (2.80) e esta representado na eq. (2.82).

Xj:xj+l .
. j=1,3,5,.. k=123.. (2.82)
X1 =—o X, —2é0, X,

]+
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0.0004 —

0.0002 —

0

-0 0.2 . 0:6

Amplitude w (m)

-0.0002 —

-0.0004 —

Figura 12 — Amplitude de vibracéo de uma placa em vibracao livre ndo-amortecida em

funcdo do tempo

Da mesma forma obtém-se a representacdo grafica da solucdo da eq.

(2.82) através do método de Runge-Kutta, como mostrado na Figura 13.

0.0004 —

0.0002 —

l ‘ ‘ l l l l l ‘ ‘ l l ey TS
”””““”'”””H!Hm fh

Amplitude w (m)

t(s)
-0.0002 —

-0.0004 —

Figura 13 — Amplitude de vibracao de uma placa em vibracéo livre amortecida em funcéo

do tempo

A resposta do sistema w; também pode ser determinada resolvendo

diretamente a eq. (2.76), encontrando uma solucdo que satisfaca a equacéo

diferencial. A solucéo da eq. (2.76) pode ser escrita como

W, (1) =W e (2.83)
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onde Wj €, em geral, uma variavel complexa que depende de @ e dos

parametros do sistema. Substituindo a eq. (2.83) na eq. (2.76), tem-se:
[(~e" My K ) [{W,} =0 (2.84)
onde |:(—a)2n_1mn +K,, )} € uma matriz diagonal.
Assim pode-se obter n equa¢des homogéneas. Pode-se que a eq. (2.84) é
satisfeita pela solucéao trivial Wj =0, o que implica que, neste caso, a vibracdo

da placa é nula. Para uma solucéo néo trivial, o determinante do coeficiente de

W, deve ser nulo:

det| (-, +ky, ) | =0 (2.85)
ou

ﬁﬁ(—a)zrﬁmn Ky ) =0 (2.86)

m=1 n=1

A eq. (2.86) é conhecida como equacado caracteristica porque a solucao
desta equacao resulta nas freqliéncias naturais da placa. As solucdes da eq.

(2.86) séo dadas por

2 2 7?
@2 =K _ s {m—+n—} b (2.87)

A solucado encontrada para a eq. (2.87) é idéntica a encontrada na sec¢ao

2.5.2.1 utilizando o método de Lévy.

2.5.4.
Vibragdo Forgada

Sera analisada agora a resposta dindmica de uma placa sob a acao de
uma forgca harmonica aplicada transversalmente ao plano da placa. A vibracdo
da placa é regida pela freqiéncia da excitacdo e a amplitude serd& maxima
quando esta frequéncia for igual a uma das freqiiéncias naturais da placa. O
método de resolucdo € analogo ao exposto anteriormente para vibracéo livre,
acrescentando-se a equacao diferencial de movimento da placa o termo néo-

homogéneo referente ao carregamento
DV*w+mw = p (2.88)
sendo p funcdode x, y et.

A obtencéo das equacdes de movimento a partir dos modos de vibracéo
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da placa é feita de maneira analoga a vibracao livre. Definindo p como sendo

p(x y,t)=P(x, y)e" (2.89)
e
P(x,y)=>.D F, sen %sen% (2.90)
m=1 n=1

onde o, € afrequéncia da excita¢éo e FOJ. € a amplitude do carregamento.

Aplicando o método de Galerkin a eq. (2.88), ou seja, multiplicando ambos

mzx Nz . ] ;
os lados por Sen—senTy e integrando de x=0 até a e y=0 até b,
a

obtém-se as equacdes de movimento de 22 ordem da placa simplesmente

apoiada e ndo-amortecida:

N it
MW, (1) + KW, (1) = Fyje (2.91)
onde
2
m? n?
kmn = 7Z'4D|:?+F:| (292)

A solucdo particular da eq. (2.91) pode ser escrita para 0 estado

permanente como sendo
W, () =W (2.93)
Substituindo a eq. (2.93) na eq. (2.91), obtém-se o sistema simplificado
[(~o "My + ke ) | (W} = { R (2.94)
onde [(—a)fzmmn + kmn)] € uma matriz diagonal.

A partir da eq. (2.94), pode-se definir a impedancia mecanica Z _ (w;)
como
Z, (o)=-0fm_ +k,, (2.95)
e escrever a eq. (2.94) como
[ Z(o)) W =F, (2.96)
Resolvendo a eq. (2.96), obtém-se
W=[z(e)] F, (2.97)

onde a inversa da matriz de impedancia é dada por

I:Zmn(a)f):I& :{m} (2.98)
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= _ 2
e fazendo k /M =w; tem-se

[Z,0(0)]" {;} (2.99)

~0; + o)
As egs. (2.99) e (2.97) levam a solucéo
) FOJ

w3

2 —a)f N a)f (2.100)

Finalmente substituindo a eq. (2.100) na eqg. (2.93), pode-se encontrar a
solucdo completa para W(t). A Figura 14 mostra o espectro de resposta
considerando os quatro primeiros modos de vibracdo. Os trechos onde o valor
da amplitude tende ao infinito correspondem aos picos de ressonéancia, ou seja,

a freqliéncia da excitacdo se iguala a freqiiéncia da placa.

o

200 400 600
Frequéncia da excitacapwf

Figura 14 — Espectro de resposta para o carregamento F(t) = F;seno;t para a placa

Amplitude W (m)

sem amortecimento

Ser4 analisada agora a resposta da placa sob vibragéo forcada amortecida

que pode ser obtida a partir da equacéo
M, W, (1) +Co W, + KW, (1) = Fy " (2.101)
A solucdo particular da eq. (2.101) também é harménica e pode ser
assumida como sendo

w, (1) =W,e"" (2.102)
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onde Wj € uma constante a ser determinada e representa a amplitude do

movimento harmdnico em estudo. Substituindo a eq. (2.102) na eq. (2.101),

tem-se
(@ M, i,y + K )W, } = {F ] (2.103)
Novamente obtém-se a matriz de impedancia do sistema amortecido
Z .(iw,), agora definida como
Z (io,)=-o!m  +io.c,, +k, (2.104)
Deste modo, a solucdo da eq. (2.103) pode ser escrita como
[ Z(io) W =F, (2.105)
e a eg. (2.105) pode ser resolvida para se obter
W =[Z(io,)] F, (2.106)

onde a inversa da matriz de impedéancia é dada por

1 1
[Zo(0)] =] —=—— (2.107)
—o;M,, +lo:C,, + kmn
E
=
(]
- —
=
=
S
<
| | |
0 200 400 600

Freqiiéncia da excitagéo o,
Figura 15 - Espectro de resposta para o carregamento F(t) = F;senw;t para a placa

amortecida
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p— 2 -
Fazendo k., /m  =w; c =250, tem-se

[ Z, (o2, )T { 1 } (2.108)

2 H 2
—w; + 28w;l0; + 0]

As egs. (2.99) e (2.97) levam a solucgéo

B
W, =—; : . (2.109)
—w; + 28w,l0; + 0]

A Figura 15 mostra o espectro de resposta para a placa amortecida. Pode-
se notar claramente os picos de ressonéancia relativos as quatro primeiras
freqléncias da placa.

Para se obter a resposta do sistema em funcdo do tempo a eq. (2.101)
pode ser transformada em um sistema de equacdes diferenciais ordinarias com
quatro equacdes, considerando apenas o0s dois primeiros modos de vibracdo. A
eg. (2.110) mostra este sistema para a placa em vibragdo forcada e sem
amortecimento.

Xj = Xj+1 )
. j=135,... k=12,3,... (2.110)
X1 =—of X, +Fy senaoot

A solucdo da eq. (2.110) através do método de Runge-Kutta permite obter
a amplitude do movimento harménico resultante. Pode-se perceber claramente
na Figura 16 que o movimento estd em ressonancia, pois a amplitude cresce

indefinidamente com o tempo.

Amplitude W (m)

ﬁAAAAA
; VMVV%%M$6

Figura 16 - Amplitude de vibragdo de uma placa em vibracdo forcada ndo-amortecida em

funcdo do tempo
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O sistema de equacdes diferenciais ordinarias para vibracdo forcada

amortecida é dado por

X. = X. ]
. j=135,.. k=123,.. (2.111)
Xia = -’ X - 28w, X, + Fy sen ot

Novamente a solugdo destas equacgdes através do método de Runge-Kutta
fornece a amplitude do movimento da placa em fungdo do tempo. A
representagdo grafica deste movimento pode ser vista na Figura 17. O
amortecimento na placa faz com que a amplitude da vibracdo estabilize em um

valor constante na fase permanente do movimento.

-..,.,.,‘,‘,q’n’r’mHHHHUHHIHHHH
e

Figura 17 — Amplitude de vibracéo de uma placa em vibracéo forcada amortecida em

Amplitude W (m)

funcdo do tempo
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