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Fundamentos Teéricos

Todos os elementos estruturais correspondem a dominios tridimensionais,
mas podem ter sua formulacdo simplificada quando se introduzem algumas
hipéteses, tais como:

a. fibras paralelas ao plano médio se alongam ou se encurtam;

b. fibras normais ao plano médio da pegca permanecem retas e normais a tal
plano apds a deformagao;

c. fibras normais ao plano médio ndo sobrem alongamento.

Estas hipoteses podem resultar em uma modelagem bidimensional, ou
mesmo unidimensional.

Quando forgas s@o aplicadas em uma chapa fina em seu préprio plano, o
estado de tensdo e deformacdo na chapa pode ser considerado plano de tensdo
(plane stress). Neste caso, somente as dimensdes do plano da chapa sdo
necessdrias para as andlises. Por outro lado, um longo sélido prismético, ou ainda
um solido prismético contido nas extremidades, sujeito a uma condi¢do constante
de carregamento normal no eixo pode ser analisado como uma sucessdo de fatias
bidimensionais de espessura unitdria. Este problema € identificado como plano de
deformacdes (plane strain). Os estados axissimétricos correspondem a situagdes
que podem ser consideradas como bidimensionais, para efeitos de andlise, pois as
varidveis de interesse sdo funcdes apenas de duas coordenadas, radial e axial.

Neste capitulo, sdo apresentadas as equacdes bdsicas da Teoria da
Elasticidade. O Estado Plano de Tensao — EPT, o Estado Plano de Deformacgao —
EPD e o Estado Axissimétrico sdo discutidos em detalhes. O MEF e Rayleigh-

Ritz aplicados a tais problemas também sdo discutidos.

2.1.
Equacoes Basicas

Quase todos os materiais usados na Engenharia apresentam, até um certo

grau de solicitacdo, a propriedade da elasticidade. Se as forcas externas que
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produzem deformacdo ndo excederem certo limite, a deformacdo desaparece
quando as forgas cessam de atuar (Timoshenko e Goodier, 1970).

Na Figura 2-1 representa-se um elemento infinitesimal em coordenadas
cartesianas, onde os lados sdao de comprimento dx, dy e dz. Tensdes normais e
cisalhantes s@o indicadas por setas nas faces do elemento. As tensdes normais sdo
oy, Oy € 07; € as tensOes cisalhantes sdo 7, 7y, € assim por diante, equacdo 2-1. Na
auséncia de momentos distribuidos, através do equilibrio do elemento, as

seguintes relacdes entre as tensdes cisalhantes sdo estabelecidas:
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Figura 2-1 — Tensdes em um elemento infinitesimal.

Relacionadas com as tensdes indicadas na Figura 2-1 t€m-se as deformacdes

lineares (ey, &, € €;) € angulares ()., 7. € assim por diante), dadas pela equagdo 2-2:

ou v ow
£ =—:; £, =) £ =—
Yox Y dy 7 oz
2-2
P9y ox T o9z a9y T oox 9 T

onde u, v e w correspondem as componentes do campo de deslocamento ao longo
das direcdes cartesianas x, y € z, respectivamente.
Podem-se representar as seis tensdes independentes e suas correspondentes

deformacdes como vetores, equagao 2-3:
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2-3

Pode ser considerado como estado bidimensional de tensdo o indicado na

Figura 2-2, o elemento infinitesimal de tamanho dx por dy com tensdes normais oy

e oy, agindo nas dire¢Oes x e y, respectivamente. Tém-se, ainda, as tensdes de

cisalhamento z,,, no qual age na borda x e na direcdo y, que € acompanhado por

uma tensdo de cisalhamento complementar z,,, agindo na borda y e na direcao x.

—
I 7,
[ dy i 0,
e e —
Tey dx ——
¥ ~——

X

Figura 2-2 — Tensdes bidimensionais. (Weaver e Johnston, 1984)

Para este estado plano de tensGes pode-se organizar os trés

independentes de tensdo em forma matricial, como segue:

Xy

tipos

2-4

As deformagdes, &, e ¢, sdo deformagdes lineares nas diregdes x e Yy,

respectivamente, e y,, € a deformagdo cisalhante ou angular. Estas deformagdes

estdo relacionadas com tensdes normais e tensdo de cisalhamento. Sao
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apresentadas, ainda, as relagdes entre deformacdo-deslocamento expressando as
deformacgdes em funcdo das componentes do campo de deslocamento, u e v. As

deformacdes podem ser escritas em forma matricial, equagao 2-5:

¢=Lu 2-5
onde
_i _
ox
L={0 — 2-6
dy
9 9
| dy Ox |
e
u= " 2-7
%

Define-se o estado plano de tensdo quando as tensdes segundo um dos eixos
sdo despreziveis perante as restantes (que agem em um plano normal a este eixo),
isto é, podem ser consideradas nulas. Fisicamente, tal estado ocorre em uma chapa
fina, com apoios e carregamentos no préprio plano de definicio da chapa,
conforme mostra esquematicamente a Figura 2-3.

Os eixos x e y de uma chapa devem estar dispostos de tal modo que
coincidam com o plano médio da chapa. O eixo z deverd ser normal a tal plano.
Assim, o movimento dos pontos do plano médio da chapa estard restrito a
deslocamentos no préprio plano, sendo estes funcdes dependentes apenas de x e y.

Conseqiientemente, as componentes de tensdes também ndo terdo seus
valores alterados na espessura, ou seja, serdo fungdes de x e y. Como a chapa nio
estd carregada transversalmente, as tensdes na superficie na dire¢do z sdo nulas e,
sendo a chapa fina, poderdo ser assumidos como nulas em toda ela. Poderd, no
entanto, pelo efeito do coeficiente de Poisson, ocorrer deformacio na direcao z.

Com isso tem-se que:

c.=7,=7,=0;y.=7.=0;¢€ %0 2-8
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Figura 2-3 — Estado plano de tensdo.
Escrevendo as deformagdes em termos de tensdes, introduzindo o médulo

de elasticidade longitudinal, E, e o coeficiente de Poisson, v, obtem-se as

equacoes 2-9, 2-10,2-11 e 2-12:

£, =—(O'X —VO'y) 2-9
) :l(—"aﬁ%) 2-10

‘ E
Vs _éfxv = 2(1;1/)7@, 2-11
2 :—%(0} +0'y) 2-12

Invertendo-se as relacdes anteriores, obtem-se as equacgdes 2-13, 2-14 e

2-15:

E
o, =1—v2 (8X+V8y) 2-13
o, = —7 (VSX +€y) 2-14
E EA
Txy = 7xy = 2 7xy 2—15
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Pode-se escrever a relacdo deformacio-tensdo em forma matricial como

mostra a equagéo 2-16:

e=Co 2-16
onde
I -v 0
C:i -v 1 0 2-17
E
0 0 201+v)
Para a relacdo inversa tem-se
c=Ee 2-18
ou
o, L v 0 ||e,
E
o, = ~lv 1 0 £, 2-19
o] 7o o 2y
xy 2 Xy
tal que
I v O
a E
E:C :1 5 1% 1 0 2-20
-V
0 0 A

a matriz E é a matriz constitutiva e representa a relagdo tensdo-deformacéo para o
estado plano de tensao.

O estado plano de deformacdo é definido quando as deformagdes segundo
um dos eixos podem ser consideradas nulas. Fisicamente, tal estado ocorre em
estruturas alongadas em uma direcdo, com carregamentos atuantes nas demais

dire¢cdes, que ndo variam na direcdo longitudinal, como mostrado na Figura 2-4.

my 2x= 0

Figura 2-4 — Estado Plano de Deformacao.
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O eixo z deve coincidir com a dire¢cdo de maior comprimento, fazendo com
que o movimento dos pontos do plano normal a z esteja restrito a deslocamentos
no proéprio plano, sendo estes func¢des de x e y.

Conseqiientemente, as componentes de tensdes também ndo terdo seus
valores alterados ao longo de z, ou seja, serdo fun¢des apenas dependentes de x e
y. Nota-se que a tensdo normal na dire¢do z ndo € nula, pelo efeito de Poisson,
equacdo 2-21:

£=7.=7.=0;7_=7,=0;0_#0 2-21

As deformacgdes sdo escritas em termos de tensdes na forma

£ = l(O'x -Vo, — VO'Z) 2-22
E J
g,=l(—va +0',+va,) 2-23
y E x Y z
Vi = 2(1+V)TW 2-24
2 E )
E. :l(—vo; -vo, +a,):0 2-25
Da Eq. 2-25 decorre que
oF =V(0'x+0'y) 2-26

Como o; € linearmente dependente de o, e oy, substitui-se o, em ¢, € em &,,

obtendo-se
£, = HTV [1-v)o, - Vo, ] 2-27
€, = 1y [-vo, +(1- v)o, ] 2-28

Como foi feito anteriormente, pode-se obter as tensdes oy, gy € 7., €m termos

das deformacdes correspondentes como segue:

E
c =—————|1-v)e +ve, -
' (1+v)(1—2v)[( Je. +ve, | 229
E
c, =— - ——|ve +{1-v)e -
E
T = Y 2-31

Y 2(1+v)
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chegando-se ao operador tensdao-deformacao

| 1-v —-v O
C:i -v 1-v 0
E
0 0o 2
c
£ 1-v v 0
E=C'=———" | v 1-v 0
(1+v)(1-2v) 0 0 =
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Problemas axissimétricos sdo similares ao estado plano de deformacgido

expresso em coordenadas cilindricas. Neste caso, existe um eixo (eixo z) de

simetria axial do corpo, conforme mostra esquematicamente a Figura 2-5.

M2
AT TN
M |

i
\\__,_,__‘-/ r

Figura 2-5 — Problemas Axissimétricos.

N

Um so6lido axissimétrico é definido como um corpo tridimensional que é

desenvolvido pela rotagcdo da secio plana sobre o eixo central (Weaver e Johnston,

1984).

Coordenadas cilindricas r, z, e 6 fornecem um quadro apropriado de

referéncia, como indicado na Figura 2-6. Supde-se que o corpo € axissimétrico

com respeito ao eixo z. Este elemento pode ter vdrias formas de secdes

transversais, mas, se as cargas sdo axissimétricas, pode-se analisar o anel usando

somente uma representacao de se¢do bidimensional.
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05, €

Figura 2-6 — Elemento Axissimétrico. (Weaver e Johnston, 1984).

Para alguns pontos na secdo transversal de um anel axissimetricamente
carregado os deslocamentos genéricos sdo
u= 2-34
v
Translagdes u e v ocorrem nas direcdes r e z, respectivamente, como
indicado na Figura 2-6. Para este caso a translacio w na direcdo 6 e as
deformacdes cisalhantes sdo nulas. Ainda sdo indicados os quatro tipos de

deformacdes diferentes nao nulas, que podem ser organizadas na forma

e=le, e ¢, 7.l 2-35
As relacdes entre estas deformacdes e os deslocamentos genéricos sdo dadas
por
Ju
E =— 2—36
"oor
v
, == 2-37
z aZ
89:27z(r+u)—27z7’:ﬁ )38
27r r
ou dv
=t 2-39
7&, aZ ar

que levam ao operador diferencial
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2
or 5
0 —_
L= % 2-40
- 0
’
9 9
Ldz or ]
As quatro tensdes relacionadas com as deformagdes do problema 1
o=lo, 0. o, 7.] 2-41

A relagdo tensdo-deslocamento pode ser expressa em forma matricial. Com
6 como direcdo principal, o operador E da equagéo 2-18 é dado por:

e, v v O
E |V e v O

= 2-42
I+v)e,|v v e 0
0 0 0 e
onde,
e, =1-v 2-43
e, =1-2v 2-44
e, =2 2-45
2
2.3.

Método dos Elementos Finitos

Em Engenharia de Estruturas, o Método dos Elementos Finitos tem sido
empregado como uma ferramenta numérica visando-se a determinag@o do estado
de tensdo e deformacdo de um sélido de qualquer geometria. Quando existe a
necessidade de projetar uma estrutura, é habitual proceder-se a uma sucessao de
andlises e modificacdes das suas caracteristicas, com o objetivo de alcancar uma
solugdo satisfatdria, quer em termos econdmicos, quer na verificagdo de pré-
requisitos funcionais e regulamentares.

Com o grande desenvolvimento que o MEF teve na década de 60 e com a
banalizagcdo do recurso ao computador, passou a ser pritica corrente a andlise de
estruturas de geometria arbitrdria, constituidas por miltiplos materiais e sujeitas a

qualquer tipo de carregamento.
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O MEF consiste ndo apenas em transformar o sélido continuo em uma
associacdo de elementos discretos e escrever as equacdes de compatibilidade e
equilibrio entre eles, mas também em admitir fun¢gdes continuas que representem,
por exemplo, o campo de deslocamentos no dominio de um elemento. Este
enfoque caracteriza o método puro de deslocamentos, assumido neste trabalho; ha
diversas outras formas que buscam interpolar outras varidveis, gerando métodos
baseados em tensdes e mistos. A partir dai, pode-se obter as deformacgdes
correspondentes que, com uso das relacdes constitutivas do material, permitem
definir as tensdes em todo o elemento. Este estado de tensdes € transformado em
esforcos internos que t€m de estar em equilibrio com as ac¢des externas. Esta
formulagdo corresponde ao método de Rayleigh-Ritz que se baseia na
minimizacdo da energia potencial do sistema, escrita em funcdo de um campo
predefinido de deslocamentos (métodos dos deslocamentos).

O método dos elementos finitos teve sua formulacdo estabelecida da forma
como hoje € conhecida com a publicacdo do trabalho de Turner, Clough, Martin e
Topp, em 1956 (Assan, 2003).

O método de Rayleigh-Ritz se iniciou em 1870 com estudos de problemas
de vibragdo por Lord Rayleigh. Ele usou um campo de aproximacido que
contivesse um Uunico grau de liberdade. Em 1890, Ritz generalizou o método
construindo um campo de aproximacdo com diversas funcdes, cada uma
satisfazendo as condicdes de contorno, e cada uma associada a um grau de
liberdade. Ritz aplicou o método a problemas de equilibrio e a problemas de
autovalores.

O método dos elementos finitos comumente utilizado é baseado no método
de Rayleigh-Ritz e prevé a divisdo do dominio de integracdo, continuo, em um
ndmero finito de pequenas regides denominadas elementos finitos, transformando
o problema continuo em um problema discreto. Os deslocamentos em qualquer
ponto do elemento continuo sdo escritos em termos de um ndmero finito de
deslocamentos nos pontos nodais, através de funcdes aproximadoras apropriadas.

Se o campo de deslocamentos é descrito por fungdes aproximadoras e o
principio da minima energia potencial € empregado, as incdgnitas sdo as
componentes dos deslocamentos nodais e tem-se a versdo em deslocamentos do

MEF (método da rigidez direta).
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Se o campo de tensdes ou esforcos internos € representado por funcdes
aproximadoras as incégnitas sdo tensdes ou esforcos internos nodais e obtém-se o
MEF em forma de forcas (método da flexibilidade), sendo af utilizado o principio
da minima energia complementar.

E possivel generalizar a formulacio do MEF a partir da forma geral do
funcional que representa a energia potencial total.

Se u representa o vetor que contém as fungdes aproximadoras das
componentes dos deslocamentos para cada elemento, caso o problema estudado é

formado por elementos que tém deslocamentos apenas no seu plano, como mostra

. ~ T .
a Figura 2-7a, entdo: u={u v} ; se houver deslocamentos transversais ao seu

plano, entdo: u={u v w} conforme a Figura 2-7b e Figura 2-7c.

z(w)
e iy
x(uw)
a) b) c)

Figura 2-7 — Elementos Finitos: a) de chapa; b) de placa; c) de casca.

A generalizacdo de um elemento bidimensional com n nds é simples. Duas
relagdes, uma para a geometria do elemento e outra para os deslocamentos do
elemento, sdo requeridos.

Em muitos problemas préticos de estruturas, em particular na Engenharia
Civil, os elementos de estado plano se ligam a elementos sofrendo flexdo, que
requerem graus de liberdade de rotacdo. Para que haja total compatibilidade dos
deslocamentos nodais, interessa estudar elementos planos (chapas) em que haja

graus de liberdade de rotagao.
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