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Formulacao geral

No estudo do comportamento dindmico de estruturas um dos objetivos
basicos € a determinacdo do conjunto de posicdes que as estruturas ocupam no
espaco durante um intervalo de tempo. No caso de estruturas continuas que
apresentam, portanto, um ndmero infinito de graus de liberdade, as expressoes
matemadticas que definem os deslocamentos dinamicos sdo chamadas de equagdes
diferenciais parciais de movimento da estrutura, e sua solu¢cdo fornece este
histérico no conjunto espago-tempo.

De acordo com Clough e Penzien (1975) a formulacdo das equacdes de
movimento € uma das fases mais importantes no procedimento de andlise
dindmico-estrutural e, em muitos casos, a mais dificil. Em geral existem trés
métodos para a formulagcdo dessas equacdes: o principio d’Alembert, o principio
dos deslocamentos virtuais e o principio de Hamilton. O primeiro € o método mais
direto e estabelece o equilibrio dindmico das for¢as atuantes sobre um sistema.
Em sistemas complexos, este equilibrio vetorial dindmico pode ser invidvel e
métodos de energia simplificam e viabilizam esta tarefa.

No principio dos trabalhos virtuais as forcas atuantes sobre o sistema sao
avaliadas explicitamente enquanto que as equagdes de movimento sdo derivadas
por consideracdes do trabalho realizado durante a aplicacdo de deslocamentos
virtuais compativeis. O principio de Hamilton, por outro lado, ¢ uma formulacdo
alternativa em que os efeitos das forcas atuantes sobre o sistema (e nao
diretamente estas) sdo levados em conta por meio de variacdes de energia cinética
e potencial.

Essas trés metodologias sdo completamente equivalentes e resultam em
equagdes idénticas para um mesmo sistema eldstico. A escolha dentre elas
depende em grande parte da natureza do sistema sob consideracdo (Clough e
Penzien, 1975). Face a nao-linearidade e as propriedades das estruturas a serem

z

estudadas é utilizado, nesse trabalho, o Principio de Hamilton e, a partir das
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técnicas variacionais, as equagdes de movimento serdo entdo obtidas,
primeiramente para vigas e depois para porticos.

2.1.
Principio de Hamilton

Como ja mencionado, uma metodologia para se contornar os problemas no
estabelecimento de equagdes de equilibrio vetoriais € a de se fazer uso de balanco
de quantidades de energia, numa formulagdo variacional. O Principio de Hamilton
prescreve, em linhas gerais, que a variagdo da energia cinética e potencial mais a
variacdo do trabalho realizado pelas forcas ndo conservativas durante qualquer
intervalo de tempo de #; a #, deve ser nula. Isso matematicamente pode ser
eXpresso por:

[" o -myar+[" 6w, di=0, 2-1)

onde 0 é o simbolo utilizado para representar a variagdo das quantidades a sua
direita, T € a energia cinética, /7 a energia potencial total e W, o trabalho

realizado por for¢as ndo conservativas.

2.2.
Formulacao para vigas

A seguir apresenta-se a formulacdo para vigas esbeltas (desprezam-se,
portanto, as deformagdes provenientes dos esforcos cizalhantes), eldsticas,
isotrépicas e homogéneas. A formulacdo aqui utilizada se baseia na formulagdo
Lagrangeana total. Nao h4 restricdo dos apoios ao deslocamento das vigas na
direcdo axial. Considera-se também que as deformacdes axiais sao insignificantes
quando comparadas as deformagdes transversais e serdo, portanto, desprezadas.
Assim, a energia cinética para uma viga de comprimento L e drea de secdo

transversal A € dada por:
T_Eij0 widx (2-2)
onde p é a massa especifica da viga, w o deslocamento transversal e x a
coordenada do eixo axial da viga. A energia potencial total é expressa por:
n=U+V, (2-3)

onde U é a parcela dada pela energia interna de deformacdo eldstica e V o

potencial das cargas externas atuantes sobre a estrutura.
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Como as deformacdes axiais sdo desprezadas, somente se considera a

parcela de energia interna devido a flexao da viga. Tem-se desse modo:
_1 Lo
U —EEIIO 7dx (2-4)

onde y € a mudanca de curvatura da linha neutra, £ o médulo de elasticidade e 1 o
momento de inércia da secao transversal.

Para obtencdo da expressdo para a mudanca de curvatura, um elemento
diferencial da linha neutra da viga é isolado. Este elemento estd inicialmente
paralelo ao eixo x, na posi¢do x e z, apresentado na Figura 2-1.

Apods a flexdo da viga, o elemento sofre uma deformag¢do no plano xz e
apresenta um comprimento ds € ocupa a posi¢do (x*z*) descrita pelas seguintes

relacoes:
X =x+u; (2-5)

*

z =z+w, (2-6)

onde u e w sdao os deslocamentos axiais e transversais respectivamente.

Diferenciando-se as equagdes (2-5) e(2-6) em relacdo a x, tem-se:

&g 2-7)
dx dx
di _aw (2-8)
dx dx

Como conseqiiéncia da hipétese de serem despreziveis as deformacgdes

axiais, tem-se que dx € igual a ds. Da Figura 2-1 retiram-se as seguintes relagdes

geométricas:
—d7z’ dw (2-9)
sen = = =—w
( ﬁO ) dS dx WX
Logo:
B, = arcsen (— w, ) (2-10)

O angulo ) nessas expressdes representa o angulo entre a linha neutra da
viga nas configuragdes indeformada e deformada. A mudanca de curvatura € dada

por:

2 =By =larcsen (~w, )| =-w (1-w2)" (2-11)

X
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ZA

dx*
X*
u
dz* \ /ﬁ
X dx - -
\ | ds '
Z*
z
|
X

Figura 2-1 Elemento diferencial da viga antes e apés a deformacéo

Considerando-se a dltima parte da eq. (2-11) como produto de duas funcdes
e expandindo a segunda em série de Taylor até os termos de segunda ordem,

chega-se a seguinte expressao para a mudanca de curvatura:
I
X=E-w, 1+5w,x (2-12)

A aproximacdo obtida pela expressdo (2-12) € substituida na eq. (2-4),

resultando na seguinte expressdo para a energia de deformacdo interna:

U

n

1 L 2 2 2 1 2 4
EEIIO (w,xx W, w, +ZW’” w, jdx (2-13)

O uso desta expressao nado-linear em alguns trabalhos anteriores (Andrade,
1993; Sampaio, 2004; Serebrenick, 2004) demonstrou que ela é suficientemente
precisa para descrever adequadamente o comportamento ndo-linear de estruturas
com grandes deslocamentos.

Os sistemas for¢ados aqui estudados consideram a acdo de uma carga
harmoénica com a mesma freqiiéncia @ do sistema e amplitude X, e admitindo-se

sua forma como co-senoidal, tem-se:
P(t)=X,cos(wt) (2-14)

O trabalho realizado por esta for¢a pode ser escrito como:
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W= P(t)wdx (2-15)

As equagdes (2-14) e (2-15) sdo combinadas e o potencial das cargas

externas € descrito do seguinte modo:
L
V=—W=—j0 X, cos (1) wdx (2-16)

O amortecimento considerado neste estudo é assumido de tal forma que as
forcas de amortecimento que surgem sejam proporcionais ao moédulo da
velocidade, tendo ¢ como constante de proporcionalidade, chamada constante de
amortecimento. Este tipo de amortecimento é conhecido como amortecimento
viscoso. De acordo com Paz (1997), ainda que algumas caracteristicas dissipativas
dos sistemas reais ndo sejam capturadas por esse modelo de amortecimento, em
muitos casos o mecanismo de dissipacdo é aproximadamente viscoso. Além disso,

esta abordagem leva a uma andlise matematica relativamente simples. O trabalho

realizado por essa for¢a de amortecimento € dado por:
— 1 L 2
W —Ecjo w, " dx (2-17)
Substituindo-se as expressoes (2-2), (2-13), (2-16) e (2-17) na eq. (2-1)
chega-se ao Lagrangeano para a viga:
el 2 1 2 | 2. 4
L,= .[0 {EpAwJ _EEI[W.M tw w, +ZW’” w, j
(2-18)

+ X, cos (wt) w+%c wytz}dx

O funcional de energia ndo-linear J para a viga tem a seguinte forma:
L
J:J-rl .[0 Lg(W,W,X,W!xx,WJ,x,l)dxdt (2-19)

Aplicando-se as técnicas variacionais, obtém-se a seguinte equacdo de
Euler-Lagrange:

oL, _ 9L, 9oL, 9 AL _
ow Oxow, Oiow, or ow. (2-20)

Substituindo (2-18) em (2-20) e efetuando as respectivas derivagdes chega-
se a equacao de movimento da viga:

PAw, +cew, +EIw  +EI (W,X; + w,xzw,m +adw ow w (2-21)

XXXX
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|
+—w . w +—w

3
2 5 X S XX 4 S X W,XXXX + 2W,X W,XX W,XXX) = XO COS (a)t )

A fim de tornar mais fécil a andlise do problema e mais eficiente o estudo
paramétrico, a eq. (2-21) serd adimensionalizada. As varidveis independentes
serdo alteradas pela inclusao dos seguintes parametros:

X7
(= o (2-22)
T=wt, (2-23)
onde ¢ é o parametro adimensional da coordenada axial x € 7 o pardmetro
adimensional da coordenada temporal ¢. O deslocamento transversal é escrito na

forma adimensional da seguinte maneira:
wo=—, (2-24)

onde h € altura da secdo transversal da viga. Outro parametro inserido € 7,
definido como :
2
Th
=== 2-25
n ( I j (2-25)

A primeira freqiiéncia natural de uma viga biapoiada, £2 e o parametro

adimensional de freqiiéncia, &, sao dados por:

4
0= %; (2-26)
D
(0]
a=2 2.27)
o (

Além desses, o pardmetro adimensional de amortecimento f, é definido
como:

28w,

F="a

; (2-28)

onde ap é a primeira freqiiéncia natural do sistema linearizado e & é o fator de

amortecimento definido por:
§=— (2-29)

onde c., € a constante de amortecimento critico expressa pela seguinte expressao:
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¢, =2pAa, (2-30)

O dltimo parametro inserido é o que se relaciona a amplitude da carga
harménica aplicada, X ;

. X,

0= m (2-31)

Inserindo-se os parametros dados pelas equacgdes de (2-22) a (2-31) na
eq.(2-21) e efetuando-se as simplificacdes necessdrias, chega-se a equacdo de
movimento para a viga na sua forma adimensional:

0{4w*,ﬂ + az,b’w*,f +w*,§g§g +n (w*,§g3 + w*,gzw*,gggg
* * * ) 2 3 * 2 3 1 * 4 %
+a4w cw gw o)+ 1 EW LWL +ZW Nl (N1144 (2-32)

+ 2w*.§3w*.;§w*,§;§)= X, cos(7)

2.3.
Formulacao para porticos

Considera-se neste trabalho poérticos planos, eldsticos, isotrépicos e
homogéneos sujeitos a vibracdes de grande amplitude. As alteracdes mais
relevantes na derivagdo das equagdes de movimento para porticos em relagdo a
formulacao obtida para vigas resultam da inclus@o das deformacgdes axiais para
barras de porticos. Esta inclusdo somada a nao-linearidade do problema faz surgir
os acoplamentos entre deslocamentos transversais e axiais, o que leva a um
sistema acoplado de equagdes diferenciais parciais ndo-lineares. A deriva¢do da
equacgdo diferencial de movimento para cada barra de portico pode ser obtida a
partir de uma formulagdo para viga-coluna, como o da Figura 2-2.

A energia cinética de um elemento de uma viga-coluna de comprimento L é

expressa por:
1 L( 5 2
T=2pA], (> +w?)dx (2-33)

A energia de deformagdo interna € formada pela contribuicdo devida a

flexdo e a deformagdo axial dos elementos, sendo matematicamente expressa por:
1
U= IOL (EAe® + EIy?) dx (2-34)

onde € é a deformacdo axial e ¥ a mudanca de curvatura da viga-coluna. As

relagdes cinematicas para estas quantidades podem ser determinadas
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geometricamente com ajuda mais uma vez da Figura 2-1. Do tridngulo retangulo

formado pelos lados ds, dx* e dz* e pelo teorema de Pitdgoras, tem-se:

ds* =dx” +dz” (2-35)

Dividindo-se a eq. (2-35) por d¥* e usando as expressoes (2-7) e (2-8),

chega-se a:
2 2 2
ds :1+2ﬂ+ du + aw =142u +u’x+ws (2-36)
dx dx \dx dx ’

Sendo a deformacao axial expressa por:

p=dsdx _ds (2-37)
dx dx

Pode-se escrever:

grlg-l [éjz—l 2-38
27 2| \dx (2-38)

Como os problemas aqui estudados se limitam aqueles submetidos somente

a pequenas deformagdes, de (2-36) tem-se:

£= l{(ﬁj - 1} —u, +%(u2,x +w.) (2-39)

21 \dx

A relagdo cinemadtica para a mudancga de curvatura pode ser obtida de forma

equivalente a eq. (2-9) para vigas, ou seja:

—d7  —d7 dx
tan = = 2-40
(B)=— == (2-40)
Utilizando-se as equagdes (2-7) e (2-8), obtém-se:
w
tan =——2 -
(B)=- . (2-41)

Logo:

x=8), = {arctan( — 11! ﬂ (2-42)

Ap6s a derivacao, tem-se:

2= (1w )=woa J[(1+u P +w 2] (2-43)
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Considerando-se o lado direito da eq. (2-43) como produto de duas fungdes
e expandido-se a segunda em série de Taylor até termos de segunda ordem, tem-se

para a curvatura a seguinte expressao:

X=E-W,, (1+ u,+ uyx2 - wyx2 - uyxwyx2 + 3u!x3 )
(2-44)
—u,, (— w.+2w u, — vgx3 - 3wyxuyx2 )

A substituicdo das relacdes (2-39) e (2-44) na eq. (2-34) resulta na
expressao da energia de deformagao interna para uma viga-coluna.

Na avaliacdo do potencial das cargas externas deve-se acrescentar ao
trabalho realizado pela forca harmonica, dado pela eq. (2-15), o trabalho realizado
por uma carga estdtica axial P de compressao sobre o encurtamento A da viga-

coluna, resultando em:
L
W:J-O P(t)wdx+PA (2-45)

Um elemento tipico de viga-coluna sob acdo dessas forcas pode ser visto na

Figura 2-2. Tem-se entdo que o encurtamento A é expresso por:

L
A= edx (2-46)

X, U

——

o
-

%

A
-

Bs)
4>

Figura 2-2 Elemento de viga-coluna sob agéo de carregamento axial e transversal
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Logo, das equacdes (2-14),(2-39), (2-45) e (2-46), escreve-se o potencial das

cargas externas V como:
L L, 2
V=-W==[ 1 X, cos (@) w+ P uyx+§(u crwie)| bax (2-47)

O trabalho realizado pela forca de amortecimento viscoso € agora dado por:
LT 2
W, =el; (2 +w,?) dx (2-48)
Substituindo-se as expressdes (2-33), (2-34), (2-47) e (2-48) na eq. (2-1)
chega-se a:
2
_ L 1 2 2 _ 1 1 2 2
L,= .[0 {EpA(uJ +w, ) EEA {“,x +E(u x T w x):|
—lEI[— W (1+ u,+ u,x2 - W,x2 - u,xw,x2 + 3u’x3 )
2 (2-49)

—u,, (— w,+2w. u, — va3 — 3W’xu’x2 )]2 + P{u'x +%(u2,x +w?, )}
+ X, cos (wt) w+%c(uJ2 + w!,2 )2 }dx

Tem-se assim para uma viga-coluna um funcional de energia ndo linear do

tipo:

oUW, x,t) dxdt (2-50)

W, W W

LXx

t oL (
J = . IO Lg u,u,,u

Aplicando-se as técnicas variacionais, obtém-se as seguintes equacdes de
Euler-Lagrange:
aLg_iaLg_iaLngaz oL, _
ou Oxou, Otdu, Ox’du,

03 (2-51)

o, o3, 23, 0 A
ow dxow, 3w, o dw. (2-52)

Ja que o desenvolvimento dessas equacdes contém muitos termos, uma
forma de apresenté-las, de modo a facilitar sua visualizacdo, é separar os seus
termos de acordo com a ordem de ndo-linearidade. Para tal far-se-4 uso dos
simbolos T;; para estes termos onde i faz referéncia a equacdo, assim i=/ se refere
a eq. (2-51) e i=2 refere-se a eq. (2-52). O indice j refere-se a ordem da nao-

linearidade dos termos, assim j=0 se refere aos termos constantes, j=/ aos termos
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lineares, j=2 aos termos com nao-linearidade quadrética e assim por diante. Desse

modo sdo reescritas as equacoes (2-51) e (2-52) na forma:

Ly +T o+ T3+ T+ s+ T o+ T, =T (2-53)

T, +T,,+T,,+T1, ,+T,,+T,,+T,, =T, ,, (2-54)
onde os Termos 7;; sdo apresentados por conveniéncia no Apéndice A.

Para a obtencdo da forma adimensional das equagdes (2-53) e (2-54) serdo
utilizados os mesmos parametros do procedimento de adimensionalizacdo de
vigas descritos pelas expressodes (2-22) a (2-31), com a excecdo do parametro 7,
que agora serd descrito por:

_7h

) 2-55
3 (2-55)
e pela inser¢ao de novos pardmetros como A definido como:

P

A=—, -

P, (2-56)

onde:
Elx’
P=" (2-57)

€ a carga critica de uma coluna biapoiada com as mesmas propriedades
geométricas e de material que a viga-coluna. Um outro pardmetro adimensional
utilizado é:
LZ
K=——, (2-58)
r'z

onde r € o raio de giracdo da se¢do transversal expresso por:
r=.— (2-59)

Define-se P* como a razdo entre a rigidez axial do poértico e P,,.

. EA
P =— -
P (2-60)
Além disso, o deslocamento axial adimensional, u* €:
% u
u == 2-61
, (2-61)

ApOs a insercdo destes parametros nos termos das equagdes (2-53) e (2-54)

chega-se a sua forma adimensional:
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Ly +0T, + T+ 0 T+ T + 0T, =Ty (2-62)
TZI + 77T2*:2 + 772T2T3 + 773T2*:4 + 774T2f5 + 775T2T6 + 776T2*:7 = Tzfo ) (2-63)

onde os termos 7 ;; sdo os equivalentes adimensionais dos termos T;; e sdo

também apresentados no Apéndice A.
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