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3
FIL para légica de primeira ordem

Neste capitulo apresentamos o sistema FIL para légica de primeira
ordem. Chamaremos esse sistema ‘FIL1" e provaremos a correcao, completude e
eliminagao do corte. Usaremos o estilo notacional usado por De Paiva e Pereira
na versao proposicional. Assim, ‘I’ representard a seqiiéncia de férmulas
indexadas e ‘A’ representard a sequéncia de formulas do sucedente com seus
respectivos conjuntos de dependéncia. A prova de completude é trivial e, como
veremos no inicio dessa sessao, mostrar a correcao do sistema resulta mais
complicado.

Consideremos as seguintes observagoes sobre FIL1 multiplicativo que encontra-

se na Figura 17 do Apéndice’:

* As regras com duas premissas nao tém indices em comum.

* A[k|S] é o resultado de substituir cada S’ em A tal que k € S” por ((S’-
{kHus).

* Alk, S'] é o resultado de substituir cada S em A tal que k € S por (SUS’).

* No L-axioma, k > 1.

Sistema FIL1 multiplicativo

Axiomas

A(n) = A/{n} L(n) = A1 /{n},...., Ax/{n}

Regras estruturais

= A/S,A A(n), T = A’

(Corte)
I,T = A, A'[n|S]

! Agregamos na Figura 18 do apéndice a versio aditiva do mesmo.
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I, A(n), B(m),I" = A
(Er)

r,B(m),A(n),I" = A

I'=A
—— (Wi)
A(n),I' = A°
onde n é um novo indice que pode ser
(ou ndo) introduzido em algim ou mais

conjuntos de dependéncia de A.

I, A(n), A(m) = A

T, A(k) = Almazx(n,m)|{k}]
onde k = min(n,m).

Regras operacionais

I, A(n),B(m) = A

(AL)

I'= A,A/S,B/S', A

I'= A B/S, A/S, A

I'=A
= A A/{}

I = A, A/S A/S

I'=AA/SUS

=AA/S T'= A" B/S

I, (A A B)(k) = Almaz(n,m)|{k}]
onde k = min(n,m).

IMA(n)= A T',B(m)= A’

I,I"= AN, (AAB)/SUS’

T = A,A/S,B/S'

(Ve
T, T'(AV B)(k) = Alil{k}], A'fi|{k}]
onde k = min(n,m) e i= max(n,m).

I'=AA/S B(n),I" = A’

(VR
I'=A(AVvB)/SUS’

I, A(n) = A,B/S

(—1)

(A— B)(n),I,\T' = A, Al[n, S]

—R)

I'= A, (A— B)/S°

(i) para todo S’ em A

n nao pertence a S’.

(ii) sen € S,

entao S° =5 — {n}.

Caso contrario, S°= S.

T, A(a)(n) = A I'= A A(t)/S

I, 3zA(x)(n) = A
onde ‘a’ nao ocorre no seqiiente inferior

I'= A JzA(x)/S

T, A(t)(n) = A I = A, Aa)/S

(Vr)

[,VzA(z)(n) = A

= AVzA(z)/S

(i)‘a’ ndo ocorre no

seqiiente inferior.

(ii)para todo S” em A,

SSNS=40.

(AR)

(Wr)

46
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3.1
Completude

Provamos a completude sintdcticamente via o sistema L~ cuja equi-
valéncia com IL (provada por Schellinx) j& foi referida no capitulo anterior.
Nao estamos fazendo aqui diferenca notacional entre os antecedentes conside-
rando que a letra I" em /L~ tem as mesmas formulas que a letra I" em FIL1,
mas tem-se em conta que em FIL as férmulas do antecedente estao indexadas.
Nesse sentido sao antecedentes diferentes. Por outra parte o sistema I L~ é adi-
tivo e portanto, nas regras com duas premisas, I' e A sdo os mesmos contextos.
No caso de FIL1, I' e A sdao também os mesmos contextos mas com indices

diferentes.

Teorema 5 Seja I' = A um seqiiente. Se > I' = A, entao Fpr IV = A/,

Teorema 6 Seja I' = \/ A um seqiiente. Se i, I' = \/ A, entdo Fprp I =
A.

Prova. Por transitividad entre os teoremas 3 e 5.

Prova do teorema 5 por indugao sobre derivacoes.

1. Axioma.
A=A — A(n) = A/{n}

2. l-axioma.

[lL=A 1(n)=A/S
- w
T, L(n)= A/S°

onde S = {n} para m
formulas de A e S° =S ou S° é o resultado
de agregar indices das formulas de I' no

conjunto de S.

3. (Corte).
'=AA ATl = A '=A/S,A  An),I"= A’
—
DY = AA LI = A A'[n|S]
4. (Ey).
I A BT = A T, A(n), B(m),I' = A
—

I, B,AT = A T, B(m),A(n),I" = A
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5. (ER).
I'= A A B, A I'= A A/S, B/S", A
—
I'= A, B, A A I'= A B/S A/S A
6. (Wy).
I'= A '=A
I N S
A=A I A(k) = A°
(onde A°= A ou é o resultado de agregar
o indice k em algim ou mais conjunto(s) de
dependéncia em A)
7. (Wg)
'= A '=A
I N S
= AA = A/{},A
8. (C1)
[AA= A I, A(n), A(m) = A
_ —
IMA= A I, A(k) = A/[maz(n,m)|k]|
onde k= min(n,m)
9. (Cr)
= AAA I'= A/S,A/S" A
_ —
'=AA I'= A/(SUS), A
10. (V)

11.

[A(n)=A TI,B(m)=A

A=A TI,B=A
— LI (AV B)(n) = AJA
I,(AV B) = A (Chr)
I(AV B)(n) = A

(VR)

I'= A/S A
I'=AA (Wr)

I'= (AV B),A L= 4/5 B/} A
I'= (AVB)/S, A

(De modo similar para (V%)).
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12. (A})

[LAn) = A
A=A (W)

— I'yA(n), B(m) = A
I'(AAB)= A
I'(AAB)(n) = A°

(De modo similar para (A%)).

13. (AR)

I'=A/S,A TI'=B/S A

I'=AA I'= B A
— N'I'= (AANB)/S, A A
= (AAB).A (Crs)
I'=(AAB)/S,A

I'=A/S;A T,B(n)=A

I'=AA I'B=A
—  I'T,(A— B)(n) = A, Aln, S|
I'(A— B)=A (Cr.)
I (A— B)(n) = An, 9|

A= B T, A(n) = B/S
I= (A— B) — [= (A— B)/5°
16. (3,)
I'A(a) = A I A(a)(n) = A
T 30A(z) = A H I 30A(2)(n) = A

onde ‘a’ nao ocorre nos sequentes inferiores.

17. (3g)
I = A, A(t) - I= A A(t)/S
I = A, JwA(z) I = A, JzA(z)/S
18. (V1)
T A(t) = A - T, A(t)(n) = A

I VzA(x) = A I'VzA(z)(n) = A


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0311036/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0311036/CA

Capitulo 3. FIL para logica de primeira ordem

19. (V)

I'= A(a)
['= VzA(x)

onde ‘a’ nao ocorre nos seqiientes inferiores.

I'= A(a)/S

['= VzA(x)/S

20
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3.2
Correcao

Teorema 7 Setpip; I' = A, entaobr> T' = A (onde a inica diferenca com

as derivacoes de IL> ¢ a eliminacao das relacoes de dependéncia do sistema
FIL1).

Teorema 8 Se bpi I' = A, entao b, T = \/ A.

Prova. POr transitivvidad entre os teoremas 3 e 7.

Pela extensao da prova do teorema 7, preferimos explicar antes a estru-
tura da mesma. Embora fiquem para depois algumas defini¢coes achamos que
ajudara na comprensao dos objetivos dos lemas.

A diferenca entre ambos sistemas radica nas regras que introducem o
condicional e o universal a direita. (O L-axioma de FIL é um caso particular
do L-axioma de IL~). Assim, para provar a correcao de FIL, é suficente com
mostrar que as derivagoes de FIL1 podem ser transformadas em derivagoes
onde as aplicagoes de (—g) e (Vg) tém somente uma férmula no sucedente
da premissa. Mas, ambos casos necessitam ser analizados de modo diferente.
Portanto a prova de correcao é feita pelos lemas 9 e 10 deste capitulo cada um
dos quais se ocupa de uma destas regras.

Para o caso do condicional com premissa de sucedente multiplo presente
na versao proposicional realizada por De Paiva e Pereira é sugerido o trabalho
de Kashima e Shimura como modelo para provar a correcao. Nos seguiremos a
prova de Kashima e Shimura para o caso da regra do condicional com a seguinte
diferenga: aplicaremos o lema a derivagoes de FIL que ja tem as aplicagoes do
(Vr) com premissa de sucedente tinico resultando em derivagdes de IL~. O
lema de Kashima e Shimura é o ultimo lema requerido para a corregao é o

lema 10 deste capitulo:

Lema 10. Seja m uma prova do seqiente S = I' = A em FIL1
onde as premissas de todas as aplicagoes de (Vg) tém somente
uma férmula no sucedente. Seja T'g;Iy = Ag/So;A1/S) uma
particao de S tal que os indices das férmulas de I'y nao ocorrem
em Sy. Entdo podemos construir uma derivacao 7’ do seqiiente S'=
Lo = Ao, (A(I'1) = V(A1) em FIL1 onde toda aplicagao de (—g)

em 7 tem somente uma férmula no sucedente.

O nosso principal trabalho constituia, entao, provar a correcao da regra (Vg)

e para isso desenvolvemos os lemas 7, 8 € 9. O lema afirma:

Lema 9. Seja m uma derivacao em F'IL1 de I' = A. Entao, existe
uma derivacdo 7’ de I' = A em FIL1 tal que toda aplicacao de

(Vg) em 7’ tem apenas uma férmula no sucedente da premissa.
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Revisamos agora os principais problemas para chegar ao lema 9. Consideremos
a formulagao da regra do universal. Pela restricao da regra o conjunto de de-
pendéncia da formula ativa deve ser disjunto do resto. Considerando que um
seqiiente I' = A(a), A em FIL1 onde a férmula A(a) vai ser quantificada, o con-
junto de dependéncia de A(a) é disjunto do resto. Portanto, podemos fracionar
essa derivacdo em (possivelmente) varias outras. Uma das derivagoes obtidas
serd uma derivagao do seqiiente I'; = A(a) onde I'; é um submulticonjunto de I'
e tem as hipéteses das quais A(a) depende. Isolando essa derivacao poderemos
introduzir o universal a partir de uma premissa de sucedente tinico. A idéia in-
tuitiva seria poder “fracionar” uma derivacao de FIL1 isolando a férmula ativa
de toda aplicacao de (Vg)?. Deste modo, a introducao de férmulas universais
em FIL1 mostra-se equivalente as aplicacoes em [L~.

Esta idéia poderia ser formulado do seguinte modo (que foi uma das

primeiras versoes do lema 8:

Seja I' = A1/S1, ..., A, /S, um seqiiente derivdvel em FIL1 onde
I, A; e Aj(com 1 < i < n) sdo multiconjuntos de formulas e S;
e S (com 1 < ¢ < n) é a unido geralizada dos conjuntos de de-
pendéncia das formulas de A; e Aj respectivamente. Consideremos
que para todo S; e S; no sucedente, S; N S; = 0. Entdo, para cada
A;/S; existe um Ty C T tal que Fppp Ty = A;/S; onde T'; tem ds

formulas das quais as formulas de A; dependem.

O grande problema para este caso o contitui as féormulas introduzidas por
enfraquecimento. Tal como é apresentado em FIL e FIL1, podemos ver que
do mesmo modo que os teoremas, as formulas introduzidas por (Wg) tém o
conjunto de dependéncia vazio ja que nao dependem de nenhuma férmula. Na
preparagao do lema 9 necessitamos expresar essa diferenca notacional entre as
mesmas para evitar o caso Fryr; A/{} onde A é uma férmula qualquer. Assim
agregamos aos conjuntos de dependéncia das férmulas introduzidas por (Wg)

uma estrela:

I'=A
['= A ANV

e para o caso de (W) agregamos a estrela ao indice novo:

I'= A
A(n*),I' = A°

2Notamos que ndo é possivel aplicar esta idéia ao condicional de FIL1 ji que, exceto a
hipotese a ser descarregada, as restantes hipoteses do contexto I' podem ser compartidas
com as férmulas do contexto A, enquanto, a prépia regra do universal somente pode ser
aplicada quando nenhuma hipétese é compartilhada.
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pudendo colocar n* em algim conjunto de dependéncia de A.

Desta forma o lema 8 fica reformulado da seguinte maneira:

Lema 8. Seja I' = A;/S),...,A,/S, um seqiiente derivdvel em
FIL1 onde I', A; e Aj(com 1 < i < n) sdo multiconjuntos de
férmulas e S; e Sj(com 1 < i < n) é a unido generalizada dos
conjuntos de dependéncia das férmulas de A; e A; respectivamente

e:

(i) Cada A; tem, no minimo, uma férmula que nao é W-férmula.

(ii) Para todo S; e S; no sucedente, S; N.S; = 0.

Entao, para cada A;/S; existe um I'; C T tal que Fg;p Iy = A;/S;

onde I'; tem &s féormulas das quais as férmulas de A; dependem.

Assim, (pela condi¢ao (i)), uma férmula qualquer introduzida por enfraque-
cimento nao pode ficar isolada e nao podemos afirmar a sua derivabilidade
pelo lema 9. Isto é, o lema 9 pode isolar as férmulas sem estrela, cuyo con-
junto de dependéncia é disjunto do resto, justificando a sua quantificacao. Mas
também resulta pertinente que a quantificacao possa ser feita para férmulas
introduzidas por enfraquecimento. De fato, as mesmas poderiam ser introduzi-
das por (Wpg) diretamente quantificadas. A justificagdo da quantificacao destas

formulas ¢ a funcao do lema 7, a seguir:

Lema 7.Seja ' = A um seqiiente derivavel em FIL1. Entao, o
seqiiente '™ = A™" é derivavel em FIL1 (onde '™ é o resultado
de tirar as W-férmulas de I' e A™ é o resultado de tirar as W-

formulas de A.

Como veremos, o lema 7 obtem seqiientes derivaveis mas nao tenta manter as
formulas ativas de cada regra. De fato, si a formula principal for com estrela, ela
podera ser tirada. Logo, o lema 9 que afirma que toda derivagao em FIL1 pode
ser transformada numa derivagdo onde toda aplicacdo de (Vg) tem somente
uma féormula na premissa, considera também o caso no qual a féormula ativa
¢ uma férmula introduzida por enfraquecimento. O lema 7 permite tira-la e o
lema 9 prova que possivel reintroduzi-la por (Wg) diretamente quantificada.
A respeito da regra de enfraquecimento aproveitamos para realizar al-
gumas outras observagoes também tties para a comprensao do sistema. Estas
obervagoes valem para a extensao para primeira ordem que realizaremos. Véja-
se na apresentacao do apéndice que a regra (Wp) permete colocar indices nos

conjuntos de dependéncia do sucedente. Assim é feito no caso de FIL e no
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caso de NFIL. Essa colocacao é 1util por exemplo, para restituir relagoes de

dependeéncia. Por exemplo a seguinte derivacao:

I'= A, A/S'  A(1),I' = A/{1}, B/S
I, = A/(({1} - {1})uSY),B/S

(corte)

pode ser transformada na seguinte derivacao livre de corte:
I'= A A/S

I = A, A/SY B/{}
I'I'= A A/S", B/S

(Wr)
(Wr)

Neste exemplo, podem ser colocados no conjunto vazio de B, os indices
das férmulas de I das quais B depende, resituindo assim as relacoes de
dependéncia originais. Mas tenhamos em conta que a insercao dos indices
no sucedente nao pode ser feita de modo arbitrario ja que pode impedir a

aplicagao da regra (—g) por exemplo:
A(l A/{l
(1) = A/{1} (W)
A1) = A1}, B/{}
B(2), A(1) = A/{1,2}, B/{2}

Neste caso nao poderiamos formar o condicional (B — B) no sucedente

Wr)

porque o indice também ocorre no conjunto da férmula A. Para poder introdu-
zir esse condicional podemos colocar o indice ‘2’ no conjunto de dependéncia de
B ou nao colocalo. O importante na regra de introducao do condicional é que
as demais férmulas do sucedente nao dependam dessa hipétese. Portanto, o uso
da regra (W) deve ser feito de uma modo adequado. Qualquer aplicagao da
regra nao nos permite cumprir com os requerimentos para introduzir o condi-
cional e o universal na direita. No caso do sistema de FIL para primeira ordem,
(e como se poderé apreciar mais adiante) a coloca¢do dos indices também al-
teraria a intersecao dos conjuntos de dependéncia impedindo a introducao do
universal.

De fato, no sistema de Kashima e Shimura, a introducao de férmulas
por enfraquecimento nao gera relacoes de dependéncia. Este é possivelmente
um dos temas pendentes da tese: em que maneira devemos considerar a este
tipo de férmulas num sistema que explicita as relagoes de dependéncia? De
fato, as relacoes das férmulas introduzidas por enfraquecimento, (quando nao
sao a restauracao de antigas relagoes de dependéncia como fazemos uso neste
resultados metasistémicos), sdo falsas. Esse é o problema: devemos deixa-las

sem vinculo ou permitir gerar relagoes de dependéncia falsas?
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Explicamos brevemente que a regra (Wx) nao pode ser omitida no
sistema. Considerando que o |-axioma gera o sucedente miltiplo e portanto,
nos poderia levar a pensar que o mesmo substitui uma regra de (Wg) e que a
regra poderia ser admissivel no sistema. Mas, provar a admissibilidade de (Wg)
em FIL1, tem como primeiro problema a alteragao das relagoes de dependéncia:
as férmulas introduzidas no sucedente do _L-axioma dependem todas da
mesma férmula e portanto tém um mesmo conjunto de dependéncia nao vazio,
enquanto uma série de férmulas introduzidas por (WWg) tem conjuntos vacios.
Além disso, a prova da admissibilidade necessita ser feita para um sistema
FIL1 hibrido que mistura versoes aditivas e multiplicativas. Sem (Wpg), esse
sistema hibrido nao é completo em relacao a LJ que ¢ aditivo.

Portanto, devemos trabalhar com a regra (Wg) e devemos considerar que
as aplicagoes das outras regras producem novos conjuntos de dependéncia e
mudanca nos indices. Estas modificacoes nao representam a formulacao de um
novo sistema, mas sao provisorias para esta prova de correcao. Por exemplo,
por (Wp) podemos colocar num conjunto {}* indices com estrela resultando
por exemplo, {n*, m*}* (notemos que os conjuntos das férmulas introduzidas
por Wgr nao contintian sendo necessariamente vacios ao longo da derivacao).
Portanto, para representar eles de um modo mais geral, usaremos ‘S*”’.
Também podemos ver que os teoremas podem ter indices em seus conjuntos
pela aplicacao de (Wp). Pelo resultado da operagao min no antecedente algim
indice pode ser substituido por um outro indice sem estrela, resultando por
exemplo: {n*, k}*. O mesmo pode acontecer num conjunto sem estrela. Ou seja,
nao somente teremos combinacoes de subindices mas também combinacoes
entre os conjuntos.

A definiccdo dos resultados destas combinacoes incluim deci¢oes ar-
bitrarias que tem a ver com a possibilidade de gerar ou nao uma relagao de
dependéncia com as mesmas. De fato, consideramos que os detalhes destas
operacoes nao afetam a validez do lema 7 como veremos na sua prova. Uma
primeira forma de simplificar é considerar que diretamente estamos traba-
lhando com derivagoes nas quais as aplicagoes da regra de (1¥/},) nao aplicou o
novo indice no sucedente do sequente.

Apresentamos uma proposta para estas combinagoes mais sis-
temdticamente e chamaremos férmulas do tipo A(n*) e A/S* como W-
formulas, que tem W-indices e W-conjuntos. As demais férmulas poderao ser

chamadas de genuinas. Vejamos as operagoes entre os conjuntos e os indices:
- (Cp): [S*uUS]=[SUY
- (Cg) : [min(n*,m)] = [min(n,m)]

- (Vgr): [S*US]=[SUY
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(AL): [min(n*,m)] = [min(n,m)]

*

(Vp): [min(n*,m)] = [min(n,m)]* e para todo indice j € S tal que n €

S e/oum € S, entdo j é subsituido por j* no seqiiente inferior.

(AR): [S*U ST = [S US| e para todo indice j € S U S, entao j é

subsituido por j* no seqiiente inferior.

(Corte): quando A’[n|S*] para algim S” em A tal quen € A, (S"—{n})U
57) = [(5" = {np) U S)I".

(Corte): quando A’[n|S] para algim S* em A tal que n € A, (5*-
{npus) = (5" = {n}) UI)I".

(—1): A'[n, S*] para algim S’ em A tal que n € A, (S'US*) = [(S"US)]*.
(—1) quando A’[n, S] para algim S*" em A tal quen € A, (S*" U S) =
[(SUS)]*.

Ainda assim, achamos que as decisoes sobre estas relacoes de dependéncia

devem ser revisadas.

Notacao 1 Apresentamos, a continuacao, notacdao especifica para ser usada
nos proximos lemas conjuntamente com alguma ja usada a modo de esclareci-

mento:

1. Consideraremos que I', T, A, A" sao multiconjuntos e que representam os
diferentes contextos, como por exemplo, nas regras de duas premissas nas

versoes multiplicativas.

2. Para mostrar variacoes mnos contextos usaremos 1'°,1°°,1°°°,..., A°,
A°°,.... Ou seja, I'° € uma wvariacao da T' resultado de aplicar uma
regra do sistema e assim sucesivamente. O mesmo critério usaremos para
representar a diferenca entre uma formula ativa na premissa e a formula
principal da conlusao (A e A°) ou em conjuntos de dependéncia (S° € o

resultado de variar algum indice no conjunto S).

3. Para um seqiiente I' = A, escreveremos I'1,....,T';, = Aq,..., A, para
representar com cada T';, tal que (1 < i < m), um submulticonjunto de T’
e com cada A;j tal que (1 <j < n), um submulticonjunto de A. Usaremos

1,7 e k como subindices para submulticonjuntos.

4. O contexto A representa as formulas do sucedente conjuntamente
con seus conjuntos de dependéncia §'/S*,...,6"/S™ onde o superindice
(também com as letras i, j, k) indica a férmula a qual corresponde. Se
necessdrio, usaremos A/S onde S =] S tal que S* sdo os conjuntos de
dependéncia das formulas de A. Para o caso dos submulticonjuntos es-

creveremos A;/S;. Observe que S é um conjunto de dependéncia de uma
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formula, mas, S; € o conjunto que é a uniao geralizada dos conjuntos de

dependéncia das formulas A;.

5. Podemos escrever [A]l' = A, [B] para representar um seqiente I' = A
onde [A] € uma formula destacada que pertence a T' e [B] é uma formula
destacada que pertence a A, pudendo destacar uma o mais de uma

formula.

Conforme mencionamos, os préximos lemas (7 e 8) visam a transformacao
de derivagoes com a regra de (Vg) em derivagoes onde as premissas dessa
regra tem somente a formula ativa A(a)/S. O lema 7 aplica-se para o caso em
que a férmula ativa de (Vi) é uma W-férmula. Aquim o universal pode ser
introduzido por enfraquecimento. No outro caso, quando a férmula ativa nao

¢ uma W-férmula, é usado o lema 8.

Lema 7 Seja I' = A um seqiente derivavel em FILI. Entdo, o seqiiente
% = A" ¢ derivdvel em FIL1 (onde I'"" € o resultado de eliminar as

W-formulas e A= € o resultado de eliminar as W-férmulas e os W-indices).

Prova por inducao sobre derivacoes de FIL1.

Caso base.
1. Axioma: A(n) = A/{n}. Cumpre trivialmente o lema.
2. L-axioma: L(n) = A;/{n},..., Ax/{n}. Idem ao caso anterior.

Consideremos uma derivacao 7 do seqiiente I' = A na qual R ¢é a dltima regra

de inferéncia.

Vejamos o caso em que R nao afeta W-férmulas:

T
I'° = A°
I'=A

Por H.l.temos n' de I'°™* = A°"™ e obtemos aplicando a regra R,
Frrn '™ = A™™. Se R tem duas premissas, I' = A e IV = A’, por
H.I. podemos obter I = A°™% e ["*"% = A~ e aplicando R, obtemos
r—+= A"

Consideremos agora os casos em que R afeta W-féormulas.

1. R = (Cp).
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1.1. As duas ocorréncias sao W-férmulas:
T
I'= A C/S™ C/S5*
I = A,C/(S'uS?*

Por H.I. temos 7/ de I'™% = A™%,

1.2. Somente uma das ocorréncias é uma W-férmula:
T

I'=A,C/S™ C/S?

= AC/(S'uUS?

Pela HI. ™ = A~ (C/S%
2. R = (Cyp).

2.1. Caso em que as duas ocorréncias sao W-formulas:

C(n*),C(m*), ' = A
Clmin(n,m)|"I' = A

(Cr)

PelaHIL. 'Y = A™v,

2.2. Somente uma das ocorréncias é uma W-férmula, por exemplo:

m
C(ny),C(n3),I' = A
Clmin(ny,ny)],I' = A

Pela H.I.(e considerando ny como minimo e sem perder a generalidade), temos
C(ng), '™ = A™".

3. R = (Ag).

Vejamos neste caso e a modo de exemplo como podemos lidar com regras de
duas premissas tanto nos casos em que uma das férmulas ativas é W-féormula
quanto as duas férmulas sao W-férmulas:

3.1. Caso em que as duas formulas ativas sao W-férmulas:
™ 2

I = AC/S"™ "= A',D/S*

[T = A A, (CAD)/(S'US?*

(Ar)

Por H.I. temos 7} de '™ = A™" e 7, de I""" = A’""". Podemos obter uma

derivagao da conclusao sem W-férmulas com a seguinte derivagao:
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/ /

T To
“=A" (W) = A" )
D= A A/ AW, I s A

—w /—w —w I—w (Corte)
I~ r“=A"vA

Verificamos que as férmulas introduzidas agora por enfraquecimento para
serem cortadas nao geraram nenhuma relacao de dependeéncia.
3.2. Caso em que somente uma das féormulas ativas seja W-féormula:
] e
=AC/S™" T'=A D/S?
[,IV= A A (CAD)/(S"US?)*

AR)

Por H.I. temos 7} de ™% = A ™" e wh, de I""% = A’"% D/S*™% (ou seja, ao

conjunto S? lhe foram tirados os W-indices das W-férmulas do antecedente).
Desta forma vemos que, a partir de somente um dos componentes

genuinos podemos afirmar, em regras de duas premissas, por H.I., que temos

7 de '™ = A~". Desse modo, no lema 10, poderemos restituir por

enfraquecimento a féormula principal diretamente quantificada.

4. R = (Ap). Similar a (Cf).

5. R = (Vg). Similar a (Cg).

6. R = (V). Similar a Ag) 7. R = (—r).

8.1. Caso em que as duas féormulas ativas sao W-férmulas:

e
C(n*),l = A, D/S"
I,= A, (C— D)/S™

—R)

Por HI. '™ = A~%. Notemos que a inica mudanca em S'* é a possivel perda
de um w-indice mas a regra nao modifica seu status de W-conjunto.
8.2. Caso em que a hipdtese é uma W-férmula e D nao seja uma W-férmula.

Verificamos que a férmula principal na conclusao nao é uma W-férmula:

™
C(n*),I' = A,D/S!
I,= A, (C— D)/S"

—R

Por HI. ' = A~ D/S'"%. Agregando por (W) uma férmula C(k*)
sem colocar o indice em A~ podemos aplicar (—g) obtendo o seqiiente
v = A" (C — D)/St7ve.
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Vejamos que o seguinte caso da regra nao ¢ possivel em FIL1:

C(n),I' = A, D/(SU{n})"
AT, = A (C— D)/S*

—R)

Devemos considerar que a tinica forma de aumentar o niimero de indices dentro
de um W-conjunto (que nao esteja sustituindo outro) é pela aplicacao da regra
de (W) e, portanto, o indice levaria estrela. Se o indice néo tem estrela significa
que é o resultado de alguma operagao onde n substituio 7* em D/S™. Como n
era um indice nao introduzido por (W) entao alguma férmula de A depende
dele impedindo a aplica¢do de (—g). (O argumento deve considerar também

que o indice n seja o resultado de uma outra operagao min e assim por diante).

9.R = (—p).
10. R= Corte.
Os casos 9 e 10 podem ser tratados como as demais regras de duas premissas.
11. R = (Vg).

11.1. Consideremos o caso em que em que a férmula principal é uma W-

formula
T

= A, Ca)/s™
I',= A, B,VzC(z)'/S"

(Vr)

Pela HI. T-" = A~v,

11.2. Caso em que a férmula principal nao é uma W-férmula:

L= A/500)'/s"
T, = A/S,VaC(x)!/S! ")

PelaHLT™* = A7 /S™ C(a)/S*7%. Se SNS! = @) entao S~“NS~ = ) po-
dendose aplicar (Vg). Portanto, temos 7’ de I'™* = A~%/S~% VzC(z)/S'.
Entao, o fato de eliminar W-indices nao afeta a intersecao.

12. R = (V,).

12.1. Se a férmula ativa é uma W-férmula:

C(a)(n*),[ = A v
VeC(z)(n*),T,= A
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Pela H.I. temos 7’ de '™ = A™".

12.2. Se a férmula ativa nao é uma W-férmula, temos pela H.I. C'(a)(n), ™" =
A~" ¢ por (V) obtemos VzC(z)(n), '™ = A",

13. R = (3g). Similar a (Vg).

14. R = (31). Similar a (Vr).

O

Lema 8 Seja T' = A/S1,...,A,/S, um seqiente derivavel em FIL1 onde
I' A; e Aj(com 1 < i < n) sdo multiconjuntos de formulas e S; e S;(com
1 <i<n) € aunido geralizada dos conjuntos de dependéncia das formulas de

A; e A; respectivamente e:

(i) Cada A; tem, no minimo, uma férmula que nao é W-formula. .

(ii) Para todo S; e S; no sucedente, S; N S; = 0.

Entao, para cada A;/S; existe um Ty C T tal que Fprp Ty = A;/S; onde T

tem ds formulas das quais as formulas de A; dependem.

Realizemos alguns esclarecimentos sobre a prova.

Pela diferenga notacional introduzida e a condicao (i) do lema, poderemos
isolar, a partir de um seqiiente I' = A, A/{} tal que A é um teorema, o
seqiiente = A/{} mas, nao poderemos isolar o seqiiente = A'/S™ e afirmar
sua derivabilidade em FIL1. Certo é que poderiamos fazer uma versao do
lema extraindo simplesmente uma derivacao mas, neste caso, podemos extraer
uma derivacao de FIL de um seqiiente I'; = A; a partir da derivacao de um
seqiiente I' = A em FIL1 sabendo que (I' = I';) = (A — A;) é derivavel em
FIL1 também. De esse modo podemos considerar uma derivacao em FIL1 como
uma composicao de derivacoes.

Em segundo lugar, em funcao dos W-conjuntos nao ser tidos em conta
na interssecao, consideraremos que as féormulas correspondentes estao num A;
arbitrario. Além disso, verificaremos que nao é o caso de que as relacoes de
interssecao dos conjuntos na conclusao sejam as mesmas que na premissa.
Finalmente, veremos que o lema “extrai” seqiientes nos quais a férmula
principal da regra nao ocorre necessariamente. Segundo veremos no lema 9,
isto é fundamental para isolar a férmula ativa na regra (Vg).

Prova por indugao sobre comprimento de derivagoes.

Caso base.

Axioma A(n) = A/{n}. Cumpre trivialmente o lema.

l-axioma Ll(n) = A;/{n},...,Ax/{n}. Cumpre o lema considerando que
Ay /{n}, ..., Ax/{n} constituyen A; no sucedente.
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Consideremos uma derivagao 7 de I' = A /Sy, ..., A, /S, onde os conjuntos S;
sao disjuntos e a ultima regra de inferéncia aplicada é ‘R’.
R = (W)

™
I'=A/S

(wr)
A(k:*),F = Al/Sl, . An/Sn

Pela condicao do lema sabemos que os conjuntos da conclusao sao disjuntos.
Portanto, se o indide k foi agregado no sucedente, somente pode estar num dos
conjuntos e a aplicagao da regra nao varia a vacuidade da intersegao.(Estamos
nos referindo aos conjuntos na conclusao que sao a uniao gerne alizada dos
conjuntos de dependéncia dos quais as formulas de uma A; depende). Portanto,
cada A; disjunto do resto na conclusao vai ser disjunto do resto do sucedente

da premissa.

(a) Seja S; um conjunto do sucedente da conclusdo tal que k nao pertence a
Si. Entao Fprrq I = AZ/Sz

(b) Seja S; um conjunto tal que k € S; na conclusdo, entao pela H.I. temos
Frrr Fj = A;/S; € por (WL) obtemos Fryr1 A(k,’*),FJ = A]/Sj

R = (Wg)

'=A/S
T = A/Sy, . An/Sn, [A/{}]

Pelas condigoes do lema sobre os conjuntos de dependéncia, uma W-férmula

nao pode formar um A; disjunto do resto. Portanto, a aplicacao da regra nao

faz diferenca entre as relagoes de dependéncia da conclusao e da premissa.

(a) Suponhamos um A; tal que A/{}* € A;. Esse A; é também disjunto do
resto na premissa. Pela H.I. gy Ty = A; e pela aplicagao de (Wg),

(b) Consideremos o caso de um A; tal que A/{}* ndo pertence a A;. Pela
HI Fgr Fj = Aj.

R= (A1)

T, A(m), B(n) = A/S
T, (AAB)(k) = A /SS, o A /SO

(AL)

onde na férmula (A A B)(k), k = min(m,n) e os conjuntos de dependéncia S’
na premissa tal que n ou m pertencem a eles foram substituidos na conclusao

por [(S7 — max(m,n)), k|.
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Pelas condicoes do lema, o indice k£ ocorre somente num dos componentes da
interssecao. Mas k ¢é o resultado da operagao min e, portanto, podemos ter
nessa premissa um grupo de conjuntos de dependéncia com indice m disjunta
de um outro grupo de conjuntos com indice n. Nesta situacao teriamos na
conclusao S; que é a uniao desses conjuntos disjuntos na premissa. Notemos
que em geral, as regras com a operagao min as relacoes de intersecao entre os
conjuntos de dependéncia na conclusao sao diferentes daqueles na premissa.

Analisemos entao, as possibilidades:

(a) Se n e m pertencem a grupos de conjuntos de dependéncia nao disjuntos
na premissa, entao temos por H.I. Fpq Ty, A(m), B(n) = A;/(S; U
{m,n}) e por (Ar), Frrr1 T, (AN B)(k) = A;/(S; U{k}).

(b) Se n e m pertencem a colegoes de conjuntos disjuntos na premissa, pela
HI I';,; Aim) = A;/(S;U{m}) e I';, B(n) = A;/S; U{n} a partir de

cada uma podemos obter outras derivagos como por essemplo:

/

Ty, A(m) = A;/(S; U {m}) W)
i, A(m*), B(n) = A;/(S; U {m,n"}) AL)

(c) Consideremos um submulticonjunto A; na conclusdo tal que k néo
pertence a S;. Entao, as férmulas de A; ndao dependiam na premissa,
nem da férmula com indice n nem da féormula com indice m. Além disso,
considerando que A; na conclusao é disjunto dos conjuntos que tinham
o indice k, entao 5; era disjunto das unioes geralizadas na premissa que

tinham o indice n ou o indice m. Portanto, pela H.I. Fr;r1 T = A;/S;

Um argumento similar pode ser feito a partir de B(n).

R= (C1)

I, A(m), A(n) = A/S

- - ~ (M)
(A) (k) = A/ST, . ALS)

onde na férmula A(k), k = min(m,n) e alguns conjuntos de dependéncia S’
na premissa, foram substituidos na conclusao por [(S; — max(m,n)), k|.

Considerando que os conjuntos Sy, ..., S, sao disjuntos na conclusao, o indice
k ocorre somente num dos componentes dessa interse¢ao sendo o resultando

da operacao min. A analise é similar ao caso da regra (Ar).
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R= (V1)

!
™ ™

T, A(n) = A/S ', B(m) = A'/S' \
V
D T(AV B)(K) = A /SS, . A, )52 -

De modo similar as regras anteriores, o indice k pertence somente a uma das

colegoes da conclusao. Segundo a apresentacao da regra (V) no sistema as

premissas nao tém indices em comum.

(a)

Consideremos um S; no sucedente da conclusao tal que o indice k£ nao
pertence a ;. Pelo requerimento do sistema, as regras de duas premissas
tém necessariamente indices diferentes. Portanto A;/S; pode ser um
submulticonjunto de A que nao depende da férmula com indice n ou
pode ser um submulticonjunto de A’ que nao depende do indice m.
Suponhamos o primeiro caso. Pela H.I. temos I'; = A;/S; tal que A; C A
e n nao pertence a S;. No segundo caso, pela H.I. temos I'; = A; tal que

A; C A’ e m nao pertence a S;.

Estudemos agora o caso de S} na conclusao tal que k € S7. Considerando
que nas regras de duas premissas, as premissas nao tém indices em
comum, entao os indice n e m provem necessariamente de conjuntos
disjuntos entre sim. Entdo Sy = S; U S}, tal que: (i) S; € S na premissa
esquerda no qual n € S; e S; N (S —S;) = 0; (ii) S, € S’ na premissa
direita tal que m € Sj, e S;, N (S —S;,) # 0.

Pela H.I. temos kg1 I'j, A(n) = A;/S; e Fprpn Ty, B(m) = AL/S, .
Por (V1) obtemos I';,['y'(A vV B)(k) = A;/S5, Ay’/Sy.

R= (—1)

(a)

/
™ ™

I = A/S° A/S ', B(n) = A'/S’
DT(A— B)(n) = A/S}, o A /SS

(—1)

Consideremos um S; tal que n nao pertence a .S;. Entao, S; nao mistura
indices de ambas premissas. Por esse fato, ou S; C S ou S; C S’. Vejamos
essas duas possibilidades:

1. Se S; C S entao, pela HI. gy T = AL/S; tal que A, C A’ na
premissa direita e este seqiiente cumpre o lema. Notamos que este caso
inclui também a possibilidade de que B(n) seja uma W-féormula e que
seu Indice nao tinha sido colocado no sucedente da premissa.

2. Se S; C S entao temos duas possibilidades: S; NS = 0 ou S;NS* # 0.
No segundo caso, por ter a formula A no sucedente estariamos obrigados

a aplicar a regra com o seqiiente com férmula B(n). Mas, nesse caso,
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estariamos com um A,; dependendo do indice n, que nao é o caso. Por
tanto temos que analizar em relacao a premissa direita a situagao em que
S;N St = 0. Pela H.I. temos k1 Iy = A;/S; onde A; € A cumprendo
o lema. Veja neste caso que pela H.I. poderiamos obter também um
seqiiente Fprpy I'; = A/S 1 Mas, com a necessidade de aplicar a regra
(—r) usando a premissa direita com o B(n) acabarfamos tendo um
sucedente A; que depende de n, e, como ja temos explicado, este nao é

0 caso que estamos analizando.

Consideremos um S; tal que n € S;. Em funcao do visto no primeiro caso,
conjuntos que tém n na conclusao, nao necessariamente tém n na pre-
missa e podem provenir da premissa esquerda. Vejamos as possibilidades.
1. Se é o caso em que S; tem n, pode ser o resultado do seguinte processo.
Pela H.I. temos I";[B(n)] = A’/S;. Pela aplicacao de (—p) usando a
premissa esquerda original temos Fprpy I T, (A — B)(n) = A, A;/S;
tal que S; tem: n, os conjuntos de dependéncia das férmulas de A nao
disjuntos dos conjuntos que tém n e os conjuntos de dependéncia da
premissa direita que nao sao disjuntos de S!. Este seqiiente cumpre o
lema. (Lembremos que pela aplicacao da regra, os conjuntos que tém n
recebem o conjunto de dependéncia da férmula A). Portanto, verificamos
que S; na conclusao nao tem que ser exactamente subconjunto de um
conjunto de uma premissa, mas um conjunto que mistura indices de
ambas premissas.

2. Consideremos um A; que é o resultado de um outro processo. Se
S; NSt # 0 entao, pela H.I. temos Fpn I; = A/SYA;/S; tal
que S; = S'U S;. Aplicando (—) usando a premissa direita, temos
e 05,17, (A — B)(n) = A,;/S;,A'/S'[n, S*| que cumpre o lema.

3 Lembremos que no caso (a), se S; N S' = (), pela H.I. também podia-
mos obter um seqtiente Fpy I'; = A/S'. (Notemos que, neste caso, a
formula A nao pode ser uma W-férmula, ja que a mesma nao poderia
ser isolada). Com a aplicagao da regra (—pg) usando a premissa direita
com B(n) obtemos gy I, 17, (A — B)(n) = A'/S'[n, S| que cumpre

também o lema.

R= (Cr)

I'= A/S, [A/SY],[A)S]
I = [A/(S*US?)],AY/SS, ..., A2)SS

(Cr)
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onde [A/S' U S?| pertencem a algum A,;/S; da conclusao. Consideremos a

premissa. Nao sabemos se S' U S? sdo ou ndo disjuntos entre eles nem se sio

disjuntos do resto.

(a)

Se na premissa S* N S? = 0, entao by Iy = A;/S;, [A/S]. Também
obtemos Frrr1 Ty = Ay/Sk,[A4/S% onde Ty tem as férmulas cujos
indices estao em Si. Qualquer dos dois seqiientes resultantes cumprem

o lema e nao necessitamos neste caso aplicar a contracgao.

Se na premissa S' N S? #  entdao temos por H.I. Fpry Iy =
Ay/Sk, [A/SY],[A/S?] onde T}, tem as férmulas cujos indices estao
em Sy. Por (Cg) temos Frrpy Tk = A3/ Sk, [A/(ST U S?)).

Se para algim A; da conclusao, A/(S' U S?) nao pertence a A;, entao
A; ocorre na premissa na qual é disjunto do resto e tal que A/(S! nao
pertence a A; nem S?) pertence a A;. Pela H.I. Fprpy Ty = A,/S;.

R=(AR)

/
™ (s

I =[A/SY,A/S I"= [B/S?,A'/S
[T = [(AAB)/(S*USH],AS/SS, ..., A /Se

R)

onde [(A A B)/(S' U S?%)] pertence a algum A$/S? da conclusdo. Pela apre-

sentacao da regra as premissas tem indices diferentes.

(a)

Consideremos a premissa esquerda: I' = [A/S'],A/S. Pela H.L
Frrn T; = [A/SY],A;/S; onde S; tem exactamente os indices de
I'; e sao disjuntos do resto dos conjuntos no sucedente. De igual modo,
pela H.I. temos a partir da premissa direita, I}, = [B/S?], A} /S;. Por
(Ar) Friza Ty, T = [(AAB)/(STUS?)|, AS/SP, AR /Sy

Consideremos o caso de um A; no qual a conjunc¢ao nao ocorre. Entao,
S; pode ser subconjunto de S tal que A nao ocorre em A; ou pode ser
subconjunto de S’ tal que B nao ocorre em A;. Em qualquer dos casos,
A;/S; nao mudaria das premissas a conclusao. Portanto, a partir da H.I.

pode ser isolado o T'; = A;/S; que cumpre com o lema.

R =(Vg)

[ = [A/S"],[B/SY,A/S
T = [(AV B)/(S*U S, A3/SS, ..., A° /S°

(Vr)
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onde [(AV B)/(S' U S%)] é uma férmula destacada de algum dos conjuntos
A? mas podendo ser S* e S? disjuntos na premissa. Novamente temos as duas

possibilidades na premissa.

(a) Se na premissa S* N S? = (), entao pela H.I. temos Fpry T; =
A;/S;,[A/S'] onde T, tem as férmulas cujos indices estao em ;.
Também obtemos Fprpy Ty = Ar/Sk, [B/S?] onde Ty tem as férmulas
cujos indices estao em Sj. A partir de qualquer uma das duas podemos
introduzir o outro componente por (Wg) e logo introducir a disjuncao.

Para manter as relagoes de dependéncia, a derivacao teria a seguinte

forma:
I; = Aj,[A/SY
j 1 * * (WR)
I = A, [A/ST[B/{}] A /{} W)
Ty, T; = A%, [A/SY][B/S?], Ay/S) Lv |

DTy = A% [AV B/(S"U S|, A}/SE
onde 'y é o conjunto de férmulas cujos indices estao em S;. Embora os

indices introduzidos por (W) sejam novos, as relagoes de dependéncia

obtidas sao as mesmas.

(b) Se na presmissa S' N S? # () entao temos bpry Tp =
Ar/Sk,[A/SE,[B/S?] onde Ty tem as férmulas cujos indices estao
em Sy. Por (Vg) temos Frrry Ty = AL/S5, [(AV B)/(S' U S?).

(c) Se para algum A; na conclusao (AV B)/(S'US?) nao ocorre nela, entéo,
A; ocorre na premissa disjunto do resto e pela HI.lkpy I'; = A;/S;

cumprendo o lema.

R= (—r)

A(n),T = [B/S*,A/S
I'= [(A— B)/S/°],A%/SS, ..., A%/S° =

R)

onde [(A — B)/S}°] pertence a algim A? da conclusdo. Pela formulacao
da regra, sabemos que o indice n nao pertence a nenhuma das coleg¢oes da
conclusao. A diferenca com o sucedente da premissa é que o indice n pode
ocorrer, mas somente num dos conjuntos de dependéncia (pela restrigdo da
prépia regra), neste caso, em S'. Isto nao altera as relagoes de intersecao da

conclusao para a premissa.
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Tem-se em conta que, se o indice n nao ocorre no sucedente da premissa, entao,

A(n) é uma W-férmula. Consideremos as duas possibilidades:

(a)

Consideremos entdo na premissa que [B’/S? U {n}] pertence a A;/S;
onde uma S; é disjunta do resto. Pela H.I., Frr1 I';; A(n) = A;/S;U{n}
e por (—g), Frry Ti,= A2 [(A — B)//S?] onde A é o resultado de
substituir B7/S7 em A, por (A — B)7/S;.

Consideremos entdo na premissa que [B7/S!] pertence a A;/S; e o
indide n nao pertence a S7. Pela H.I., Fpyp1 Ty = A, [B7/S7]. Por (Wy),
Fpra Ts, A(n*) = A, [B7/S/]. O indice n é novo e nao ocorre em S;
(embora a regra de enfraquecimento permita isso). Portanto, podemos
aplicar (—p) para obter Fpypy Ty, = A9 [(A — B)7/S!] onde A? é o
resultado de substituir B7/S? em A; por (A — B)//S7.

Consideremos um A; que nao contém a férmula principal. Entdo n nao
pertence a A; pelas restrigoes da regra. Portanto ele nao é afetado pela

regra. Temos por H.I. Fp;p I'; = A; que cumpre o lema.

R= (3r)

I = [A(t)/S"],A/S
I = [(3rA(z)/SY), AS/Sy, ..., AL /S,

Do mesmo modo que nas demais regras quantificacionais, a aplicacao

(3r)

da regra nao faz mudanca nenhuma nos conjuntos de dependéncia pelo que o

sucedente da premissa tem a mesma particao do conjunto A que na conclusao.

Portanto consideremos os seguintes casos:

(a)

A?/S; tal que [FJzA(x)/S°] pertence a ele disjunto do resto. Como
nao tem variagao [A(t)/S')eA;/S; na premissa. Pela H.I. Friry Ty =
[A(t)/sl],AZ/SZ Por (E'R)7 Frro I, = [ElJZA(I)/Sl],A;)/SZ onde AZO éo

resultado de subsituir a férmula A(t) em A; pelo existencial.

Se A; é disjunto do resto na conclusao e nao contem a férmula principal,
entao o mesmo A; na premissa é disjunto do resto. Portanto pela H.I.
Frrn Ts = A;/S; cumprendo o lema. Este mesmo argumento se pode

aplicar as demais regras quantificacionais.

R= (3r)

A(a)(n),I' = A/S
dzA(z)(n), I = Ay/Sh, ..., A,/ Sy

(3r)
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(onde a varidvel ‘a’ nao ocorre no sucedente inferior).

De modo similar a (3g) os conjuntos de dependéncia nao tém mudancas da
premissa para a conclusao. Portanto pela H.I.bg;p1 A(a)(n),I; = A;/S; e por
(3), Frrra 3xA(x)(n),T; = A;/S;. No caso de um A; no qual nao ocorre o
indice n, pela H.I. temos Fprp1 I'; = A;/S;.

R= (V)
A(t)(n),[' = A/S v
VaA(z)(n),T = A /S, ..., An /S, (Ve)
Idem ao caso anterior.
R= (Vr)
r A(a)/SY,A/S
= [A(a)/S], A/ Vi)

I'= VZL'A([L’)/SI, Al/Sl, ey An/Sn
(onde ‘a’ ndo pertence ao seqiiente inferior)

Temos duas possibilidades:

(a) Se A(a) é uma W-férmula que ocorre num A;, entdo pela H.I. I' = A,.
Pelo lema 7, existe uma 7’ do seqiiente I'; ™ = A;*/S~" onde a férmula

universal pode ser introduzida diretamente por (Wg).

Y= A"/S™"
— o amw Wr)
7Y = VoA(z)/{}7], A7/ S, .

7 = [VoA(x)/S™], A7/57

onde I'Y é o resultado de tirar de I' todas as W-férmulas e reintroduzir

somente aquelas cujos indices estavam em [V A(z)/S™], A

(b) Se S' ndo ¢ um W-conjunto entao aplicamos a H.I. & premissa e temos
Frrrr T = A(a)/S' (onde a férmula A; = A(a)) e por (Vg) temos
Frron T = VoA(x)/S' onde Ty tem somente as hipéteses das quais
VaxA(x) depende.

R = Corte
I'=A/S A A(n),T" = A’
[T = A, A'[n|S]

Revisamos os seguintes casos:

(Corte)

(a) Consideremos um A; da conclusao. Se A; é um subconjunto do conjunto

A’ na premissa direita, entao ela nao depende da férmula A(n) e pela


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0311036/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0311036/CA

Capitulo 3. FIL para logica de primeira ordem 70

/ / , . . .
H.I. temos Fprpy I, = Al que cumpre o lema. Notese que isto inclui
o caso de que a férmula A(n) seja uma W-férmula cujo indice nao foi
colocado no sucedente. Portanto, na aplicacao do corte nao se recebem

indices da premissa esquerda).

(b) Consideremos agora a mesma possibilidade mas em rela¢do a premissa
esquerda, ou seja, que o conjunto A; na conclusao é um subconjunto do
conjunto A na premissa esquerda que nao contém a féormula de corte.

Entao, temo pela H.I. obtemos Fprz1 I'; = A; que cumpre o lema.

(¢) Consideremos o caso em que um S; = STN(S; C S)NS” tal que A;UA # 0.
(inclui o caso em que S é um W-conjunto e portanto seus indices podem
ser colocados em A;). Entao pela H.I. temos I'; = A,/S;, A/S;. Entao,
podemos aplicar um corte com a premissa esquerda A(n),I" = A’ . Isto

resulta no seqiiente I';, I, = A;A’/S’[n|S!] cumprindo o lema.

Vemos que, no caso de que as duas féormulas de corte sejam W-férmulas e o
indice da férmula de corte na premissa direita nao ocorre no sucedente da pre-

missa, entao nao tem A; na conclusao que contenha indices das duas premissas.

Como referimos, o lema ¢é formulado para multiconjuntos o que facilita a
agrupacao das formulas segundo as relacoes de interse¢ao dos seus conjuntos
de dependéncia. Mas vejamos que, no caso de fazer uma versao deste lema
com seqliencias de féormulas (onde fato necessario para que as indicagdes do
corte indexado tenham sentido) nao tem obstaculo maior. Apresentamos cémo
considerariamos o tratamento do corte indexado.

R = Corte indexado.

r=A I's A’
F,F/* = A*,A,/

< Aing, o ngima, ., my >

onde < A;ny,...,ng;mq, ..., m; > significa que a férmula do corte A ¢ retirada
de A nas posigoes n, ...,ny, € em I é retirada nas posicoes my, ..., m;. O corte
indexado é uma variacao do mix onde podemos escolher as ocorréncias que
queremos deletar em vez de cortar todas elas como o faz a regra do mix. Este
caso € equivalente ao corte e ao mix que resultam casos particulares dele.

O estudo deste caso é analogo ao corte. A diferenca consiste em que, cada vez
que mencionamos na prova acima a ocorréncia da féormula de corte, devemos

pensar no grupo de formulas do corte indexado indicadas para serem cortadas.
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Por exemplo, no caso (a) devemos considerar que o A; das premissas nao
depende de nenhuma ocorréncia da férmula de corte que esteja indicada. Disto
se conclui que no A; podem ocorrer as ocorréncias da férmula de corte que nao
tenham sido cortadas nessa aplicagao.

O

Lema 9 Seja m uma derivacio em FIL1 de I' = A. Entao, existe uma
derivagao ' de T' = A em FIL1 tal que toda aplica¢ao de (Vg) em 7' tem

apenas uma formula no sucedente da premissa.

Prova.

Oferecemos um procedimento que, para cada derivacao de FIL1, vai recorrendo
a derivagao fazendo a transformacao de todas as aplicagoes da regra (Vg).
Consideramos os dois casos possiveis: quando a férmula ativa é uma W-férmula
fazendo uso do lema 7 e o caso em que a férmula ativa nao é uma W-férmula
fazendo uso do lema 8. Com estas duas técnicas recuperamos sempre as mesmas
relacoes de dependeéncia.

Consideremos uma derivacao 7 onde R é a tltima regra aplicada e R = (Vg):

I'= A(a)'/S?,A/S
I = VzA(z)/S7,A/S

(Vr

na qual temos duas possibilidades:

(a) Consideremos que A(a) é uma W-férmula no seqiiente I' =
A(a)?/S7*,A/S. Entao, pelo lema 7, existe uma derivagao 7’ do seqiiente

% = A™"/S™" a partir da qual podemos recuperar o seqiiente final

de 7: )
[0 = A~v /5w
I = VeA(z) /{5, A/~ (Wa)
, W)

[ = VzA(z)/S™, A/S

Tenhamos em conta que um W-conjunto sempre pode se deixar vazio. E
suficente com nao introduzir indices nele pela aplicagao de (W7p). Deste
modo cumpre o requerimento da regra de ser disjunto do resto.

(b) A(a) nao é uma W-férmula no seqiiente I' = A(a)’/S7,A/S. Como a
tiltima regra de inferéncia en 7 é (Vg) sabemos que (S7NS) = . Portanto,

pelo lema 8 temos uma derivagao 7' do seqiiente I'; = A(a)’/S! tal que
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I'; tem as hipéteses das quais o submulticonjunto {A(a)} depende:

!
(s

I; = Aa)’ /S
I; = VazA(x)'/S!
—— = (Wg)
I, = VeA(x) /S], A/{}
(T —T,),T; = VeA(z) /S7, A)S*

(Vr

L.R)

onde as relagoes de dependéncia sao as mesmas e a premissa de (Vg) tem

somente uma férmula.

O
Revisemos agora o motivo para formular de modo excepcional as regras
de corte e (—1). Consideremos o seguinte exemplo:
A(1) = A/{1} B(a)(2) = Bla)/{2}

R VL
A(l) = A/{1}, 00 VaB(z)(2) = B(a)/{2} _)))

AL, (€ — Ve B(2))(2) = A/{1}, B(a)/{2}
Pela regra de (Vg) a férmula B(a) na conclusdo poderia ser quantificada
mas, pelo lema 8, o seqiiente (C — VaB(z))(2) = B(a)/{2} seria con-

siderado derivavel. Com a notacao especifica para este caso, o seqliente
A(1),(C — VaB(z))(2) = A/{1}, B(a)/{2}* nao seria fraciondvel pelo lema
9. Entao, a justificativa para quantificar a férmula B(a)/{2}* deveria ser feita
pelo lema 8. Com este lema se afirma que existe uma derivacao do seqiiente
A(1), (C — VaB(x))(2) = A/{1} onde o seqiiente final ndao tem W-férmulas.
De modo geral, um seqiiente da forma A(1), B(2) = A/{1} sem W-férmulas

pode ser derivado sem usar um axioma com mais de uma férmula no sucedente:

A1) = A/{1}

B(2) = B/{2}  B(3"),A(1) = A/{1}
B(2), A(1) = A/{1} Ey)
A1), B(2) = A/{1}

Considerando que os problemas com corte e (—) radicam nos casos em que a

(Wkr)

corte)

formula ativa na premissa direita é uma W-férmula, trabalhamos com cortes
onde a férmula activa na premissa direita é uma W-formula com a qual a
operacao entre conjuntos nao se encontra nos casos especiais.

Pelos lemas 7-9, demostramos que as derivacoes de FIL1 com regras de
sucedente multiplo podem ser transformadas em derivacoes onde aplicacoes de
(Vg) tem somente uma férmula na premissa. Seguindo o trabalho de Kashima

e Shimura, veremos que, tendo em conta as relagoes de dependéncia, se um
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seqiiente I'; A = B, A é derivavel (onde A nao depende da férmula A), entao
temos uma derivacao do seqiiente I' = (A — B),A. Como resultado, as
derivagoes de sucedente multiplo terdm sucedente tinico nas premissas de (Vg) e
também de (— ) de igual modo que no sistema I L~ (se apagamos a informacgao

sobre as relagoes de dependéncia).

Defini¢ao 18 (Particao) Seja I' = A um seqiiente onde I' e A sao multi-
conjuntos. To; Ty = Ag; Ay € uma partigdo(p) de I' = A tal que T'; (i=0,1)
¢ um submulticonjunto de I' e A; € um submulticonjunto de A. Poderemos
explicitar nessa particao as colegoes de conjuntos de dependéncia da sequinte
maneira To; Ty = Ag/So; A1/S)

Notagao 2 Nos seqiientes a sequir poderemos abreviar com o simbolo {T'; A}

a formula (NT — \ A) que € a interpretagcao padrao de um seqiente I' = A.

W.”

Segundo a definicao de particio a separacao entre I'y e I'y é feita por ;
Poderemos referir a esses sectores de I' e A como ‘parte 0’ ou ‘parte 1’ ou
‘sector 0’ ou ‘sector 1’. Para ressaltar alguma férmula A desses conjuntos,
escreveremos ['g, A(n); 'y, pudendo também escrever A(n); 'y quando A(n) é
a unica formula de I'g. Mesmo caso para o sucedente. Para referir as relacoes
de dependéncia usaremos o mesmo simbolo usado por Kashima e Shimura para
seu conceito de conerao entre formulas, I'; ~ A; que representa que no minimo
uma das formulas de A; depende das férmula de I'; ou mais especificamente a

relacdo de um conjunto de féormulas com uma férmula especifica: I'; ~ A.

Lema 10 Seja m uma prova do seqiiente S =1' = A em FIL1 onde as premis-
sas de todas as aplicagoes de (V) tém somente uma formula no sucedente. Seja
Co; Ty = Ag/So; A1/S1 uma particio de S tal que os indices das formulas de
I'1 ndo ocorrem em Sy. Entao podemos construir uma derivacao ©' do seqiiente
S=To = Ao, (A1) — V(A1) em FILI onde:

(i) Se éo depende de vy no seqiiente S’°, entao &y depende da mesma formula
Yo no seqiiente S.
(ii) Se (A1 — \V Ay) depende de uma formula vy no seqiiente S’, entdo tem

uma formula 6, que depende da mesma formula vy em S.
(11i) Toda aplicacdo de (—g) em @' tem somente uma formula no sucedente
A prova da correcao para um conjunto com relagoes de dependéncia foi

realizada por Kashima e Shimura em duas versées. A primeira corresponde ao

artigo de Kashima do ano 1991 onde faz uma versao generalizada do lema. No
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texto realizado em 1994 conjuntamente com Shimura pode-se apreciar também
o uso de um lema com o mesmo espiritu que nosso lema 9%. No caso de AT’
ser vazio seria interpretado, no estilo Kashima e Shimura como | — 1, assim
como no caso de \/ A ser vazio também poderia ser interpretado como L. Como
se podera ver, na anélise de alguns casos o condicional formado (AT; — \/ Ay)
seria uma férmula do tipo ((L — 1) — 1), segundo a interpretacdo no
primeiro artigo de Kashima onde se trabalha uma versao generalizada do lema.
Para nosso caso nao é necessario.

A divisao do seqiiente segundo as relagoes de dependéncia permite provar que,
respeitando as relagoes de dependéncia entre as féormulas que sao indicadas
na regra (—g), seja qual for a regra anterior aplicada, o condicional pode ser
introduzido. A idéia pode ser detalhada da seguinte maneira. Consideremos
uma derivagao do seqiiente I' = A expresado como a particao I'g; 'y = Ag; Ay

e escrevemos uma sO premissa para simplificar:

/
m

5 T'7 - Ag; AT
Lo; Ty = Ag; Ay

F0:>A0,(/\.F1 —>\/A1)

Pelo lema, seja qual for a férmula introduzida por (R), no sistema de sucedente
miultiple FIL1 poderemos introduzir um condicional com a regra (—pg) de
sucedente 1nico e obter todo seqiiente de sucedente muiltiple derivavel em
FIL1. Se pela regra (R) temos introduzido uma férmula a esquerda cujo indice
nao ocorre em A\, ela poderd ser usada como hipdtese de um condicional a
direita. Também, se a regra (R) introduz uma férmula a direita e o resto do
sucedente nao depende de hipdteses em 'y, entao essa férmula introduzida
podera ser usada como sucedente de um condicional de antecedente A T'.
Percebe-se o fato de que se uma férmula esta em I'y ela nao esta proibida de ser
utilizada como antecedente; simplesmente ela nao é usada. Qualquer féormula
que cumpra essas condicoes pode, mas nao necessariamente, ser usada na
introducao do condicional. A necessidade de trabalhar com um multiconjunto
de férmulas do sucedente que nao depende de um submulticonjunto de formulas
no antecedente corresponde a utilizacdo da H.I. nos casos de (Ag) e (Vg) em
cujas premissas temos mais de uma féormula.

30 texto do lema 4.5 na pag. 163 afirma: If S = T' = A is provable in CLDS  and

I'g;T1 = A is a partition of S where I'y = A, then T'g = A is provble in CLDS’, where the
connections between I'g and A are the same as at S


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0311036/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0311036/CA

Capitulo 3. FIL para logica de primeira ordem 75

Portanto para uma férmula A principal que tem sido introduzida a
esquerda, consideraremos os casos em que ela estd em 'y e 0 caso em que
estd em [';. No caso da formula ser introduzida a direita, temos também a
possibilidade de que esteja em Ag e o caso de que esteja em A;. A prova é uma
inducao sobre derivagoes e portanto na consideracao das premissas deveremos
considerar como subcasos, a possibilidade de que uma férmula activa esteja na
‘parte 0’ do multiconjunto e a outra férmula activa da mesma aplicagao esteja
na ‘parte 1’.

Tenhamos em conta também que os teoremas e as férmulas introduzidas
por enfraquecimento nao estao vinculadas a nenhuma férmula. Desse modo
cumprem com a condi¢ao do lema de nao se encontrar no caso proibido. De-
senvolveremos os casos mais importantes e, por temas de espago, a menos que
seja necessario, nao anotaremos as relacoes de dependéncia.

Prova

1. 7 = A(n) = A/{n}.

Como neste caso a férmula do sucedente sempre esta vinculada a do antece-
dente nao é possivel que A(n) estejaem I'; e A/{n} esteja em Ag. O condicional

sempre pode ser introduzido e podemos obter uma 7’

Am) = A/}
= (A— A){n}

R)

2. m = 1(n) = A /{n}, ..., Ax/{n}.

O sucedente do | -axioma nao pode ser fracionado. Entao, 7’ tem a forma:
L(n) = A1 /{n}, ..., Ap/{n}

L(n)= (A1 V..V A)/{n} Wif
= (L(n) = (A1 V...V Ap)/{}

R)

H.I. Seja 7 uma derivacao de S = I' = A tal que I' = A é premissa da regra
R. Entao, existe 7’ de I'y = Ay, (A1 — V A1) onde I'y s@o hipéteses de S

cujos indices nao ocorrem nos conjuntos de dependéncia de Ay.

3.R = (W)

T
I'= A
A(n*), I = A°
3.1. p=A(n"),T'o; Iy = AF; AS.

(WL) nao altera ao conjunto I' mas pode ter variagbes nos conjuntos de

(Wr)
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dependéncia de A. Dada a premissa I'g;I'y = Ag; Ay, temos uma #’ de
Ty = Ag; (AT — V Ay) pela H.I. De acordo com as possibilidades da regra
podemos ter diferentes resultados.

3.1.1. O indice n* foi colocado em algum conjunto de dependéncia
de Ay/Sp.

/
™

I'y = Ao/S(), (/\P — \/Al)
A(n*),To = Ag/So U {n*}; (AT — \/ Ay)

3.1.2. O indice n* foi colocado em algum conjunto de dependéncia
de A,/S;.

Como o indice n* é novo e diferente ao respeito dos indices das férmulas de T',
se ele é introduzido em algum conjunto de S7, ele permanecera nesse conjunto
depois da aplicacao da regra (—g). Portanto podemos colocar ele no conjunto

de dependéncia do condicional formado.

/
™

Lo = Ao; (/\T1 — \/ A1)/
A(n),To = Ag; (AT1 — \/ A/ (S1u{n"})

3.1.3. O indice n* foi colocado em A;/S; e em A,/S.

/
™

F0:>A0/SQ; /\F1—>\/A1 /Sl
A(n*),To = Ao/ (So U {n"}); (AT1 — \/ A1)/ (S1u{n*})

3.1.4. O indice n* nao foi colocado em nehum conjunto de de-
pendéncia do sucedente. Neste caso, as relagoes de dependéncia nao tem
variacao entre premissa e conclusao. Portanto, aplicando a H.I. a particao da

premissa ['g; 'y = Ag; A; temos:

/
™

Lo = Ao/ So; (/\ ' — \/Al)/sl
A(n*),Fo = Ao/SO; (/\ Fl — \/Al)/Sl

3.2. p =Ty 1Y, A(n*) = Ag; Aq.

Pela H.I. temos 7" de I'y = Ap, (A1 — V Ay). Como as fémulas de Ay nao
dependem das férmulas de I'; pelas condi¢oes do lema, o indice n* nao pode
estar em conjuntos de Sy, somente em S.
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ATi—= AT: \ar=\/A
AT AT =V an=Va
ATLA AT = VA =\ A
o (AT1AA) (AT =\ A=\ A "
Lo = Ao, (A\T1—\/ A1) (AT1 =V AD) = (AT1AA) =\ A)

Ty :>A0,((/\F1/\A) ﬂ\/Al)

(WL)

L)

(—r)

(corte)

4. R = (Wg)
4.1. p = Ty; Ty = Ag; Ay, A/{}*. Pela H.I. temos uma derivagao 7’ a partir
da premissa I'g = Ay, (A1 — V Ay).

Var=\a
—— (Wr)

/\F1:>/\F1 \/A1:>\/A1,A
(=)

(/\Fl ~>\/A1),/\F1 :>\/A1,A
(VRr)

i (/\F1*>VA1),/\F1:>(\/A1VA)

(—r)

Lo = Ao, (A\T1—\/ A1) (AT1— VA= AT — (\/ A1 v A)

F():>A0,(/\F1 — (\/AI\/A))

(corte)

4.2. P = I'y; 'y = Ao,A/{}*,Al
Pela H.I. temos uma derivagdo n’ a partir da premissa I'y = Ay, (AT1 —

VA.

/
™

Iy = Ay, (/\ 'y — \/Al)
Lo = Ao, A/{} (AT1— \/ A1)

(Wr)

5. R = (Vpg).
Noéte-se que na premissa, um dos componentes da disjungao pode estar no setor
0 e o outro no setor 1. Resulta suficente que uma das férmulas ativas esteja

no setor 1 de A para que a disjuncao fique no setor 1, isto é, relacionada com I'y

51. p = I, I'y = Ao, (AV B);A;. Por HI. temos uma derivacdo = de
Tog = Ao, A, B; (AT1 — VA1) e por (Vg) temos 'y = Ay, (AV B); (AT —
VA.

5.2. Qo = Iy, I't = Ao, Al, (A V B)
Consideremos o caso em que as duas féormulas ativas estao no setor 1. Logo a

particao da premissa é I'g,I'1 = Ag; A1, A, B e pela H.I. temos uma derivacao
de Iy = Ao, (/\ ry — (\/ Al V (A V B)))
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5.3. p = I'g,I'1 = Ag; Ay, (AV B). Consideremos agora o caso mencio-
nado de que um componente esteja em Ay com conjunto de dependéncia
vazio e o outro em A; por exemplo, a partir da H.I. & premissa obtendo uma
derivacao 7’ de I'y = Ag, A; (AT1 — (V Ay V B)). Mas 0o mesmo acontece se
os dois conjuntos das féormulas ativas fossem diferentes do vazio. Tendo em
conta que a uniao dos dois conjuntos tém indices que estao conetados a I';

e por tanto a disjuncao nao pode cair no setor Ay e é resolvida da mesma

forma:
Al = AT1 Var=\ 2,
(V)
(AVB)= A,B AT, (AT1 =\ A1) =\ Ay
(VL)
AT1,(AVvB)V(AT1 — VA1) =\ 21,4,B
(VR)
n’ AT1, AV (AT — (V/Aa1VvB) =\ A1, (AV B)
(VR)
o = A, A; (A1 — \/ A1V B) AT, AV(AT1 = (V/2a1vB) = (/A1 V(AVB))
(VR) (—=r)
(To = \/ A0, AV (AT1 = (\/ ALV B)) (AvB)V (AT1 —»\/ A1) = AT1 —» (/A1 V (AV B))

(corte)

To = Ao; (AT1 — /(A1 V (AV B)))

De modo similar se A €A1 e B €A
Vejamos agora um exemplo de como tratar as regras que realizam escolha de
indices como o caso (V5), (Ar) e (CL). Escolhemos entao (Vp):
6. R = (V)
[LA(n) = A I, B(m) = A’
[T, (AV B)(k) = Aln|k], A'[m|k]

(V)

Na conclusao, a disjuncao pode estar na parte 0 ou na parte 1. Estes sao os
casos a analizar:

6.1. p =, (AV B)(k); 'y = Ag, Ay

Se (AV B) esta na parte 0, entao temos duas possibilidades: as duas férmulas
ativas estao na parte 0 ou uma das formulas esta na parte 0 de seu seqiiente.
Perciba-se que nao importa qual é o indice resultado de min(m,n). Se um
deles estiver relacionado com o setor 0 de seu seqiiente, a disjuncao resultante
também. Portanto, nao pode ser usada no setor 1 como antecedente do
condicional. Veremos um caso a modo de exemplo.

6.1.1. Consideremos o caso em que os dois componentes estao no setor 0.

Lo, A(m)iTy = Ao, Ay T, B(m)i Ty = Ap A}

V
To,Th, (AV B)(k); 1, I, = Ag, Ab, Ay, A, (V)
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Pela H.I. temos:
o, A(n) = A, (AT1 = VA e
%, B(m) = &g, (ATy — V A1),
Por (V1) obtemos:
Lo, 16, (AV B) (k) = Ao, Ag, (AT1 = VA1), (AT — V AY).
Necessitamos obter:
Do, Ths (AV B)(k) = Do, A (AT A ATE = V Ay vV A)).
Consideremos que temos a seguinte derivacao 7:
ATi= A1 \ar=\/A ATi= AT VVar=\ 4]
ATLAT =\ A) = VA /\F’l,(/\r’l—>\/A’1):>\/A’1(_>L)
ATL AL (AT = VA VAT =\ AD) =\ AL\ A
ATLATL AT = VA vAT =V AaD =\ A vV a4
AT AATL (AT =\ Aa) VAT = A=\ A vVa] (
(AT = VAapvATI =\ AaD) = ATiAa AT — /AL v/ A

(VL)

(VR)

(AL)

—R)

Podemos utilizar essa derivagao aplicando um corte com o seqiiente obtido
antes I'o, '), (AV B) (k) = Ao, Ay, (AT1 — V Ay, (AT} — V A}) do seguinte

modo *:

Lo, Th, (AV B)(k) = 80, A, (AT1 =\ A) V(AT = /&) =
F(),Fa, (A\/B)(k) = A(),A(), (/\Fl /\/\F/l — \/Al \Y \/All)

(corte)

6.1.2. Caso em que uma formula ativa esta na parte 0

Consideremos o caso em que A(n) estd na parte 0 da premissa esquerda e
B(m) esta na parte 1 da premissa direita. Pela H.I. temos:

Lo, A(n) = Ao, (AT1 = VA e Ty = Ay, (AT AB) — \/A)).

Consideremos a seguinte derivagao m:

AT: = AT} B=B

(AR)

AT, B= A\TiAB VA =\ Al

(AT3AB)—\/ A, AL, B=\/A]

(=)

(—r)
rH = Ag, (AT AB) — /A Vag=4a;, (ATiAB) =\ Aa,B= AT] - \/A]
(VR) (V)

ry =\ Ay v (AT AB)—\/A] VAV AT AB) =AY, B= 2, AT) = \/ 4]

(cut)
Ty, B = Aj, (AT =\ AD

Utilizando o seqiiente ja obtido (I'g, A(n) = Ao, (AT1 — V Ay)) e a derivagao

4A tnica razdo para dividir em subderivacdes é a falta de espaco
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podemos aplicar (Vp):

F(],A(TL) = Am (/\Pl — \/Al) ™ (
FOaFE)a (A v B)<k) = AOaA6> (/\Fl - \/Al)7 (/\Fll - \/All)

\/L)

Com esta nova conlusao podemos proceder como no caso 6.1.1. e obter o

seqiiente: ', Iy, (AV B) (k) = Ao, Ay, (AT1 AAT, = VAL VVAY.

Para o caso da (V) se analiza de modo similar a particdo p =
To; (AV B)(k),T1 = Ap;A;. Como Ay nao depende da disjuncao, pode-
se usar e obter: I'o = Ay (((AV B) A AT — Ay).

Vejamos como se desenvolve o caso da regra do condicional. Lembremos
que as aplicacoes tem somente uma formula no sucedente. O fato de ter
somente uma férmula no sucedente nao significa que todas as férmulas do
antecedente estejam vinculadas a ela, tal o caso de W-férmulas se na aplicacao
de (W) nao colocaram o indice no conjunto de dependéncia do sucedente.

Por isso continuamos fazendo a particao do antecedente nestes casos.

7. R = (—g).

71. p=TpI'1 = (A— B)onde (A — B) = A,.

Néte-se que, como A; é vacio (A — B) nao depende de I'y podemos fa-
zer uso do lema 9 e obter o seqiiente I'y = (A — B). Por (Wg) temos
[o= (A— B); (AT — Ay)S.

72. p =Ty = (A — B) onde (A — B) = A;. Pode ser resolvido com a

seguinte derivacao:

/
™

To; AT, = B
[y;T'y = (A— B)
To; \T1 = (A— B)
Ty= AT1— (4— B)

—R)

—R)

8.1 p =TI; 'y = VarA(x) onde Ve A(z) = A; Como a regra nao faz mudangas
nas relagoes de dependéncia, se VxA(x) estd no setor 1 da conclusdo, A(a)

esta no setor 1 da premissa. Portanto, podemos proceder do seguinte modo:

®Kashima e Shimura tém um lema com o espirito similar ao nosso lema 7 e que permete
isolar as hipéteses que nao sao usadas e pode-se ver na pag. 163 do artigo de 1994.
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/

Lo; Ty = A(a)
Lo; \T1 = Ala) Ao
Lo; /\F1 = VrA(z) 7) )

Iy = (/\ 'y — VzA(z))

8.2. Se consideramos que a férmula universal estd no setor 4Ag, podemos
novamente usar o lema 9 e derivar I'y = VzA(z), (A1 — \V A;) aplicando
(Wg) a partir do seqiiente I'y = Vr A(x).

Analise similar é feito para todas as permutagoes possiveis das conclusoes

das demais regras de inferéncia.

0

3.3
Eliminacao do corte

Nesta secao provaremos a eliminagao de corte para o sistema FIL1. Como
dissemos antes, as provas de eliminacao de corte no estilo de Gentzen sao
feitas via a eliminacao do mix que permite eliminar todas as ocorréncias
da férmula de corte na mesma aplicagao resolvendo assim o problema da
contracao. Usaremos neste caso a regra do corte indexado, ou seja, a versao do

corte a qual ja referimos.

Definigcao 19 (Rank esquerdo) O rank esquerdo é o maior nimero de
sequentes consecutivos tal que, o ultimo sequente € a premissa esquerda de
uma aplicacao do corte indexado e cada sequente da seqiéncia tem no minimo

uma ocorréncia da formula principal a ser eliminada nesse corte indexado.

Definicao 20 (Rank direito) O rank direito € o maior nimero de seqiientes
consecutivos tal que o ultimo sequente € a premissa direita de uwma aplicacao
dos corte indexado e os demais seqiientes contém no antecedente alguma das

ocorréncias a ser eliminadas.

Defini¢ao 21 (Rank de uma derivagao) O rank de uma deriva¢io € a

soma de seu rank direito e de seu rank esquerdo.

Lema 11 Seja m uma derivacdo do seqiente I' = A em FIL tal que:

(i) a ultima regra aplicada em w € o corte indexado;

(i) nao tem nenhuma outra aplica¢io do corte indexado em .
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Entao, m pode ser transformada numa derivacao ©' livre de corte indexado do

mesmo seqiiente I' = A.

Prova.

Seja « o grau da formula de corte e seja f o rank da mesma. A prova é
realizada no estilo de Gentzen fazendo uma indugao sobre o par («, ).
Desenvolvemos aqui os casos principais.

1. Casos base.

1.1. Rank direito = 1. A premissa direita do corte indexado é um sequiente

inicial.
T
['=AA/S, ..., A/ Sk A(n) = A/{n}
<Al k1>
I'= AJA/{n}n|(S1U...USk)]
—

™
T'= A A/S,, ... A/S,
I'= A,A/(Sl U...u Sk>

1.2. Rank esquerdo =1. A premissa superior esquerda é um seqiiente inicial.

(Cr)

Pode ser estudado com um argumento similar ao caso 1.1.
1.3. Rank direito = 1. A férmula do corte indexado na premissa direita foi
introduzida por (Wp).
72
m I'= A
'=A A(n),T" = A"
[T = A% A”[n|S,, U...US,,]

(Wr)

< Asng, e ng; 1>

—
Uy
= A (W)
= AN
/ o / WL)
L= A°A
1.4. Rank esquerdo = 1. A férmula do corte na premissa esquerda foi

introduzida por (Wg).
Similar ao caso 1.3.

2. Casos especiais: Mostramos como com as relagoes de dependéncia, no caso
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de FIL1 nao temos os problemas ocasionados com as restri¢coes na cardinalidade
do sucedente da regra de (— ) como acontece em LJ’ e [ L~. Portanto, na parte
proposicional, uma prova no estilo Gentzen pode ser realizada sem problemas.

(Consideramos a modo de exemplo o caso em que a férmula de corte é uma

disjuncao).

™ ™2

I'= A, A/S', B/S? (AV B)(n),I",C(m) = A',D/(S3 U {n,m})
(VRr) - (—r)
I'= A, (AVB)/(STus?) (AV B)(n),I" = A,(C — D)/(82U{n})
< (AVB);1;1 >

ITY = A, A'[n|(S US?)], (C — D)/S*[n|(S U S?)]

—
T
= A,A/S', B/S? o
(VR)
I'= A, (AvV B)/(St U S?) (AV B)(n),T’,C(m) = A’, D/(S® U {m,n})

< (AVB);1;1>
0, T7°, C(m) = A, A [n](S* U S?)], D/(S% U {m})[n|(S* U 5?)]

(—r)
0,1 = A, A [n)(ST U S?)], (€ — D)/S3[n|(St U S?))

Se a férmula C(m) é utilizada numa aplicagao de (—g) em 7 entao o indice
m nao ocorre em nenhum conjunto de dependéncia de A’. O indice m também
¢ diferente dos indices da premissa esquerda por requerimento da regra de
corte indexado. Logo, na derivacao resultado da reducao, m nao ocorre em
A nem em A’ e pode ser usado depois do corte para formar o mesmo condi-
cional. Consideremos agora a possibilidade de aplicar a mesma ideia ao caso
do universal. Como veremos neste caso, as relacoes de dependéncia nao nos
ajudam imediatamente a fazer uma reducao correta mas mostramos como isso

é possivel via o lema 8:

™ ™2
I'=A/S,A/St, B/S? (AV B)(n),I" = A'/S",C(a)/(S3 U {n})
(Vr) (Vr)
I'=A/S,(AV B)/(S'uUS?) (AV B)(n),I" = A/S,VzC(x)/(S® U {n})

<(AVB);1;1>
0,7 = A/S,A'/S'[n|(S* U $2)],VzC(x)/S3[n|(S* U S2)]

1

= A/S A/S', B/S? 2
(VR)
I'= A/S,(AV B)/(S* U S?) (AV B)(n),T" = A’/S",C(a)/ (S U {n})

<(AVB);1;1>
I, T = A/S,A'/S",C(a)/S3[n|(ST U $2)]

(VRr)
I, T = A/S,A'/8 VzC(x)/S3[n|(ST U S§?)]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0311036/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0311036/CA

Capitulo 3. FIL para logica de primeira ordem 84

Percebe-se que esta reducao nao é correta ja que, no caso do indice estar no
conjunto de dependéncia de C(a), isto é (S U {n}), receberd os indices de
(S U S?) que nio é necessdriamente disjunto de A/S. Portanto, no sucedente
da conclusao do corte, (A/S,A’/S’,C(a)/S?[n|(S* U S?)]) o conjunto de de-
pendéncia de C(a) nao resultaria disjunto de S fazendo incorreta a aplicagao
de (Vg). Mas, via o lema 9 podemos fracionar a premissa e usar o seqiiente
que nao depende da férmula de corte. As restantes férmulas da conclusao sao
introduzidas via enfraquecimento. Veremos mais adiante que esse processo
pode ser aplicado para todas as regras.

Entao, a partir da premissa (A V B)(n),I" = A’,C(a) vemos, via o lema 8,
qual dos componentes do sucedente depende de (A V B)(n), ja que pela regra
do universal, os conjuntos de ambos componentes sao disjuntos. Neste caso,
considerando que a férmula C(a) depende de (A V B)(n) e pelo lema temos o
seqiiente I'"" = A!/S; onde S; é disjunto do conjunto de dependéncia de C(a).
Portanto o indice n nao ocorre em .S; nem nos conjuntos de dependéncia da
premissa esquerda. Por (Wg 1) obtemos a conclusao do corte I, IV = A, A'. O
mesmo podemos fazer se o é A; que depende de (A V B)(n). Nesse caso pelo
lema 9, escolhemos diretamente um seqiiente da forma I'; = VaC(x)/S® no
qual I'; tem exactamente os indices que estdao em S* e o indice n nao pertence
a S3.

2. Casos em que o Rank = 2.

2.1.A férmula do corte é (B A C)

T T2 3
' :>A1,A/Sl F2:>A2,B/SQ A(n),B(’m),F,ﬁA/
(AR) (AL)
T'1,T2 = A1, Ag, (AAB)(S1US3) (A A B)(k), T = A'[maz(n, m)|k]

< (AAB);1;1 >
Fl,FQ,FI = Aq, AQ,A'[max(n,m)|k][k|Sl U 52}

) ™3
™1 FQZ}AQ,B/SQ B(m),A(n),F/:>A'
< B;1;1 >
' = A1, A/S A(n),Fg,F/ = A/[m|32],A2
<A L1 >

[1,T2,I" = Ay, Az, A'[m|S2][n|S1]

Rank > 2. Vejamos alguns casos com a regra de contracao.

Caso (a).

F?A/Sl,A/SQ,A
D= A/(S USy), A I = A
[0 = A% A

< A, 1, ey Mgy My ey, TN >
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—
['= A/S1,A/Sy, A = A
I F/O A A, < A;172a'-'7nk;m1,---,m]‘ >
) = A,
Caso (b).
A(n), A(m),T" = A’
/ / / (CL>
I'=A A(k),T" = A"/S"U{k}
r F/:>AO A/ ;nly"'ank;l,-..,m]’ >
—
I'=A A(n), A(m), T’ = A/
T T° = A AP < Aing,ong 1,200, my >
) = A,
O

Teorema 9 Seja m uma derivacio de I' = A em FIL1. Entdo, ela pode ser

transformada numa derivacao ' livre de corte.

Prova. Direto do lema 11.

3.3.1
Observacoes sobre a eliminacao de cortes via lema 8.

Segundo apresentamos, o objetivo do lema 8 foi o de isolar submulti-
conjuntos de férmulas de um seqiiente. Mas o mesmo lema tem revelado sua
aplicabilidade para a eliminacao dos cortes em sistemas nos quais as relagoes
de dependéncia sao marcadas.

A técnica Gentziana para eliminar os cortes, segundo explicamos e
usamos, substitui uma aplicagdo da regra por outra(s) de rank menor até
chegar ao caso atomico, ou seja, levando as aplicacoes do corte para cima. Via
lema 8, uma aplicacao pode ser diretamente eliminada acelerando o processo.

Consideremos novamente o mesmo caso de aplicagdo da regra (Vg) a modo de

exemplo:
I'=A/S,A/S', B/S? (AV B)(k),T" = A'/S',C(a)/S?
Fo s AvB) 505 Y AVBI(RLT = N/S.va0()S

. (corte)
T = A/S,A)S VeC(z)/S
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Tenhamos em conta que se a regra (Vz) foi aplicada, entao S’ NS® = (). Entao,

tal como temos feito na prova, pelas restri¢oes de (Vi) em FIL1, k ocorre ou

em S’ ou em S3. Suponhamos que k ocorre em S’. Entdao C(a) nao depende da

férmula de corte. Pelo lema 8 podemos ter uma 75, a partir da qual derivamos

a conclusao sem corte:

I = C(a)/S°
/ 3 (VR)
I, = VaC(z)/S W)
I\ = A {1, VaClx) /S (W .
T —T).T = &5 el Y

De modo similar, se o indice k ocorre em S® podemos construir uma outra

derivagao:

T
.= A'/S
!/ /‘7 ! * (WR)
I = A'/S" VaC(x) /{}
(I =1, T = A'/S' VaC(x) /S

(Wr)

Isto é, pelo lema 8, podemos, em alguns casos, obter diretamente a derivacao

sem corte en vez de subilo. O mesmo pode se fazer a partir da premissa

esquerda. O que queremos ressaltar aquim é que isto pode ser generalizado

as outras regras ou mesmo experimentado em outros sistemas que trabalhem

com as relacoes de depndéncia. Revisemos alguns requerimentos para poder

eliminar os cortes (ou mix ou corte indexado)deste modo:

(a)

Devemos poder obter a partir do lema submulticonjuntos estritos. Isto
é, ou obter a partir da premissa esquerda um A; C A disjunto do resto
e que todas as ocorréncias que queremos eliminar da féormula do corte
estejam em (A —A;) ou obter a partir da premissa direita o resultado em
que I'; C I' e, do mesmo modo, que todas as ocorréncias que queremos
eliminar estejam em (I' — I';).

Se a obtencao de um seqiiente sem a regra de corte nao é possivel usando

o lema 8, entao recorremos a técnica gentziana.

Se é o caso em que alguna das premissas (I' = A e [V = A’) pode ser
reduzida a um resultado com a forma I'; = A;/S; onde as ocorréncias
da férmula de corte nao ocorrem, entdo a conclusao do corte (I',\IV =
A, A’) pode ser recuperada com as mesmas relagoes de dependéncia com

enfraquecimento fazendo uso da colocacao dos indices no sucedente:
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; > (Wr)
Iy = Ai/Si, (A A7) = Ay)/{}
(T,T7) = T9), Iy = Ay/Si, (A A) = Ay) /S

(Wr)

onde o conjunto S* tém recebido os indices das férmulas de ((I',T") — T)

recuperando as relagoes de dependéncia da conclusao original.
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