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Fundamentos da Mecéanica da Fratura Linear Elastica

2.1. Concentracado de tensdes

As formulas classicas da andlise tradicional de tensdes (ou da resisténcia dos

materiais) sO servem para se calcularem as chamadas tensGes nominais o, , as

quais desprezam os efeitos localizados nas transicdes geométricas bruscas. Estas
equacOes sO sdo validas nas regides da peca que fiqguem longe das transi¢bes
bruscas de geometria e dos pontos de aplicacdo das cargas concentradas. Como a
maioria das pecas reais tem entalhes (como furos, rasgos, ombros ou outros
detalhes geométricos similares, onde a secdo varia bruscamente), os quais s&o em
geral indispensaveis para a fixacdo e/ou a operacdo da peca, estes entalhes
concentram localmente as tensGes nominais que atuam na peca.

Na modelagem dos problemas de fadiga e de fratura de pegas frageis, o
efeito dos entalhes é de primordial importancia (Castro & Meggiolaro, 2002).

2.1.1. Perturbacéao das linhas de forga

As linhas de forca indicam qualitativamente o fluxo dos esforgos atraves de
uma dada estrutura. Todos os esfor¢os que entram tém que sair da estrutura, ja que
a soma dos esforcos (forcas e momentos) que entram em qualquer estrutura em
equilibrio tem que ser zero. Logo, as linhas de for¢ca ndo podem ser cortadas pelos
entalhes, elas tém que contorna-los, como na Figura 2.1 (Castro & Meggiolaro,
2002). Assim, elas se concentram na ponta do entalhe passando uma mais perto da
outra; indicando que mais carga estd atravessando por uma area menor como se
pode ver na Figura 2.1 (Broek, 1988).

As linhas de forga s&o curvadas ao contornar os entalhes, trocando de
direcdo. As direcBes das linhas de forca indicam a direcdo da tensdo local.
Podemos notar que a direcao da carga ao redor da ponta do entalhe ndo é a mesma
que na carga uniformemente distribuida. Na tensdo local aparece uma componente

horizontal e uma vertical e, portanto, podemos concluir que perto da ponta do
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entalhe o campo de tensGes é biaxial (o, € o,) mesmo quando o carregamento

aplicado é uniaxial (ver Figura 2.2). Por isto um entalhe ou corte ndo sé produz

um concentrador de tensdes, mas também introduz uma componente transversal
da tenséo (Broek, 1988).

Figura 2.1 - Fluxo das linhas de forga.

Figura 2.2 - Perturbagédo nas linhas de forca.
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2.1.2. Fator de concentracédo de tensdes

O fator de concentracdo de tensdes K, € definido pela razdo entre a maxima
tensdo que atua numa dada secédo (entalhada) o,,, € a tensdo nominal o, que
atuaria naquela secdo se o entalhe nela ndo causasse qualquer efeito. O K, é

definido como (Castro & Meggiolaro, 2002):
Ky =2 (2.1)

Toda descontinuidade no material de uma pega produz uma interrup¢ao no
caminho da carga, desviando as linhas de forca e causando uma concentragéo das
tensdes. Se a ponta de um entalhe tem um raio grande, isto €, se o entalhe é cego,
0 seu comprimento na direcdo da carga é maior; causando um menor desvio das
linhas de forgca na pega que outro entalhe similar de ponta mais afiada. Assim, a
redistribuicdo das tensdes pode ocorrer numa distancia maior, portanto a area
onde acontece a concentracdo de tensGes € mais comprida que no caso de um
corte muito afiado e a tensdo maior € menor que no entalhe muito afiado. Como
uma regra geral, entalhes cegos ou ndo afiados produzem tensOes localizadas
baixas, entalhes muitos afiados produzem tensdes localizadas muito altas (David
Broek, 1988).

2.1.3. Solucao do campo de tens6es numa placa infinita com um furo
circular tracionada
A primeira solucdo analitica de um fator de concentracdo de tensdes K, foi

a de o furo circular numa placa infinita tracionada (Kirsh em 1898), ver Figura
2.3. O furo de Kirsh tem:

O
K — max :3
=S, (2.2)

A solucdo da distribuicdo de tensbes em toda a placa infinita com um furo

de raio R sob a tensdo nominal &, € apresentada em coordenadas polares:

R? R?2 R*
o, =—||1-—|+|1-4.-—+3-— |c0os(2- 0
r 2 |:{ rz] { r2 r4 ( )

oy = % : Mu F:—Zz] - [1+ 3. F:—:] cos(2- 9)}
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r? r4

o, = —%-(uz- R® R4Jsen(2-€). (2.3)

rrrrrrrrrrrrrrnd

A

Figura 2.3 - K, de um furo circular numa placa infinita tracionada.
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Figura 2.4 - Variacdo das tensdes normais o, e o, ao longo do eixo x numa placa

infinita com um furo circular tracionada (Castro & Meggiolaro 2002).
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A variacdo das tensdes normais o, e o, ao longo do eixo x € apresentada
na Figura 2.4. Pode-se ver que o efeito do furo circular no campo de tensdes da
placa infinita s6 consegue influencia-lo significativamente muito perto da sua
borda (Castro & Meggiolaro, 2002).

2.1.4. Solucao do campo de tensdes numa placa infinita com um furo
eliptico

A solucédo do campo de tensGes numa placa infinita tracionada contendo um
furo eliptico foi apresentada por Inglis em 1913.

O K, do furo eliptico numa placa infinita tracionada por o, (Inglis, 1973)
tem grande importancia pratica. Uma elipse de semi-eixos a e b, sendo a

perpendicular a tensdo nominal o, (ver Figura 2.5), tem um raio (minimo) em

2
x = +a dado por p =% e um K, igual a:

Kt:1+§:1+2-\/g. (2.4)
b P
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Figura 2.5 - Placa infinita contendo um furo eliptico tracionada.

A solucdo de Inglis usa coordenadas ortonormais eliptico-hiperbdlicas

(a, B), que mapeiam o plano através de elipses geradas pela coordenada « e de
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hipérboles geradas por g, todas elas focadas em x =+c

por:
x2 . yz 2

2 L2

cosh“a sinh“ «a

as hipérboles por:

2 2
X
y c?

cos?f sin®p

e o furo eliptico por:
2 2
X2 T y2 !
cosh® «p sinh” ag

onde 0s seus semi-eixos Sao:
a=c-coshe

b =c-sinheq,.

30

. As elipses sdo descritas

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)
(2.9)

Figura 2.6 - Coordenadas ortonormais eliptico-hiperbdlicas. (Castro & Meggiolaro 2002).

A componente o« da tensdo o, € perpendicular e a componente g da

tensédo o, € tangente a elipse, na direcdo em que g varia (perpendicular as iso-

curvas de g), sendo assim analogas as componentes de tensdao em coordenadas

polares o, € o, .
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As tensdes o,, o, € 7,5 geradas por uma carga biaxial na placa de Inglis
sdo dadas por séries cujas constantes A, e B, tém que ser determinadas pelas
condigdes de contorno da placa, onde n em geral pode ser qualquer inteiro
positivo ou negativo (Castro & Meggiolaro, 2002).

Segundo Inglis (1913),

(n+2e " cos(n +3)5+(n—1)e " cos(n -3)p

—[4e‘”+1 (n+3)" ”3“]00 (n+1)p A,
1 +[4e‘(”‘l (n-3)" n+3”‘]cos

(cosh(2a)-cos(28)f? | [ne ™ cos(n+3)g +(n +2)e ("= cos(n—l)ﬁ

+ B,
- [(n +2)e 1l 4 g3 ]cos(n +1)p

oO.,6 =

n -3 "% cos(n+3)8 - (n +3) " cos(n - 3)8
(n-

1) (13} _ gg-(nst ]cos(n +1)p An
1
(cosh(2a)-cos(28))

X
ol
[

+(n+2)e 3 4 go-(n-2e ]cos(n -1B

O-ﬂ:

ne—(n+l)a COS(I’] i 3)ﬂ 4 (n + 2k*(n+1)a COS(n —1)ﬂ
_ B
_ [(n + 2)6*(”*1)0‘ + ne’(ms)a ]COS(I’] + 1)ﬂ

(n—1)e "% sin(n+3)8 + (n+ 1"V sin(n - 3)8
1 [— (n+2)e "2 sin(n + 1) - (n - 1)e~"*3} sin(n - 1)/?}A
(cosh(2a)-cos2B)f | [pe-(n+dk sin(n+3)8+ (0 +2)e ™ sin(n 1)

{_ [0+ 2)e 00 4 e~ Jsin(n + 1) ]B“

" (2.10)

Top =

No caso da placa de Inglis sob tragdo uniaxial, com o, perpendicular ao

eixo maior a do furo, as cinco condigdes de contorno geram:

a 4
A,=-2n B :ﬁ[1+cosh(2a N, A ~Zn _%n e% 1= o, e e
1T et 4 T g ' 8
B, :—%. (2.11)

Como a borda do furo é uma superficie livre, o,(a =0)=7,,(@=a,)=0, €
como na borda:

a, =atanh(b/a), (2.12)
atenséo o ,(a = «,) tangente a borda do furo é dada por:

20ty (1+ e 2% )sinh 2a,
cosh2¢, —cos2p

1. (2.13)

O'ﬂ(a = ao)z o,e
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Portanto, tenséo o ,(a = a,) € maximizada nos pontos extremos do eixo 2a

perpendicular a carga o, aplicada na placa, nos quais cos2g=1¢€ =0 ouU r,

onde:
, atb a-b

Tpmax _ o 2a, [L+ &2 ). sinh2a, _q|-_a=b a+b _4 -8 (2.14)

o cosh2¢, -1 a+b+a—b_

a-b a+b

pois:
E=tanaz0=i:>e2“°=a+b, (2.15)
a g% g% a-b

Desta forma, sendo p =b?/a o raio do furo eliptico nos dois extremos do

seu eixo maior 2a, perpendicular a tensdo nominal:

M:Ktzu%:uz-ﬁ. (2.16)
2

O-n

A componente vertical da tensdao o, que atua no ligamento residual de uma

placa infinita tracionada com um furo eliptico de semi-eixos a e b, para x >a,

y =0 e centrado em (0,0), é dada por (Castro & Meggiolaro, 2002):
(a2 —2abe —Vx?-a%+b? j(x2 —a?+ b2)+ab2(a— b)x

Tyn (a—b)z(xz—a2+b2)\/x2—a2+b2

(2.17)

15|0y(x,0)/Cyy,

14-
Kt=1+2—l§l
a/b=100 1

11 2|b C

v

2a
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|a/b=1

1 X/a
1 102 104 L06 1.08 110 112 114 116 118 1.2
Figura 2.7 - Variagéo da tensdo o, ao longo do eixo x numa placa infinita com um furo

y

eliptico tracionada. (Castro & Meggiolaro 2002).
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2.2. Mecanica da Fratura linear Elastica

A metodologia da Mecéanica da Fratura Linear Elastica (MFLE) é baseada
num procedimento analitico que relaciona a magnitude e a distribuicdo do campo
de tensbes na vizinhanga da ponta da trinca com a tensdo nominal aplicada na
peca, o tamanho, forma e orientagédo da trinca ou entalhe muito afiado. O principio
fundamental da MFLE é que o campo de tensdes a frente de uma trinca afiada

num membro estrutural pode ser caracterizado em termos de um simples

parametro K, o fator de intensidade de tensdo, que é expresso em Mpaym ou

ksi+/in . Este pardmetro K ¢ relacionado tanto a tensdo nominal quanto ao
tamanho da trinca (a). Conseqgiientemente, todos 0os membros estruturais ou
corpos de prova que contém imperfeicdes como entalhes afiados ou trincas podem
ser carregados para varios niveis de K, o que € analogo a situacdo onde membros
estruturais ou mecanicos que ndo contém defeitos podem ser carregados para
varios niveis de tensdo.

Como a maior parte das falhas de componentes mecénicos ou estruturais é
causada pela propagacdo de trincas, uma maior compreensdo da magnitude e
distribuicdo do campo de tensdes na vizinhanca da frente da trinca € essencial para

determinar a seguranca e confiabilidade de estruturas (Barsom, 1987).

2.2.1. Estado de tensdes num concentrador de tensdes

Um concentrador de tensGes também causa uma mudanca no estado de
tensdo. Mesmo se a tensdo é uniaxial no ligamento residual, o estado de tensdes é
ao menos biaxial na &rea do entalhe (ver Figura 2.2). Na superficie livre onde ndo
atuam cargas externas havera um estado de tensdo plana (ndo ha tensdes na
superficie livre). Como a superficie livre ndo carrega cortantes, esta seria um
plano principal com uma tensdo principal igual a zero e, consequentemente, um
estado de tenséo plana.

Como a face do entalhe, a raiz do entalhe (com raio de ponta p finito) é

também uma superficie livre. Por isso, na raiz do entalhe a tensdo na direcdo da

trincax (o, ) deve ser zero, pois ndo ha tensdo atuando perpendicular a superficie

livre.
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Como a superficie (face da placa) é um plano principal, e como os trés

planos principais sdo perpendiculares entre si, as tensées o, € o, na raiz do

y
entalhe sdo as tensGes principais o; € o, no plano do entalhe. Devido a presenca

do alto concentrador de tenséo causado pelo entalhe na placa, os valores locais de
o, € o, Sa0 muito grandes, do mesmo modo que as deformacdes &, e ¢,. De
acordo com a lei de Hooke, uma deformacédo na direcdo z estara presente, dada

por:

— 9% %
&=V TV (2.18)

assumindo que a tenséo o, =0. O sinal negativo da deformacdo &, indica uma
reducdo da peca na direcdo z.

As tensbes sdo altas sO na vizinhanca da raiz do entalhe, longe desta o,
desaparece e o, tende para a tensdo nominal o,. Por isto, longe da ponta do
entalhe, ¢, torna-se desprezivel. As faces do entalhe sdo livres de tenséo, entdo
&, =0 ao longo das faces. Portanto, s para uma pequena quantidade do material
em volta da raiz do entalhe, ¢, € muito grande; enquanto que, fora desta pequena
zona, &, € zero ou desprezivel. Pode-se idealizar esta pequena regido do material,
que esta sob efeito de &,, como um pequeno cilindro (ver Figura 2.8).

Se este cilindro (pequena regido do material em volta da ponta da trinca, sob
efeito de ¢,) € muito comprido (isto é, se a peca € muito grossa) e relativamente
esbelto, uma grande ¢, (deformacéo na dire¢do z) ndo pode acontecer. O material
em volta do cilindro ndo permite que a contracdo aconteca livremente, com
excecgdo de uma regido muito pequena do material junto as faces da placa (que séo
superficies livres).

A restricdo a livre contracdo do material causa uma tensdo o, (tensdo na
direcdo z). Se a contracdo do material é totalmente restrita, a deformacdo na
direcdo z ndo acontece e ¢, =0 (um estado de tensdes onde uma das deformacoes

principais é zero é chamado de deformacéo plana), entdo:

gz=—vﬁ—vﬂ+ﬁ=0, (2.19)
E E E
e por isto:

o, = V(O'X +oy ); (2.20)
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A tensdo o, é exercida pelo material em volta do cilindro, que ndo permite

a sua livre contracdo. Na superficie livre do material, esta tensdo na direcdo z nédo
pode existir, mas ela aumenta rapidamente com a profundidade do material.

Devido a auséncia de o, na superficie do material, a deformacéo ¢, forma entéo

uma pequena covinha nas superficies livres.

Prrrtrrrrrn

regiao do materal
querendo encolher

Superficie livre, n&ao
ha deformacao

REREEEERRENN

Figura 2.8 - Deformacédo na ponta do entalhe.

Agora, para uma placa fina com um entalhe, o cilindro do material em volta
da raiz do entalhe querendo encolher é pouco comprido e relativamente grosso,
por conseguinte a contracdo do material acontece livremente conforme a Equacéo

(2.18), entdo a tensdo na direcdo z € zero (o, =0). Este estado de tensdes é

chamado de tensao plana (Broek, 1988).
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2.2.2. Modos de carregamento das trincas

Ha trés diferentes modos de carregar uma placa trincada, e cada modo tem
sua propria designacdo. Os casos associados com estas diferentes configuragdes
de carregamento séo geralmente referenciados como modos I, Il e 111 (ver Figura
2.9).

modo I 4k

maode IT

I
-4
Os trés modos
de abertura das
I trincas

vl
Figura 2.9 - Modos de carregamento de uma trinca em uma placa.

O Modo | é o principal modo de fratura que acontece quando duas
superficies de uma trinca estdo sendo separadas por forcas trativas aplicadas
perpendicularmente ao plano da trinca. O modo Il ou modo cortante acontece
quando forcas cortantes sdo aplicadas no plano da trinca. E por altimo o modo Il
ou modo de tor¢do acontece quando forcas cortantes fora do plano séo aplicadas
sob a placa, do mesmo jeito que é rasgada uma folha de papel (Unger, 2001).

Quase sempre as trincas se propagam em modo | (perpendicularmente a
maxima tensdo normal trativa) para evitar o atrito nas suas faces durante a fratura
e, por conseguinte, 0 modo | € o mais importante na pratica. Por isto a discussdo

sera centrada neste modo de faturamento (Castro & Meggiolaro, 2002).
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2.2.3. Fator de intensidade de tensodes

Este conceito foi introduzido em 1957 por Williams e Irwin para quantificar
0 campo das tensdes em torno de uma trinca numa pega predominantemente linear
elastica. Os trabalhos foram independentes (Irwin usou uma funcgéo de tensdo de
Westergaard complexa e Williams propos sua funcéo de tensdo na forma de uma
série infinita), mas chegaram ao mesmo resultado. O fator de intensidade de
tensbes foi logo aceito na industria aeronautica, avida por uma andlise eficiente
para quantificar o efeito das trincas apds as quedas de trés jatos comerciais
(Comets) em 1954, devidas a propagacao brusca e instavel de trincas de fadiga.

A expressdo completa do campo de tensGes em torno de qualquer trinca em

modo I, nas pecas feitas de material linear, eléstico, isotropico e homogéneo é

dada por:
K, { 39} K,
oy, = cos—|1l-sen—sen— |= f (0
X N2rm-r 2 N2t X()
K, { 39} K,
o, = cos—|l+sen—sen— | = f, (@
y N2 -r 2 N2 -r y()
K, 0. 0 _30_ K (2.21)
W = C0s—sen—coSs— = ———="F, (¢ .
W e 222 " ey )
Tyz =Ty =0,
com:.

o, =0, para tensdo plana e
o, =vlo, +o, ), para deformacéo plana.

Em geral, pode-se escrever

K, :o"\/ﬂ-a-f[%j, 2.22)
onde K, é o parametro linear elastico que quantifica a intensidade do campo de
tensbes, o € a tensdo (nominal) aplicada na peca, a € o comprimento da trinca e

f(%j é a funcdo que descreve todas as influéncias das geometrias da peca e da

trinca e da forma do carregamento no campo de tensdes. K, é um parametro linear
elastico catalogavel e, pela unicidade das tensdes lineares, s6 precisa ser calculado
uma vez para cada geometria.

As tensdes em torno de uma trinca em modo Il sdo:
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K, 4 0 30
oy, =— sen| — || 2+cos| — [cos| —
271 2 2 2
Ky o 4 30
0y =——==S€n| — |Cos| — |cOS| —
27 -1 2 2 2

K, 0 0 30
- __cog Z|1- Z >
Tyy o 003(2]{ sen[zjsen[ > ﬂ (2.23)
Txz =Tyz =
com:

o, =0, para tensdo plana e

o, =vlo, +0o,) , para deformacéo plana.

Para modo III:

Ty, =— K sen(gj

“ N2t 2

_ KIII (ej 224

, =——=2—CO0S| — | . .

i 2w -r s 2 ( )
Assim,

f; (0)

(ro)=K, | = 2.25
O-J(r ) | |:m:| ( )

em torno da ponta de qualquer trinca em qualquer peca predominantemente
elastica carregada em modo | (idem nos modos Il e I1l). Estes campos lineares
elasticos de tensdo sdo singulares, portanto nas pecas trincadas ndo se pode
comparar as maximas tensdes lineares elasticas com as resisténcias do material (ja
que neste caso a tensdo perto da ponta do entalhe tende a infinito). Logo, a Unica
diferenca entre os campos de tensGes que atuam nas varias pecas trincadas

(lineares elasticas) é o valor da sua intensidade, expresso por K,, K, ou K, . A

intensidade do campo linear elastico de tensdes em torno da ponta de qualquer
trinca em modo | é totalmente controlada por K, (e por K, e K, nos modos Il e

[11), pois as tensOes o; dependem sempre de 1 & das mesmas funcoes f; (9).

Jr
K,, K, e K, séo chamados de fatores de intensidade de tens6es (em modo
I, I e 1), tém dimensdo MPavm e incluem todas as informac@es sobre os efeitos

da carga e da geometria da peca e da trinca (como e quanto elas influem nas

tensbes LE em torno da trinca). Esta andlise linear elastica de tensfes é singular,
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ja que prevé tensdes infinitas quando r — 0 (muito perto da ponta da trinca). Isto,
alias, € uma impossibilidade fisica; e assim ndo pode descrever as tensfes na
ponta da trinca (o ponto mais solicitado da peca). Mas 0s materiais reais ndo sao
lineares nem elasticos em cargas altas, portanto todas as trincas reais estaveis,
mesmo aquelas solicitadas por tensdes baixas, sempre tém uma regido nao-linear

em torno de suas pontas (Castro & Meggiolaro, 2002).

2.2.4. Solucéo de Williams para o campo linear elastico de tensdes
em torno de uma trinca

Para resolver problemas (lineares, elasticos, isotropicos, homogéneos e

planos) de tensdes, as funcdes de tensdo de Airy ¢(r,0) devem reproduzir todas as

condigdes de contorno e obedecer a:

2 2 2 2
V4(¢)): a_+ii+ia_ a_+£a_¢+ia_¢ =0
or2 rar 2902 or?2 ror r2?p6?

Para analisar as tensdes, lineares elasticas, numa placa trincada, Williams
usou coordenadas polares ro com origem na ponta de uma trinca com faces em
0 = +x , e propds uma funcéo de tenséo:

p(r,0)=r21(r,0)+g(r,0), (2.27)
onde f e g sdo fungdes harmdnicas, portanto V> f = Vg = 0; para as funcdes f
e g Williams propds series infinitas de indice n, assumindo:

f= Z[Anr "cos(ng)+C,r" sin(n&)]

n
g= Z[(Bnr(r”z) cos(n +2)0 + D,r " sin(n + 2)6?)] : (2.28)
n
onde as constantes A , B , C e D devem ser ajustadas para obedecerem as

condigdes de contorno do problema. Como as tensdes em modo | sdo simétricas

em relacédo ao plano da trinca temos que:

entdo f e g s6 podem manter os termos em cos(ng), portanto as constantes C e

D dos termos em sin(ng) tém que ser nulas. Para estes casos:
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olr.0)=>r (+2)[A, cos(ng)+ B, cos(n +2)6], (2.30)
Desta forma, as componentes de tensdo geradas por esta funcdo séo obtidas
por:
oy = o _ Z{(n +2)\n+1r"[A, cosnd +B, cos(n + 2)6]}
or?

2
o, = Fl(;—f+ri227f = Z{(n +2)"[A, cosné +B,, cos(n + 2)0]—r”[n2An cosné +

n

+(n+2)°B, cos(n + Z)HJ}
Trp = —a—i(?lg—gé)) = Zﬂ: {(n +1)r "[nA, sinng + (n + 2)B, sin(n + 2)9]}, (2.31)

Para obedecer as condi¢bes de contorno das superficies livres (ver Figura
2.10), as tensGes normais e cisalhantes devem ser nulas nas faces da trinca, ou
seja, o,(0 =+7)=1,,(0 =+z)=0, logo, deve-se ter:

(An +Bn)cos(n7z)=0 e

[nA, +(n+2)B, Jsin(nz)=0. (2.32)

y=D+:>cry=rxy=El I

8=Jr::>crs=rr8—

y=0 =0, =Ty =|:I_/

6'=Jr::>crs=rr9=ﬂ

Figura 2.10 - Modos de carregamento de uma trinca em uma placa.

Para facilitar a imposi¢do das condicBes de contorno das superficies livres
as faces da trinca, pode-se localizar a origem dos eixos cartesianos ou polares (xy
ou r@) na sua ponta, fazendo as suas faces (nas quais tanto as tensdes normais

quanto as cisalhantes tém que ser zero quando a trinca estiver aberta) coincidirem
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com o eixo x negativo (o, =7,, =0 S€ x<0 € y=0" 0U 07) OuU cOM @ =z+x
(onde o, =r,, =0). A primeira condi¢do implica em:

-3 -1
n=. T T
2

N
N | W

o
A, =-B,; (2.33)

Analisando os valores de n, pode-se concluir que:

» Os n positivos ndo reproduzem a fisica do problema (as tensbes
dependem de r" e seriam infinitas longe da trinca).

» n =0 gera tensOes independentes de r , desprezadas nesta primeira analise
por terem pouca influéncia proximo da ponta da trinca (mas que serdo
consideradas adiante).

» SO 0s n negativos reproduzem a concentracdo de tensdes gerada pela
trinca e a singularidade na sua ponta.

Prevéem-se tensdes singulares (r - 0 = ¢ — « ) porque se supds nulo o raio

da ponta da trinca (logo K, — « ), mas mesmo assim este modelo tem que prever
que a energia de deformacdo E, por elas gerada é finita e positiva; as tensbes
variam com r" e a E, cresce com o2, logo em qualquer circulo de raio p

centrado na ponta da trinca se tem:

Ep z”%sz: 0< sz(e)da;frznrdr <w, (2.34)
e como

0<Jf2(9)d9<w,

O<Ir(2“+1)dr _ 2:+22) <o (2.35)
=n>-1; (2.36)

. ;. . . 1 . . . B
Assim, o Unico n possivel é n=-= (a singularidade da trinca é

proporcional a 1 e, para obedecer a segunda condi¢do acima, A, =3B,, que

I

podem ser escritos como:

K
A =—L e

2 e
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1 K,
B =—-A = , 2.37
5 3 5 3z (2.37)
para obter:
(r.0)= K, ricos— K, rgcosﬁ (2.38)
T on 2 32z '

Da funcéo de tensdo (2.38), € facil obter o campo de tensdes em modo I:

1a¢+ 1% _ K [1 5cosd — cos 32 =K'fr(9)
"ror 8492 Jomr | 4 2 2 )] om

2 K K fo(0
oy _0e R 1[3cos§+003370j s (0)

o2 Jom |4 Vo
__0(1op)_ K [1( 0 o 30\ Kify(0)
T =— ar(r aaj mb(smz+sm2ﬂ_ o (2.39)

o, =1, =17, =0, paraum estado de tensdo plana;
o, =vio, +0,), 7,9 =7, =0, para um estado de deformacdo plana. As

deformac0es associadas sdo obtidas pela lei de Hooke. Em tensdo plana o, =0,

logo:
o, —vo, K, [ 0 39}
& = = 5-3v)cos——(1+v)cos—
: = . (6-3v)cos -~ (L+v)cos =
o, Vo, K, { 0 39}
£y = = 3-5v)cos—+(1+v)cos—
0= ey | B Bv)cos g+ (L v)eos T
B —V(O'r +0'9) - 2K, 14
£, = £ E\/_ cos
v K, 0 30
=10 _ sin— + sin— 2.40
== s s | (240)
Em deformagéo plana &, =0, mas como o, =v(o, +0y),
. = [0, —v(aa +o-z)] 3 |_(1—1/2)Jr —v(1+ V)O'QJ
T E - E
— 2 —
. l(l v )Jg V(1+ v)arJ
E
e K 9 . sin3? 2.41
Yo = 5 4GW/_{sm +5sin 2} . (2.41)
Os deslocamentos radiais u, e tangenciais u, podem ser obtidos
integrando:

ou,
T
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g = (2.42)
obtendo:
K % 360
u =—- \/F{ 42-3 cos——cos—}
AG~ 27 ( ) 2 2
__ K facansn s sn®
Ug = 4G\/§\/F {(1 42)sin 5 +sin= } , (2.43)
onde A = 2[; } no caso de tensdo plana ou 4 = 2(1-v) em deformacéo plana, € o
14

modulo G = ——— nos materiais isotropicos e homogéneos.

2(1+v)

Para 0 modo 11, pode-se obter a seguintes equacfes de tensao:

Ky [ 1( 0 . 39)}_ Ky
o, =———|-=|5sin—-3sin—||=—=0, (@

Nom | 4 2 2 N2 9 0)

Ky [ 1[. 0 . 36’]}_ Ky

=——|—-=|sin=—+3sin— || = 0

Og o 3 5 5 o 99( )

K, '1( 0 39}}_ K,
g =———=|—=|Ccos—+3cos— || =—=0,,(0 244
Tro 5_4 2 2 \/Eg 0() ( )

o, =17, =7, =0, paraum estado de tenséo plana;

o, =vio, +0,), 7,9 =7, =0, para um estado de deformacéo plana.

Ky \/—{ 0 : 39}
U, =————=+r -|(3-44)sin—+3sin—
4G~ 2 ( ) 2 2
K \/_ { [ 39}
Uy =————+/r -|(1-41)cos= +3cos— |, 2.45
ey (1-42)cos > (2.45)

onde 2= 2{%} para deformacdo plana e 1=2(1-v) para deformagdo plana
14

(Castro & Meggiolaro, 2002).

2.2.5. Solucao de Westergaard para o campo linear elastico de
tensdes em uma placa infinita com uma trinca central

Westergaard mostrou que uma limitada classe de problemas poderia ser

resolvida introduzindo uma fungdo complexa de tensdo z(z), onde z=x+iy e

i =+/-1. A funcéo de tensdo de Westergaard se relaciona com a funcdo de tenséo

de Airy ¢ da seguinte maneira:
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¢=Re§+ylmz, (2.46)
onde Re e Im sdo as partes real e imaginaria da funcdo, respectivamente, e as

linhas sobre z representam as integracGes com respeito a z:

Z=

z - (2.47)

o o
N|N| N|N||

Da funcéo de tensdo de Airy, para um meio bidimensional, linear elastico,

isotropico, homogéneo e continuo, temos que:

o’¢
X :W
%P
= ae
2
Ty =— o9 ; (2.48)
oxoy

aplicando as Equac0es (2.47) e (2.48):
oy, =ReZ-ImZ2z'
oy, =ReZ+ImZ’
7, =YReZ'. (2.49)
Pode-se notar que a parte imaginaria das tensGes é zero quando y =0.
Ademais, como o cortante também é zero quando y =0, entdo o plano da trinca é

um plano principal. Portanto, as tensdes sdo simetricas para ¢ =0 e a Equagdo
(2.49) implica carregamento em modo I.

A funcdo de tensdo de Westergaard, em sua forma original, é apropriada
para solucionar um limitado ndmero de problemas com trincas em modo |I.
Subsequientes modificagdes generalizam a funcdo de Westergaard para ser
aplicavel num mais amplo nimero de problemas com trincas.

Considere uma trinca central numa placa infinita sob tenséo biaxial remota
(ver Figura 2.11). Se a origem das coordenadas é definida no centro da trinca, a

funcdo de tensdo de Westergaard é dada por:

Z(2)=—22_, (2.50)
Z"—a

onde o, é a tensdo remota e a € a metade do comprimento da trinca.
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Considerando o plano da trinca onde y =0, para -a< x <a, Z é toda imaginéria;

enquanto z € real para |x| > |a | As tensdes normais no plano da trinca séo dadas

por:

x  =x-a,aEquacdo (2.51) torna-se:

(2.52)

tHttH TRt E R

t

tttetttteettteettittt

2a

HULHLLL

LT

Figura 2.11 - Placa infinita com uma trinca central sob carregamento biaxial.

Agora consideremos a distancia horizontal desde cada ponta da trinca,

ova
Oy =0y = ~
V2X

Para x" << a, Westergaard reproduz a mesma singularidade de Williams da

inversa da raiz quadrada. Uma vantagem desta andlise é que relaciona a tensdo

local com a tenséo global e o tamanho da trinca. Da Equacéo (2.39), a tensédo no

plano da trinca (¢ = 0) é dada por:

K
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Comparando a Equacdo (2.52) e (2.53) temos:
K, =o,Jra, (2.54)
para a configuracdo da Figura 2.11. Substituindo a Equacgéo (2.54) na Equacéo

(2.50) resulta numa expresséo da funcdo de tensdo de Westergaard em termos de

K,:
. K
Zlz" )= ——, (2.55)
&) e

onde z* =z -a. Fazendo a seguinte substituicdo na Equacéo(2.55):

7z =re, (2.56)
onde:

rZ:(x—a)2+yzeH=tan‘l( y j, (2.57)

X—-a

isto nos leva @ mesma solugdo achada a partir da solucdo de Williams, Equacéo
(2.21):
30

K, 9{ ] } K,

o, = cos—|l-sen—sen— |= f (@
) 27-r 2 2 N2r-r X( )
K, 9{ 0 39} K,

o, = cos—|l+sen—sen— |= f, (@
Y 271 2 2 N2m-r y( )
K, cosgsengcos%zify(e)-

Ty = X
Y N2rm-r 2 2 2 or-r
Para deformacgdo plana, os deslocamentos no plano sdo relacionados a
funcdo de tensbes de Westergaard da seguinte maneira:

u :%[(1—2v)ReZ—y ImZ]

X

1

u, :E[Z(l—v)lmZ—y ReZ]. (2.58)

Para a placa da Figura 2.11, a abertura das faces da trinca (COD) € dada por:
—y = 2(1-v*) — 4(1-v?

2u, =1G—Vlm2=%lm2=%\/az—xz, (2.59)

assumindo deformacao plana, e para tensdo plana:
2u, = ‘:'E—J\/az -x?. (2.60)

Os deslocamentos perto da ponta da trinca podem ser obtidos substituindo a
Equacdo (2.55) em (2.58):

U, L /Lcos(gj K—1+23in2(gj
2.G\N2rx 2 2
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u, K sen (QJ[K+1—2COSZ (gﬂ, (2.61)
2.G\2rx 2 2
para r << a, onde:
K=3-4v, (2.62)
para deformacéo plana e
o3V 1 (2.63)
1+v

para tensdo plana (T.L. Anderson, 2005).

2.2.6. Modificacéo da solucédo de Westergaard para o campo linear
elastico de tensbes em torno de uma trinca

Apesar de a funcdo de tensdo de Westergaard descrever corretamente as
tensdes no modo | em certo nimero de configurac@es, ela ndo é suficientemente
geral para aplicar em todos os problemas de modo I; devido a esta falha, véarias
modificacOes para a funcdo de Westergaard foram apresentadas. Irwin observou
que franjas padrdo fotoelasticas observadas por Wells e Post em mostras com
trincas centrais ndo contornaram a deformacdo das tensdes cortantes como predito
pela solucdo de Westergaard (Anderson, 2005).

Irwin concluiu que restando o, (tensdo nominal) a tenséo o, , na solucéo

de Westergaard, a funcdo obedeceria as condi¢des de contorno da placa sob tracéo
uniaxial (Castro & Meggiolaro, 2002):

o,=ReZ-ImZ'-o,

o, =ReZ +Imz'

7,y =yReZ' (2.64)

2.2.7. Estimativa da zona plastica na ponta da trinca

O material na ponta da trinca, quando é carregado, deforma plasticamente
dentro da zona onde as tensdes locais excedem o valor critico S ; entdo a zona
plastica ¢ formada. No resto do volume da peca, a tensdo é menor que Sz € 0
comportamento € elastico. A presenca da zona plastica também trocaria a
distribuicdo das tensdes fora dela (com respeito ao caso elastico). Se a zona

plastica é pequena em comparacao com as dimensdes da peca e 0 comprimento da
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trinca, é possivel assumir que a distribuicdo das tensdes longe da ponta da trinca é
idéntica a solucdo elastica. Esta situacdo € chamada de escoamento em pequena
escala e corresponde a maioria dos casos reais de propagacdo de trincas por
fadiga.

Um material ideal elastoplastico tem comportamento eléstico quando as
tensdes sdo menores que Sg, e quando atingem Sg 0 material escoa sem encruar.
O estado de tensbes na ponta da trinca pode ser bidimensional (tensdo plana) ou
tridimensional (deformacdo plana). De acordo com o critério de Von Mises, 0
material escoa quando a tenséo equivalente, dada pela expressao:

L
2

O ises = %[(al -0, )2 +(a2 —0'3)2 +(0'3 —01)2} , (2.65)

atinge a tensdo de escoamento (Sg ). o,, o, € o5 S40 as componentes das tensdes

principais, as quais podem ser facilmente obtidas da Equacédo (2.21):

K, 0 0
o, = cos—|1+ sen-

N2rx-r

o, = K, cosg 1—seng
P Joror 2 2
o3 =0 (tensdo plana)

_2-v-K,

0
o cos - (deformagéo plana). (2.66)

27 -r
Combinando as Equaces (2.65) e (2.66) pode-se obter o tamanho da zona

plastica (zp) na direcdo do angulo polar ¢, para tensdo plana:

2
Zp:i K cos2f(143sin2 2],
27| Se 2 2

(2.67)e para deformacéo plana:

2
Zp = I[K'J cos? g{1+35in2 9 —4v(l—v)} : (2.68)
27\ Se 2 2

Na superficie livre as componentes das tensdes perpendiculares a superficie
sdo zero, logo as condicdes de tensdo plana sdo cumpridas. Por outro lado, o
estado das tensfes na ponta da trinca, na metade da espessura da peca, é proximo
a deformacdo plana, se a peca é suficientemente grossa para permitir esta
transicdo. O tamanho da zona plastica na superficie é dado pela Equacgéo (2.67) e
no meio da peca pela Equacdo (2.68). Entre os dois extremos, uma continua

transicdo é esperada (ver Figura 2.12). O valor do tamanho da zona pléastica na
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direcdo em que a trinca propaga ¢ =0 (direcdo x ) € obtido das Equacbes (2.67) e

(2.68), para tenséo plana:

2
_iK
ZpO - ZE(SE] ’ (269)
e para deformacéo plana temos:
2
S LR IEP:
Zp, = zn(sE] 1-2v). (2.70)

A suposicdo de um comportamento elastoplastico ideal no material é um
tanto irreal e por isto os resultados devem ser tomados s6 como uma primeira
aproximacdo. Além disso, a solucdo apresentada ndo considera a redistribuicao
das tensdes devido ao escoamento do material dentro da zona plastica na ponta da
trinca. Esta redistribuigdo das tensdes pode ser tida em conta considerando as
condicBes de equilibrio que devem ser cumpridas pelas for¢as internas junto com
as externas para a solucéo eldstica e elastoplastica.

Para o caso de tensdo plana temos que o material na ponta da trinca escoa

quando a tensdo o, excede o Sg do material. Da Equacdo (2.66) temos que a

y

tenséo o, para ¢ =0 € dada por:

o, = . (2.71)
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centro da peca
deformacio plana

superficie da peca
tensdo plana

trinca

trinca
regiao de
transiciao

zp ao longo da
ponta da trinca

Figura 2.12 - Variacdo da zona plastica com a espessura em pecas suficientemente

grossas (Castro & Meggiolaro, 2002).
Para a solucdo elastica, a condicdo de equilibrio, entre a forca externa P, e

as forcas internas, é definida por unidade de espessura como:

P, = | o, (x)dx. (2.72)

O ;8

Para a solucdo elasto-plastica, assumiremos que a distribuicdo das tensbes é
também elastica, mas com a origem das coordenadas deslocada numa distancia

x,, a qual se pode obter da condicdo de equilibrio para este caso:

P, =Sg -Zp+ .[ay (x - xl)dx , (2.73)

Zp
onde zp é o tamanho da zona plastica.

Por simples substituicdo, obtemos a seguinte identidade:

Zp—X,

Tay (x = xq )dx = TGV (x)dx = Tay (x)dx — Jay (x)dx . (2.74)

Zp Zp—Xy 0
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Figura 2.13 - Redistribuicéo das tensdes o, para manter o equilibrio das forcas numa

peca trincada em tensédo plana. Klesnil & Lukas (1992), modificado.

Combinando Equagdes (2.72), (2.73) e (2.74), se obtém:

Zp—X,

Sg -Zp = Iay (x)dx , (2.75)

onde o, (x) é dado pela Equagéo (2.71). Substituindo (2.71) em (2.75) e integrado

temos:
2'K|~,IZD—X1 276
S..Zp=—— V& -, .
Para a curva com origem deslocada (ver Figura 2.13): o, =S¢ para x = Zp;
entéo:
Sp o, (2.77)

27(zp - x,)
substituindo Equacéo (2.77) em (2.76) obtemos:
Zp = 2X;. (2.78)
O tamanho da zona pléstica é obtido finalmente substituindo a Equacao
(2.78) na Equacao (2.77), isto é:

_ (k) (2.79)
Zp = Zpa—plana - ! '

7(Se

para tensdo plana (Klesnil & Lukas, 1992).
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No plano a frente das pontas das trincas em deformacdo plana temos:

oy =0, € 0, =2v-o,, € cOMO 0 coeficiente de Poisson para metais esta entre

% <v< % , heste caso 0 escoamento s6 ocorre quando:

o, = = 2-Sg,

(1—2v)
(2.80)onde 2 pode tomar um valor de 2 a 3. Logo, € como se a resisténcia ao
escoamento dos metais fosse 2 a 3 vezes maior em deformacdo plana que em

tens&o plana, mas lrwin usou A = /3, e obteve:

1(K Y
Zpg—plana zg[iJ ’ (281)

para deformacéo plana (Castro & Meggiolaro, 2002).

O comprimento da zona plastica na ponta da trinca, conforme o modelo de
Irwin, tem sido usado para caracterizar o estado de tensdo na peca trincada (tensao
plana ou deformacéo plana). De acordo com a ASTM Standard E399, a condicéo

da tensdo € caracterizada como tensdo plana quando zp =B e como deformacéao
plana quando zp < 235, onde B é a espessura da peca. Da Equacdo (2.79), pode-se

obter que para a condicao de deformacéo plana (E.E. Gdoutos, 2005):

B> é(ﬁf = 2.5(ﬁj2 (2.82)

37\ Sg S¢

2.2.8. Abertura da ponta datrinca (CTOD)

Quando Wells tentou medir o valor do K, (que é uma maneira de

quantificar a tenacidade) num numero de metais estruturais, achou que o0s
materiais eram tenazes demais para ser quantificada pela LEFM. Alta tenacidade é
desejada pelos projetistas mas ndo por Wells em seus testes, que indicavam que a
teoria da mecanica da fratura ndo era mais aplicavel numa importante classe de
materiais. Wells observou que as faces da trinca, nos corpos de prova fraturados,
estavam mais afastadas uma da outra. Deformacéo plastica havia cegado a ponta
inicialmente afiada (ver Figura 2.14). A quantidade de cegamento da ponta da
trinca aumenta em proporcdo a tenacidade do material. Wells propds a abertura da
ponta da trinca como medida da resisténcia a fratura, este pardmetro é conhecido
como CTOD (Crack Tip Opening Displacement).
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Em seu trabalho original, Wells realizou uma analise aproximada que
relacionou CTOD com o fator de intensidade de tensdo no limite do escoamento
em peqguena escala. Considerando uma trinca com uma pequena zona plastica,
como na Figura 2.14, Irwin apresentou que a pequena zona plastica na ponta da
trinca faz que a trinca tenha um comportamento como se fose um pouco maior do

que €. Assumindo um comprimento de trinca de a+r,, da Equagéo (2.61) temos:

1 I
u, :%K, , % (2.83)

e da estimativa de Irwin da zona plastica temos:

2
Zp 1 (K
Y2 ZE(SE] (2:84)
substituindo a Equacédo (2.84) em (2.83) temos:
2
CTOD=5=2u, _4 K (2.85)
7 Seg-E

e para deformacéo plana temos (Anderson, 2005):

2 (1.2
CT0D=5=2uy=i—K' =)

2.86
7  Sg-E (2.80)

L: a —Ip/2——Zp/2

Figura 2.14 - Estimativa da abertura da ponta da trinca a partir de K, , sob condicdes

predominantemente LE, a partir da hipétese de Irwin de que a trinca se comporta como

se tivesse um comprimento ., ZP'" (Castro & Meggiolaro, 2002).
2
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