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2
Modelagem do veiculo

As equacdes cinematicas e dindmicas analisadas neste capitulo consideram
o veiculo e o terreno como um tnico corpo rigido. O modelo utilizado é baseado
na arquitetura do Robd Ambiental Hibrido, porém ndo considerando a
possibilidade de cambagem das rodas. Sendo assim, ndo se pode reconfigurar os
parametros geométricos do robd.

O perfil do terreno, os parametros fisicos e geométricos e as varidveis de
estado sdo dados de entrada para esta modelagem.

Este ensaio foi feito sob uma andlise 2D, ja que serve como base para

trabalhos posteriores.

2.1.
Cinematica

A Fig. 5 especifica os pardmetros geométricos relacionados a estrutura

fisica do veiculo.

Figura 5 — Parametros geométricos do veiculo.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421087/CA


PUC-RIo - Certificacéo Digital N° 0421087/CA

Modelagem do veiculo 24

onde:

x. =coordenada x do centro de gravidade do veiculo.

y. = coordenada y do centro de gravidade do veiculo.

X.i = coordenada x do centro geométrico da roda i.

y¢i = coordenada y do centro geométrico da roda i.

h; = distancia vertical do centro geométrico da roda i ao centro de massa.

L; = a distincia longitudinal do centro geométrico da roda i ao centro de
massa.

Para completar a andlise cinemadtica faz-se necessario definir o angulo o de

inclinagdo do veiculo em relag@o a horizontal (eixo x), que € mostrado na Fig. 6.

Figura 6 — Angulo de inclinagao do veiculo.

A cinematica das rodas estd determinada primeiramente pela sua posi¢do
em refer€ncia ao centro de gravidade do veiculo.

Considerou-se nestas operagdes que a localizag@o do centro de gravidade é
previamente conhecida.

Assim, considerando os parametros da Fig. 5 e Fig. 6, obtém-se para as

rodas do veiculo o seguinte sistema de equacgdes:
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Roda 1:
x, =x,—L-cosa+h - sena (1)
Yo, =Y.~ L -sena—h -cosa 2)
Roda 2:
x, =x,+L,-cosa+h, senc 3)
Yo, =Y.+ L, -sena—h,-cosa 4)

As equagdes acima podem ser representadas matricialmente como:

X x| [cosa —sena]—

=l . 5)
Ve, | V.| |senax cosa | —h |

Xey | _| % N cosa —senc| L, ©)
Yo | |Ye| |sena cosa || —h, |

As velocidades dos centros geométrico das rodas sdo encontradas

derivando, em relacdo ao tempo, as equacdes (1), (2), (3) e (4).

Assim, obtém-se:

Roda 1:

X, =X +(L -sena+h -cosa)-a (7)

Yo, =Y. —(L-cosa—h, -sena)- o (8

Roda 2:

x,, =X, —(L, -sena—h, -cos)-o& )

Yo, =Y.+ (L, -cosa+h,-sena)- & (10)

As aceleracdes dos centros geométrico das rodas sdo encontradas

derivando, em relagdo ao tempo, as equagdes (7), (8), (9) e (10).
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Assim, obtém-se:

Roda 1:
§, = V.~ (L -cosa—hy-sena)- G+ (L, - sena+ by -cos@)- &2 (12)
Roda 2:
XCZ =X, —(L, - sena—h, -cosa)-&—(L,-cosa+h, ‘sena)‘a'{z (13)
y(;z :356+(L2 -cosa+h2 -sena).d_(Lz -sena—h2 'COSC()-dz (14)
2.2,
Dinamica

Para a anélise dinamica, foi utilizada a abordagem de Newton — Euler, por
resultar em uma obtengdo direta das equagdes que regem o movimento, visto que
o sistema considerado é formado por um tnico corpo rigido.

As equacdes de Newton — Euler, para o caso 2D, sdo representadas da

seguinte forma:

F =m. a,

M=1L&

Onde:

F= Z F; - somatorio das forcas atuando sobre o corpo.

m - massa do corpo.

ac=[X.; y.] - vetor aceleragdo do centro de gravidade do veiculo.

M= z M; somatério dos momentos em relacdo ao centro de gravidade.

I — momento de inércia de rotagdo do veiculo em relagdo ao centro de
gravidade.

¢ = aceleracdo angular do corpo.
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Tendo como hipdtese que o contato entre cada roda e o terreno se dd em
um unico ponto, as forcas relevantes atuando no sistema serdo: as forgas de atrito
(Fat), as forcas normais (N) nas rodas, e o peso (P) do veiculo. A Fig. 7 mostra a

atuacdo de cada uma destas forcas.

Figura 7 — Forgas atuando no sistema.

Sendo:

Fat; = Forga de atrito estatico atuando na roda i do veiculo.

N; = For¢a Normal atuando na roda i do veiculo.

P = Peso do veiculo.

A direcao das forcas de atrito estd determinada pelos angulos de contato y; e

Y2, como apresentado na Fig. 8.
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Figura 8 — Angulos de contato das rodas com o perfil do terreno.

Desta forma, utilizando a abordagem de Newton — Euler neste sistema,

obtém-se as seguintes equagdes:

D F, =m-¥,

m- X, = Fat, -cosy, + Fat,-cosy,— N, -seny,— N, - seny,

ZFy:m'yc

m-y. = Fat, -seny, + Fat, -seny, + N, -cosy,+ N, -cosy, — P

dDM=1-a&

I-a=Fat, -cosy(y.—y,)— Fat, -seny,(x, — x,) + Fat, - cos 7,(y.
— Fat, - seny,(x, —x,) — N, - seny,(y. —y,) — N, - cos ¥, (x, — x,)
=N, -seny,(y,—y,)— N, -cospy,(x,. —x,)

I-a=[(y.—y)-cosy,—(x,—x)- seny] Fat, +[(y. = y,)-cos },
—(x. —x,)-seny,]- Fat, —[(y. — y,) - seny; — (x. — x;) -cos };]- N,
+[(y, —y,) - seny, —(x,—x,)-cos¥,]-N,

5)

(16)

- yz)

a7
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Assumindo-se que as forgcas de atrito sdo conhecidas, as trés equacdes
acima, (15), (16) e (17), apresentam cinco incognitas ()'c'c, j}C,Nl,Nz,d), resultando

desta forma em um sistema com infinitas solugdes.
Para que o problema apresente uma unica solugdo € necessdrio que haja
mais duas equagdes independentes, as quais sdo obtidas através da imposi¢do das

restrigdes descritas abaixo.

2.2.1.
Equacao das restricoes

As restricdes impostas a este sistema sdo que as rodas do veiculo sempre
devem estar em contato com o terreno. Para satisfazer esta condig¢do, o centro
geométrico das rodas, a cada instante, deve pertencer a uma determinada curva
que é gerada a partir do perfil do terreno.

A esta curva é dado o nome de curva de centro, e a mesma ¢é obtida da
seguinte forma:

a) E calculada a normal a curva do perfil do terreno em cada um de seus

pontos (X, y), onde y = f(x).

b) Tomando-se sobre esta normal um vetor com magnitude r (raio da roda) e

origem em (X, y), fica definido o ponto (X, Yec) como ilustrado na Fig. 9.

O conjunto formado pelos pontos (X, Yec) gera a curva de centro.

\

P
/ﬁf/

7
~/
& J (ch a}rcc}

(x,.,v-)_

Figura 9 — Vetor normal ao terreno em direcdo ao centro da roda.
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Excetuando os pontos nao diferencidveis e as regides que t€ém um raio de
curvatura menor que o raio r da roda, pertencentes a curva do perfil do terreno,
que serdo tratados no capitulo quatro, a curva de centro gerada a partir dos demais

pontos da curva do perfil do terreno serd da forma (x.., g(x..)) .

Assim, para garantir que o veiculo esteja sempre em contato com o terreno,
basta que a todo instante as coordenadas dos centros geométricos das rodas

pertencam a curva de centro, isto é verdade quando:

v, =glx,) (18)

v, =glx.) (19)

Derivando em relagdo ao tempo as Equagdes (18) e (19), obtem-se:

dy, _de(x,) dv

20
dt de  dt| 0
v, =8'(x,) %, 21
v, =g'(x,) %, (22)
Derivando em relag@o ao tempo a Equagdo (20), obtem-se:
2
d’ dg(x 2 d’g(x
Yo g(x,) d ;c| .\ g(zq). dx 3)
dr dx di*| T dx dr|
y, =g % +g-x’ (24)
¥, =gk +gr %] (25)

g =¢lx,)
g2 = g,('xcz )
81 = g”(x(.l )
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Substituindo a equagdo (11) e (12) em (24), encontram-se:

¥ —(L -cosa—h, -sena) &+ (L, - sena+h -cos)- ¢’ =

g (& +(L, - sena+h -cos@)-d + (L, -cosa—h - sena)- &*)+ gl %,

B
Rearranjando os termos da equacgdo acima, resulta em:

g/ % — ¥, +[(cosar+ g/ - sena)- L — (sena— g, -cosa)-h]- i =g - &, ° 26)
+[(cosar + g| - sen)- h + (senax— g/ -cosa) - L,]- &

Substituindo a equacdo (13) e (14) em (25), encontram-se:

¥, + (L, cosa+h,-sena)-&— (L, sena—h, -cos@)- &’ =

2 (x( — (L, - senax—h, -cosa)- & — (L, ‘cosa+h2‘sen0{)-0'{2)+ g x

c)

Rearranjando os termos da equacgdo acima, resulta em:

€G- lcoses g sena): L+ enar— g -cosan Iy - =gl
~[(sena— g}, - cosax)- L, —(cosa+ g, - senc) - h,]- &

Definindo-se:

R =(cosa+ g, -sena)- L —(sena— g, -cosa)-h, (28)
R, =(cosa+ g, sen)- L, +(sena— g, -cos) - h, (29)

S, =[(cosa+ g, -sena)-h +(sena— g -cosa)-L]-¢* —g/-x.°  (30)

B

S, =—{(sena— g, -cos@)- L, —(cosa + g, - sena) - hy]- &’ — g3 - &, * (31)

As Equacdes (26) e (27) resultam apés as substituicdes feitas acima, nas

seguintes equacdes de restricdo do sistema:

g X, —V.+R-d=S, (32)
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g;-jéc—j}c+R2‘d=S2 (33)

As Equacdes (32) e (33) sdo linearmente independentes (L.I.) se a matriz W,

dos coeficientes das aceleracdes, tiver posto igual a dois.

g -1 R

Quando g; # g, , 0 posto de W € igual a dois. Logo, as Equagdes (32) e (33)
sdo L.I.

Quando g/ =g, (¥, =7,), ocorrem duas possibilidades:

a) Se a#y =y%,, R #R, e amatrizW tem posto igual a dois.
b) Se o=y, =y,, R serdigual a R,e W terd posto igual a um, resultando
que as Equacdes (32) e (33) sejam linearmente dependentes (L.D.).
Neste caso faz-se necessario gerar uma nova equacio de restri¢do que seja L.1.
com a Equacdo (32).
Para gerar esta nova equagdo, considera-se um caso onde & =y, = ¥,, como o

mostrado na Fig. 10.

Figura 10 — Angulos de contato ¥, e ¥, igual ao angulo de inclinagéo do veiculo & .
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Assim, para que o veiculo mantenha sempre as rodas em contato com o
solo, as componentes das velocidades dos centros das rodas ao longo do eixo n

devem ser nulas.

n n
Ve, =V =0
n n
Sendo que as velocidades Ve V., estdao relacionadas da seguinte forma:

n

Ve,=Ve+(,+L)- &

A velocidade angular (¢ ) é dada por:

n n

. VC') - Vcl
of=——=
(L + L)
Assim a acelerag@o angular sera:

L da _

a= 0 34
dt 4

2.3.
Sistema de Equacoes Resultante

O sistema de equacdes resultante € formado pelas equacdes provenientes
das equagdes de Newton — Euler (15), (16) e (17) e pelas equacdes provenientes
das equagdes de restricdo do sistema (32), (33) e (34). Podendo ser colocado em

forma matricial, mostrado a seguir.

G-u=U (35)
onde:
I 0 0 seny seny, |
0 m 0 —cosy, —cosp,
G=|0 0 I d, d,
g1 -1 R 0 0
c
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_[lg; =1 R, 0 Ol,seazyoua#y,
"o 010 Olsea=y=7

S S,,sead =y, oud+y,
- 0, sea=y,=7,

F, = Fat, -cosy,+ Fat, -cosy,

F, = Fat, -seny, + Fat, - seny, — P

T, =[(y.—y)-cosy,—(x,—x))-seny ] Fat, +[(y, — y,)-cosy, —(x, — x,) - seny,]- Fat,

d,=(y,—y) seny, +(x,—x)-cosy,

d,=(y,—y,) seny, +(x,—x,)-cosy,

Da equagdo matricial (35), podem-se calcular as aceleracdes do veiculo e

as forcas normais das rodas, através da equacao:

u=G'U (36)

A partir da obtencdo do vetor u através da equacdo (36), determinam-se os
valores das normais (N; e N») e das aceleracdes do centro de gravidade (X, ¥y, e
a).

Estes valores dependem das forcas de atrito (Fat; e Fat), dos angulos de

contato da roda com o solo (y,ey,) e das varidveis de estado do veiculo
(xc’yc’a’xc’j)Ce a)

Tendo obtido a modelagem cinemética e dindmica do veiculo, pode-se

proceder com a proposta de técnicas de controle, descritas a seguir.
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