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7
Fluidos multifasicos incompressiveis

Nesse capitulo, introduziremos um novo método hibrido grid—particula
para simular com eficiéncia a dindmica de fluidos multifasicos imisciveis, ou
seja, fluidos cujas as fases que ndo trocam massa entre si. Para validar o
método, simularemos o fenomeno classico de instabilidade que ocorre quando
fluidos de densidade diferentes se misturam. Esse fenomeno é conhecido como
instabilidades de Rayleigh—Taylor [9].

O método proposto consiste em discretizar os fluidos utilizando uma
versao modificada do método SPH. Com o objetivo de garantir a incompressi-
bilidade dos fluidos, integramos a velocidade de cada particula para obter uma
velocidade intermediaria e em seguida projetamos essa velocidade num espaco
de divergéncia livre. Para realizar a projecao, utilizamos um grid virtual para
resolver implicitamente uma equacao de Poisson da pressao. A validagao do
método é feita em simulagoes 2D das instabilidades de Rayleigh—Taylor e do
movimento hidrodinamico de gotas.

Apresentaremos o novo método proposto através das seguintes segoes
desse capitulo. Na Secao 7.1, introduziremos uma versao modificada do SPH
para discretizar a fisica que governa a dindmica dos fluidos multifasicos.
Mais adiante na Secao 7.2, discutiremos como é feito o célculo implicito da
pressao com intuito de garantir a incompressibilidade do SPH. Na Segao 7.3,
discutiremos detalhes de implementacao. Finalmente, na Segdo 7.4, mostrare-

mos os resultados obtidos pelo nosso método.
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7.1
Formulacao SPH para fluidos multifasicos

Assim como nos capitulos anteriores, a formulagao lagrangeana de fluidos
multifdsicos incompressiveis é dada pelas equagoes de Navier—Stokes (2-9) —
(2-10):

dv; 1 i
L= ——Vpi+—V?v; +g 7-1
N SVpit Vit (7-1)

A aproximagao SPH de (7-1) é feita utilizando as aproximagoes (4-42) para o
gradiente da pressao e (6-9) para o vetor laplaciano da velocidade, logo

dv; a Di by - imy o X0 VWi,
at 2 ™ <_2 + _;) Vil + ——vy——a—+g (7-2)
JEN(x;) Pi Pi FEN(x;) Pi Pj HXUH

Entretanto, a aproximagao (7-2), quando utilizada em simulagoes de
fluidos multifasicos, produz uma tensao superficial artificial na interface entre
os dois fluidos [67]. Essa tensao superficial se deve ao salto da densidade na
interface; logo precisamos reescrever a equagao (7-2) de forma que nao dependa
da densidade: para isso vamos definir o nimero de densidade da particula como

sendo 1

Pi
n; —

O nimero de densidade pode ser calculado a partir da aproximagao SPH (4-12)

(7-3)

da seguinte forma:

n n 1 n
m= ), mWaAV = D gy Whli= ) Wy (74)
JEN(x:) jEN(x;) 7 FEN(x:)

Assim, multiplicando os dois lados da equagao (7-1) por m; temos

dv; 1 i
M = ——_Vpl- + H VQVi + m;g (7—5)

F,=m;— —
dt n; n;

e em seguida repetindo a aproximagao SPH que foi feita em (7-2) em (7-5),

segue que

R 3 (o) e 3 S e 2o
)

2
JEN(x) N j JeN(xs) T ¢

onde F; é a forca total atuando na particula i. Portanto, para as simulacoes
SPH de fluidos multifésicos, utilizamos a aproximacao baseada no nimero de
densidade da particula (7-6).

7.2
Incompressibilidade SPH através de um grid

A equagao da continuidade nos diz que um fluido incompressivel possui

densidade constante p°. Isso é equivalente a dizer que o ntimero de densidade
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de cada particula é constante, ng. Nessa secdo, vamos apresentar uma nova
forma de garantir a incompressibilidade do método SPH (Secao 7.1) através
de um método de projegao da pressao (Secao 3.1).

No método que propomos, a projecao € realizada da seguinte maneira:
em cada passo de tempo, a forca viscosa e gravitacional da equagao (7-6)
sao explicitamente calculadas e cada particula é deslocada para uma posicao

intermedidria x;,

n
At i X5 VWi

V,zk = V? + — —2Vij 3 -+ m;g 1 , (7—7)
Mi \ Ny ™0 1]
x; =x; + Atv]. (7-8)

Na etapa seguinte, calculamos para cada particula o nimero de densidade
n! na posigao intermediaria x; através da equagao (7-4). Quando o nimero de

densidade n; nao é ny, ele é corrigido para ny através do valor de correcao

n; =mng—n:. (7-9)
O valor n estd associado a uma velocidade de corregao v, logo pela equagao
da continuidade (2-7) e por (7-3) temos:

1 p?—pr 1 myng — m;n! 1 ng—n!
Vovi=——= = = ———— 7-10
Vi At p? At m;no At ng ( )

sendo p? a densidade inicial do fluido a qual a particula i pertence. Usando o
n+1

fato de v, = vI'™ — v} e substituindo (7-10) em (3-2), obtemos a pressao dada

implicitamente pela equagao de Poisson:

1 nf—ng
vipitl = 7-11
i NCR (7-11)
n+1
com Pt = pipT.
Apéds resolver a equagdo (7-11) e obter a pressao pitt = pVpPr
n+1

a atualizacao velocidade com divergéncia livre v~ é feita através da correcao

i

da velocidade v} adicionando o termo da forca de pressao de (7-6):

At n ;H—l + 7}+1
V;“Fl = V;k - — Z (% V¢Wij . (7—12)

T ente) "o
Finalmente, a posicao da particula é atualizada

n+1 n
v, T+ Vv,
XM = x4 A 5 ¢

Os métodos lagrangeanos que calculam a pressao de forma implicita, tais

(7-13)

como o PSPH [15] e o MPS [33], utilizam uma aproximacao por particulas do
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Figura 7.1: Os vetores associados a P e b seguem a ordenacao natural do
grid 2D.

operador laplaciano da equagao (7-11), semelhante & que foi utilizada em (6-9).
Entretanto, o calculo da pressao através dessa aproximacao é dado pela solugao
de um grande sistema, pois a dimensao da matriz esparsa obtida por essa
aproximacao é de ordem N2, onde N é o niimero total de particulas envolvidas
na simulacdo. Além disso, essa matriz se modifica a cada instante de tempo,
pois essa aproximagao depende da posicao corrente das particulas. Por essas
razoes, utilizamos um grid fixo no espaco para representar o campo escalar
da pressao e discretizar o operador laplaciano da equagao (7-11) através do
método de diferencas finitas central de segunda ordem:

p = Burrs, = 2P, + Byorgy | Pyt = 285, + Big 1

LigJ.q 512 5y2 ’

(7-14)

onde (ig4,74) € a localizacdo no grid, 0z e dy sdo os espagamentos horizontal
e vertical do grid, respectivamente. Em particular assumiremos que dx = dy,

logo o operador (7-14) assume a seguinte forma

P= Pinglng + Pigflajg + PinggJFl + Pig»jg*1 — 4Pig»jg ) (7_15)

Ligdo o2

Desde que os valores na fronteira do grid P sejam conhecidos, enumera-

mos os vértices do grid 2D no sentido da esquerda para a direita e de baixo para
cima. Essa enumeracao do grid é chamada de ordenag¢do natural e é mostrada
na Figura 7.1. Em seguida montamos os vetores associados a P e b seguindo
essa enumeragao, dessa forma a matriz associada ao operador (7-15) é uma

matriz simétrica positiva definida e tem a seguinte estrutura de blocos
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4 -1
B 1 4 -1
A= -1 B -I com B= (7-16)
-1 4 -1
-1 B
-1 4

e ] é a matriz identidade.

7.3

Implementacao

Na Secao 7.2, mostramos como a pressao € calculada através do método
da projecao utilizando um grid para discretizar a equacao de Poisson (7-11).
Nessa secao, vamos descrever algumas etapas importantes na implementacgao
do método hibrido grid—particula (veja Figura 7.2), em especial a maneira
como ¢é feita a integracao do grid da pressao com as particulas do SPH.

As simulagoes que utilizam o método proposto sao feitas em dominios
retangulares 2D. A inicializacao do SPH ¢ feita de forma semelhante aos
capitulos anteriores, a diferenca mais significativa na simulacao de fluidos
multifasicos é que cada fluido possui a sua prépria densidade e viscosidade.
Apés a inicializacao do SPH sao gerados dois grids: grid da pressao P e um
grid b contendo os valores do vetor solugao da equagao de Poisson (lado direito
da equagao (7-11)). A dimensao de cada grid é a mesma que a do grid de
busca de particulas vizinhas (veja Segao 5.1.2). A configuragao do método é

dada conforme a Figura 7.3.

Sistema SPH

. a2

extrapolagdo

Colisao

interpolagédo

Temporal Pressao

Figura 7.2: Ciclo de simulagao do método hibrido grid—particula: em azul sao
as etapas que utilizam SPH e em verde as etapas que utilizam o grid da pressao.
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o o Vértices do Grid de Pressao
° o © Particula SPH
o|© o / Grid de Busca
© ° © o / Fronteira
]
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Figura 7.3: Configuragdo do método hibrido grid—particula. A dimensao do grid
de pressao é a mesma que a do grid utilizado na busca de particulas vizinhas.

Extrapolacao particula — grid. Depois de mover cada particula para a

posi¢ao intermediaria x; através de (7-7) — (7-8), precisamos extrapolar o

*
%

nimero de densidade n} para os vértices do grid b. Isso é feito utilizando a

aproximacao SPH (7-4), assim temos:

n:qjg = Z w (pigajg - va h) ) (7—17)
sendo p; 4.jg & DPOSIGAO do vértice do grid com coordenadas (im jg). Os valores

do grid b sao dados por:

* _ 0
b L Mgy, m
ol A2 n0

Para acelerar o processo de extrapolagao, utilizamos o grid de busca para fazer

(7-18)

as avaliagoes de (7-17).

Solucao da equacao de Poisson. Uma vez criado o grid b, para obter a

pressao P precisamos resolver o sistema
AP =0, (7-19)

onde A é a matriz obtida em (7-16). Para isso, utilizamos o método iterativo
de Jacobi. O método de Jacobi assim como todos os métodos iterativos, inicia
com um “chute” inicial P® (por exemplo, o vetor nulo) como solucdo do
sistema (7-19). A cada iteracdo k é produzida uma solugio aproximada P*)

de (7-19) da seguinte forma:

h=1) | p-1) | ph-1) |, pl-1)
) _ Pigrrg, T Piymrg, + Piyos + Bipma = 02703, 5, (7-20)

ig,Jg 4
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Métodos mais sofisticados, tais como o método do gradiente conju-
gado [63] e o método multigrid [70], convergem mais rapidamente do que o
método de Jacobi. Utilizamos o método de Jacobi devido a sua simplicidade e
pela facilidade de sua implementagao. Uma abordagem mais ampla do método

de Jacobi pode ser encontrada no livro de Saad [63].

Condicao de fronteira para a pressao. A equagao de Poisson é um problema
de contorno, logo para cada iteracao do método de Jacobi a solugdo desse
problema requer a condi¢cao de fronteira de Neumann para a pressao
oP
o0 =

Isso significa que na fronteira do dominio, a taxa de variagdo da pressao na

0. (7-21)

dire¢do normal n é nula. Entretanto, precisamos determinar o valor da pressao
nos vértices de P situados na fronteira do dominio.

Seja (L+42)x (M +2) a dimensao de P. Para calcular a pressao nos vértices
de fronteira no lado esquerdo, discretizamos (7-21) utilizando diferencas finitas
adiantadas e obtemos:

Prj, — Py,
ox

Portanto, a pressao na fronteira [ ;, ¢ dada por

=0, com j,€[l,M]. (7-22)

PO,jg = Png, com jg = [1, M] (7—23)
(1,M+1) (L,M+1)
(0,M+1) & © © © © © @ (L+1,M+1)
O,M) © «— — 0 (Lt1,M)
(1,M) (L,M)
© «—— — 0
O «— — 0
(1,1) (L,1)
0,1) © «— — O (L+1,1)
0,0) & O O O O © O (L+1,0)

(1,0) (L0)

Figura 7.4: Condi¢ao de Neumann num grid (L+2) x (M +2): as setas indicam
os valores de P copiados para os vértices da fronteira.
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Em outras palavras, para determinar a pressao na fronteira basta copiar os va-
lores da pressao no interior do dominio para a fronteira como é esquematizado
na Figura 7.4. Os valores nas quinas de P sao calculados fazendo uma média

dos valores de seus vértices adjacentes.

Interpolagdo grid — particula. Uma vez resolvido o sistema (7-19) e obtido
o grid P, a préxima etapa é “devolver” a pressao para as particulas. Logo, para
cada particula ¢ precisamos localizar em qual célula de P ela estd contida.
A localizacao da particula é feita usando um mapeamento semelhante a (5-1)
e em seguida a pressao na particula ¢ é obtida através de uma interpolacao

bi-linear dos vértices dessa célula conforme é mostrado na Figura 7.5.

( iy, j,+1) (i1, j+1)

(ig.Je) (i1, Jje)

Figura 7.5: A pressao na particula i é obtida através de uma interpolacao dos
vértices de P (verde).

Correcdo da velocidade. Apds interpolar a pressao de volta para todas as
particulas, a velocidade da particula é corrigida através de (7-12), a posigao é
atualizada por (7-13) e o ciclo se repete. Devido a formulagao incompressivel
do método, o uso da velocidade do som é dispensado no calculo da pressao,
logo a condigao CFL é puramente baseada na velocidade do fluido, permitindo
o uso de passos de tempo At consideravelmente maiores que os utilizados
nas formulagbes SPH dos capitulos anteriores. Assim, a condicao CFL que
L} . (7-24)
il

Nas simulagoes de fluidos multifasicos utilizamos o ntcleo quadrético

At = 0.25 min

utilizamos é {
K3

W(x—xj,h) =aq-w (@) com

3P-3¢g+3,0<q¢g<2
w(Q):{16q b= as (7-25)

0; g>?2
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Figura 7.6: Grafico do nicleo quadratico e de sua derivada de primeira ordem.

onde a constante de normalizacao do nucleo oy é 1/h, 2/7h* e 5/4wh? em
espagos 1D, 2D e 3D, respectivamente. Apesar do nicleo quadratico fornecer
uma aproximacao de baixa ordem, esse ntcleo € eficiente e dispensa o uso da
corre¢ao XSPH (Secao 6.4.2), pois diferentemente das splines que em geral se
anulam na origem (veja Figura 4.1) a derivada do nticleo quadratico alcanga
seu pico exatamente na origem (veja Figura 7.6). A dinamica das particulas

do método grid—particula é dado resumidamente através do Algoritmo 4.

Algoritmo 4 Método hibrido grid—particula

1: repeat

2:  for cada particula ¢ do
3: Calcule a velocidade v} e a posi¢ao x}. (equagoes (7-7) e (7-8))
4:  end for
5. Construa o grid b. (equagao (7-18))
6:  Inicialize P — 0.
7. for k =0 até k,,qp do
8: for cada vértice (4, j,) dos grids P e b do
9: Calcule Pz(qkzg « Jacobi(P*=Y b). (equagdo (7-20))
10: end for
11: Aplique a condi¢ao de Neumann em P.
12:  end for
13:  for cada particula ¢ do
14: Calcule p; fazendo uma interpolagao em P.
15:  end for
16:  for cada particula ¢ do
17: Atualize vt e x!". (equagdes (7-12) e (7-13))
18:  end for
19:  Atualize At usando a condi¢ao CFL. (equacao (7-24))

20:  tempo = tempo + At
21: until tempo < temposoiar
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7.4
Resultados

Aqui apresentaremos alguns resultados para ilustrar o desempenho do
método hibrido proposto em simulagoes de fenémenos cléssicos de fluidos
multifdsicos, tais como as instabilidades de Rayleigh—Taylor e o movimento

hidrodinamico de uma gota.

74.1
Instabilidades de Rayleigh—Taylor

As instabilidades de Rayleigh—Taylor sao criadas quando um fluido mais
denso é colocado sobre um fluido menos denso e esse estado de equilibrio é
perturbado devido a forca da gravidade e pela diferenca de densidade entre
os fluidos. Como exemplo, simularemos essa instabilidade através de um caso
béasico de fluido bifasico. No estado inicial desse fenomeno, um fluido mais
pesado com densidade py = 3 é colocado sobre um fluido mais leve com
densidade p;, = 1 no interior de um canal de largura 1 e altura 2. A aceleragao
da gravidade é dada por ¢ = 10 e ambos os fluidos possuem a mesma
viscosidade p = 0.001. Uma perturbagao senoidal de amplitude 0.1 é feita na
interface entre os dois fluidos para acelerar o processo de mistura. Por causa da
forga da gravidade, o fluido mais pesado é acelerado para baixo enquanto que
o fluido mais leve sobe. Esse movimento resulta no surgimento de vértices de
velocidade que geram uma forma de cogumelo invertido na interface entre os
fluidos. Todas as quantidades mencionadas acima sao adimensionais. Os dois
fluidos sao discretizados utilizando 6000 particulas SPH com um grid para o

célculo da pressao de dimensao 15 x 29 (veja Figura 7.7).

Figura 7.7: Instabilidade de Rayleigh—Taylor formada entre dois fluidos estra-
tificados utilizando 6000 particulas: um mais denso (azul) e um menos denso
(cinza). Da esquerda para direita, as imagens acima mostram a evolucao da
instabilidade nos instantes: 0.0s, 0.8s, 1.2s, 1.7s e 2.1s.
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A altura do envelope da cabeca da instabilidade é dada analiticamente

por [71,61]
h(t) = aAgt?, (7-26)
com a =~ 0.06 para simulagoes de fluidos incompressiveis com viscosidade

p=10.001e _

A=PHZPL (7-27)
pH + PL

O parametro A é conhecido como o nimero de Atwood. Pela equagao (7-26)

temos que a altura do envelope cresce quadraticamente em relacao ao tempo,
a comparacao da solucao analitica com os resultados numéricos obtidos com
0 nosso método é dada através da Figura 7.8. O tempo médio de execugao de
cada passo dessa simulagao num computador com processador Centrino 1.86
GHz foi de 0.07 segundos.

0.6 T

T
Solucao Analitica
Solucao Numérica ~ +

04

03

Altura

02

0.1

Tempo

Figura 7.8: Evolucdo da altura da instabilidade de Rayleigh-Taylor: com-
paracao da simulacao numérica com a solucao analitica.
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7.9(a): Campo de velocidade 7.9(b): Campo de fase 7.9(c): Linhas de fluxo

Figura 7.9: Campo vetorial da velocidade: (a) As cores representam a mag-
nitude da velocidade do fluido, variando de baixa velocidade (azul) para alta
(vermelho). (b) No campo de fase as cores representam a varia¢ao do coseno do
angulo formado pelo vetor velocidade e o eixo das abscissas indo de -1 (verme-
lho) até 1 (azul). (c¢) Os vértices sdo melhores identificados através das linhas
de fluxos.

7.4.2
Hidrodinamica de uma gota

Utilizamos o nosso método para simular o movimento hidrodinamico
de uma gota de um fluido mais leve emergindo dentro de um fluido mais
denso. No estado inicial desse fenémeno, um fluido mais pesado com densidade
pu = 1 preenche um reservatério quadrado de lado 1. No interior do fluido
mais denso é colocada uma gota com densidade p;, = 0.3 e de raio 0.1.
A aceleracao da gravidade é dada por ¢ = 1 e ambos os fluidos possuem a
mesma viscosidade p = 0.001. Todas as quantidades mencionadas acima sao
adimensionais. A gota se move devido a diferenga densidade entre os fluidos,
durante o movimento o fluido mais denso comega a penetrar a interface da
gota gerando vértices de velocidade que deformam sua forma esférica para a
famosa forma de ferradura que é observada em experimentos reais (Figura 7.9).
A simulagao hidrodindmica da gota é feita utilizando o método proposto com
6000 particulas SPH e um grid para o calculo da pressdao com dimensao 212
(veja Figura 7.10). A simulacao é validada através de (7-26) e a comparagao
com a simulagao pode ser vista na Figura (7.11). O tempo médio de execucao
de cada passo dessa simulacdo num computador com processador Centrino
1.86 GHz foi de 0.06 segundos.
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7.10(a): t = 0.0s 7.10(b): t = 0.8s 7.10(c): t = 1.6s

7.10(d): t = 2.4s 7.10(e): t = 3.2s 7.10(f): t = 4.0s

Figura 7.10: Movimento hidrodinamico de uma gota de um fluido mais leve
(azul) no interior de um fluido mais pesado (cinza) utilizando 6000 particulas.

0.15

T T
Solucao Analitica

Solucao Numérica  +

Altura

-0.05 I I I I I I
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Figura 7.11: Evolugao da altura de uma gota: comparagdo da simulagao
numérica com a solugao analitica.
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