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4
Dinamica dos fluidos usando sistema de particulas

Nesse capitulo, introduziremos o método SPH e sua aplicagdo em
dindmica dos fluidos. Na Secao 4.1, apresentaremos os conceitos basicos de
SPH na sua forma continua e discreta, em seguida definiremos regras para os
operadores diferenciais discretizados através do método SPH. Em seguida, na

Secao 4.2 mostraremos a aproximacao SPH das equagoes de Navier—Stokes.

4.1
Smoothed Particle Hydrodynamics (SPH)

O método SPH consiste num método de interpolacido das propriedades
fisicas de um sistema hidrodindmico e de aproximacao das derivadas espaciais
de campos continuos utilizando um conjunto discreto de particulas. A principal
idéia do método SPH é baseada no conceito da representagao integral de uma
funcdo continua f : R — R definida num dominio aberto Q@ C R? tal que
x € (). Essa representagao ¢é feita através da convolucao de f com a distribuicdo
delta de Dirac, a qual é definida como sendo a distribuigao que possui a seguinte

propriedade fundamental:
100 = [ x5 (x = x) i (1)
Q

0o, x=x
0, x#x
Note que em particular tomando f =1 em (4-1), temos a condigao:

/6(){ —x)dx' =1. (4-3)

e também satisfaz
d(x—x') = {

Portanto, em outras palavras, a distribuicao delta de Dirac é nula em qualquer
ponto exceto em X', onde seu valor é infinito o suficiente para que a area sob
seu grafico seja exatamente 1.

Embora nao conseguimos definir uma funcéo que satisfaga as proprieda-
des da distribuicao delta de Dirac, a Andlise Funcional nos permite definir a
distribuicao delta de Dirac como sendo o limite de funcoes suaves [28]. Por-

tanto, podemos definir o operador de aproximagao SPH (denotado por ())
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da fungao f(x) simplesmente substituindo a distribui¢ao delta de Dirac na
equacao (4-1) por uma fungao suave W, logo a equagao (4-1) é reescrita na
forma:
() = [ S (b dx. (&4
onde h é chamado de comprimeg;zto suave e que por sua vez define o raio de
influéncia kh da funcao W, sendo k o fator de escala de W. A fungao W é
conhecida como funcdo nicleo suave ou simplesmente nicleo.

O nicleo é geralmente escolhido como sendo uma funcao par devido a

sua forma simétrica e tipicamente satisfaz algumas propriedades:

— Nao-negativo: W (x,h) > 0.

— Suavidade: W (x, h) € C*(Q), com k > 1.

— Partigao da unidade: [, W (x,h)dx = 1.

— Suporte compacto: W (x — x’,h) = 0, quando || x — X" ||> xh.

— Convergéncia: W (x,h) — 6, quando h — 0.
Na literatura hd véarias fungoes nucleo [38], as mais comuns sdo a fungao
Gaussiana e as fungoes splines. Note que apesar da Gaussiana nao possuir
suporte compacto ela decai rapidamente para zero, logo possui numericamente

a propriedade de suporte compacto. Nessa tese, utilizamos uma funcao spline

de quinta ordem (Figura 4.1),

W(x—x;,h) =ag-w <—|lx_hxj“> com

(3—9)°—6(2—¢)° +15(1-¢q)° ; 0 < g < 1
(3—q)°—6(2—q)° ;1< g <2
(3—q);2<q<3’
0; g>3

w(g) = (4-5)

a constante de normalizagdao do ntcleo ag é 120/h, 7/4787h? e 3/3597h® em
espagos 1D, 2D e 3D, respectivamente.

Quando a fungdo f(x) é representada numericamente, a aproximagao
(f(x)) deve ser mais proxima possivel de f(x). Independentemente da escolha
do nucleo simétrico W, o método SPH possui precisao de segunda ordem e
¢é facilmente verificada usando uma expansao em séries de Taylor da funcao

f(x') em torno de x. Supondo f € C3(€) e usando a equagao (4-4) temos

U60r = [ [760+ 760 (6 =)+ (6= X)) W = X, )
= f(x)/QW(x—x,h)dX

+ fl(x) /Q (x' —x)W (x —x/, h) dx' + r(h?), (4-6)
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Figura 4.1: Funcao nicleo: particulas fora do raio de influéncia xh sao descar-
tadas. Em destaque, o grafico do nucleo 1D e de suas derivadas de primeira e
segunda ordem.

onde r é o residuo. Perceba que W é uma funcao par em relagao a variavel x

entao (x' —x) W (x — X, h) serd uma fungao fmpar, logo teremos
/ (X' —=x)W (x —x',h)dx' = 0. (4-7)
Q

Usando o fato de W ser uma particao da unidade e a equagao (4-7), a

equacao (4-6) se torna

(f(x) = f(@) +r(h?). (4-8)

A ordem de precisao de uma aproximacao SPH é chamada de ordem de
consisténcia. Dizemos que a aproximacao é de ordem n se satisfaz as seguintes

condicoes: p
My= [, W (x—x h)dx' =1

M= [, (x =x)W (x—x',h)dx' =0
My= [, (x —x)*W (x —x,h)dx' =0 . (4-9)

M, = [,(x'=x)"W(x—x',h)dx' =0

O método SPH é um método puramente lagrangeano; logo todo sistema, é
representado por um conjunto finito de particulas que possuem atributos indi-
viduais. Conseqlientemente, a representacao integral continua da aproximagao
SPH pode ser discretizada através de um somatério sobre todas as particulas
que estao no interior de uma regiao delimitada pelo comprimento suave (Fi-

gura 4.1). Assim, o elemento de volume infinitesimal dx’ na equagao (4-4) é
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representado numa particula j pelo volume AV} e que por sua vez é determi-

nado através de atributos fisicos da prépria particula como

AV, = (4-10)
Pj
sendo m; a massa da particula e p; a densidade da particula. A forma discreta

da aproximacao SPH é dada pela equagao:

(fx) = > fx)W (x—x;,h) AV,

JEN(x)
= 3 F)W (x—x;,h) 2 (4-11)
JEN) Pi

onde x; é a posicao da particula j e o conjunto N (x) contém todas as particulas
cuja distancia a partir de x é menor que o raio de influéncia do ntcleo kh.
A aproximacio para uma funcao avaliada numa particula ¢ pode ser escrita

diretamente como m

(fx)) = Y flx)Wy— (4-12)
JEN ) Pi
com W;; =W (x; — x;,h).
A partir da definicao do operador SPH, dadas duas fungoes arbitréarias
f1 e fo foram criadas regras que sao bastante convenientes para problemas
hidrodinamicos mais complexos. A primeira regra diz que a aproximagao SPH

da soma de fungoes é a soma da aproximagao de cada fungao

(fr+ f2) = (fr) +{f2) - (4-13)

A segunda regra diz que a aproximacao SPH do produto de duas fungoes pode

ser escrita como o produto da aproximagao de cada funcgao

(fif2) = (f1) (f2) - (4-14)

Particularmente, supondo a fungdo fs como uma funcao constante ¢ na

equagao (4-14), vale a igualdade

(cfr) = c(f1). (4-15)

4.1.1
Aproximacao SPH das derivadas espaciais

Desde que a abordagem SPH é usada para aproximar equagoes diferen-
ciais parciais através de uma formulacao integral, o ingrediente principal para
capturar a dinamica de um sistema ¢ saber como representar e discretizar os
operadores diferenciais através do método SPH. A aproximacao SPH do gradi-

ente da fungao escalar f(x) ¢é inicialmente obtida substituindo f(x) por V f(x)
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na equagao (4-4):
(Vf(x)) = /Q Ve f(X YW (x —x', h) dX/, (4-16)

onde V, denota o gradiente da funcao f em relagao a varidvel x’.

Fazendo uma integragdo por partes na equagao (4-16) temos:

(VI(x) = / Vi [JE)W (x — X, 1)] d
— /Q F(X)VuW (x —x', h)dx'. (4-17)

Podemos utilizar o teorema da divergéncia de Gauss para representar a
primeira integral do lado direto da equagao (4-17) como uma integral sobre

a superficie de bordo S = 92 do dominio de integragao €:

(Vf(x)) = /Sf(x’)W(x—x’,h).ndS
- /Qf(x’)VX/W(x—x’,h)dx', (4-18)

com n sendo o vetor unitario normal a superficie S. Se o suporte de W estiver
contido no interior de €2, temos que a integral de superficie do lado direito de (4-
18) é nula. Caso contrério, se o suporte de W intersectar S, o suporte de W é
truncado na superficie de bordo S para que a integral de superficie também se
anule. Portanto, sob tais circunstancias podemos simplificar a equacao (4-18)

da seguinte forma:
(Vix)=— / J(X) VW (x —x', h)dx'. (4-19)
Q
Através da regra da cadeia e pelo fato de W ser simétrico temos:
ViW(x —x',h) = =V W(x — %, h). (4-20)

Portanto, substituindo (4-20) em (4-19) segue que
(Vf(x)) = / XV (x —x', h) dxX'. (4-21)
Q

Resumindo, para calcular a aproximagao SPH do gradiente de uma fungao f(x)

basta apenas calcular o gradiente da aproximacao da fungao, ou seja,

(VIx) =V {f(x). (4-22)

A versao discreta do gradiente segue diretamente da equagao (4-21)
m .
(V)= D F)VW (x—x;.h) =2

JEN(x) J

(4-23)
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Finalmente, a aproximacao do gradiente de uma funcdo avaliada numa

particula ¢ pode ser escrita como

(Vf(x:)) Z f(x; VW” , (4-24)

JEN(x;)

onde pela regra da cadeia segue que

ViWi; = X 270 (4-25)
Tij 87’@'
com X;; = X; —X; € 1;; = ||X; — X;||. Uma propriedade bastante 1til decorrente
dessa aproximacao é o fato de
(VIV) ~ =V Z W (x —x;,h) p—f ~ V(1) = 0. (4-26)
j

JEN(x

A aproximacao (4-24) nem sempre é precisa, pois a terceira lei de Newton
(lei da agao e reagao) é violada e conseqiientemente essa imprecisao destréi
as propriedades de conservacao nos sistemas discretizados através do SPH.
Porém, quando a aproximacao é combinada com um termo adicional que
contém uma expressao nula (VIV) = 0, isso pode produzir resultados melhores.
Assim como no método de diferencas finitas onde as derivadas espaciais sao
discretizadas utilizando uma malha fixa no espago, iremos definir regras para

o calculo discreto dos operadores diferenciais através da formulagao SPH.

Regra SPH | para o gradiente. Secja A(x) um campo escalar, segue que
m.
(VA)) = D (Alxy) = A(x) ViWy—. (4-27)
JEN(x;) Pi
Note que o termo Z A(XZ-)VZ-WZ-J-?—; = A(x;)V; (W;;) = 0.

JEN(x:)

Regra SPH | para o jacobiano. Seja A(x) um campo vetorial, segue que

(VA)) = Y (Alx) — A(x)) @ Vil 2. (4-28)

FEN(x;) J

Regra SPH | para o divergente. Seja A(x) um campo vetorial, segue que
M

(V-A(x)) = Z (A(x;) — A(x;)) - Vz'VVij_'J' (4-29)
JEN(x;) Pi

Apesar das aproximagoes (4-27) e (4-29) serem aceitdaveis, elas possuem a

deficiéncia: nao sdo simétricas em relacdo aos indices ¢ e j. Para obtermos

aproximacoes simétricas do gradiente de um campo escalar, necessitamos
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definir um novo conjunto de regras. Consideremos a identidade abaixo

VAR) _ A ( 1 ) Ll (A<X>> Jcoma€Z.  (430)

P pa plfoc pia pafl

Através da identidade (4-30), podemos estabelecer uma aproximacao SPH da

seguinte formas:

(2a) - 3

Pi FEN(x;)

pipY e

(A(xj) N Ax:) )ViWijmj- (4-31)

E a partir da aproximagao (4-31), podemos criar um novo conjunto de regras
SPH para a aproximagao do gradiente de campos escalares e divergente de

campos vetoriais.

Regra SPH Il para o gradiente. Seja A(x) um campo escalar e o = 1:

(VAx) = Y <A<xz«>+A<xj>>viwij%. (4-32)

JEN(x;) J

Regra SPH Il para o divergente. Seja A(x) um campo vetorial e a = 1:

(V-AGD) = 3 (AG) +ALy)) Vil (4-33)

FEN(x;) J

Regra SPH Il para o gradiente. Seja A(x) um campo escalar e o = 2:

<M> > <M i Lﬁ”) ViWim;. (4-34)

- 2
pl jEN(Xi) pz 10]

Regra SPH Il para o divergente. Seja A(x) um campo vetorial e a = 2:

<V-A(xi)>: > (A(xi) +A(Xﬂ')>.viwijmj. (4-35)

} 2 2
pl jGN(Xi) pz p]

4.2
Equacoes de Navier—Stokes usando SPH

Nessa se¢do mostraremos com detalhes a aplicagdo do método SPH em
dinamica dos fluidos. A abordagem SPH consiste em discretizar um fluido
através de um sistema de particulas onde as derivadas espaciais das equagoes
de Navier-Stokes na forma lagrangeana (2-7) — (2-8) sdo calculadas em cada
particula utilizando as regras definidas na Segao 4.1. Além das particulas

amostradas serem o centro de interpolacdo, cada particula representa um
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elemento de fluido, ou seja, possuem atributos do fluido como por exemplo,

massa, posi¢ao, velocidade, viscosidade, pressao, etc.

4.2.1
Aproximacao SPH da equacao da continuidade

Geralmente em sistemas SPH a aproximaciao da densidade numa

particula ¢ é feita utilizando a equacao (4-12):

pi= > Psz'jij = > mW (4-36)
JEN(xi) 7 jeN(xi)

Entretanto, a aproximagao (4-36) requer um ciclo extra de computagao,
pois a densidade é calculada antes dos outros parametros, tornando assim
a simulagdo mais lenta no ponto de vista computacional. Outra opgao para
o célculo da densidade é através da equagao da continuidade (2-7), simples-
mente aplicando a aproximacao (4-29) em (2-7). Seja v; a velocidade de uma
particula i, assim a versao SPH da equacao de continuidade é da forma:

dp;
dt

= —pPi Z (Vj — Vi) . VZVVZ]% (4—37)

FEN(xs) J

A densidade da particula ¢ é obtida integrando (4-37) em relagdo ao tempo.

4.2.2
Aproximacao SPH da equacao de momento

A acelerac¢ao em cada particula i é dada pela equagdo de momento (2-8)

dv; 1 1
f=——Vp;+—V-8; ; 4-
% inp + piv +g (4-38)

semelhante a aproximagao da equacao da continuidade (4-37), iremos aplicar

as regras de aproximagao SPH em cada termo da equacao (4-38).

Pressao. No método SPH ao contrdrio dos métodos com malha, onde a
pressao de um fluido incompressivel é a solucao implicita de uma equacao de
Poisson (3-2), a pressao é uma funcao explicita da densidade local do fluido.
Apesar do método SPH ser um método criado para simular fluidos com-
pressiveis, podemos aproximar um fluido incompressivel através de um fluido
quasi—compressivel utilizando uma equacao de estado [47]. Assim a pressao p;

pode ser calculada por uma equagao de estado sugerida por Batchelor [7] e

tem a forma pi\”
pi =B ((J> — 1> , (4-39)

Po
com v = 7 e py ¢ a densidade (ou massa especifica) de referéncia.

O parametro B é o termo relacionado as flutuagoes de densidade do fluido
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e é estimado por 2
_cho (4-40)
v

onde ¢ é a velocidade do som. A velocidade do som representa a velocidade
pontual mais rapida de propagacao de onda naquele meio, nas simulagoes SPH
ela é escolhida como sendo aproximadamente dez vezes a maior velocidade
esperada no escoamento do fluido, isto é, um numero de Mach em torno de
0.1. A equagao (4-39) é conhecida como equagdo de Tait. Morris et al. [50]
simularam fluidos incompressiveis com baixo nimero de Reynolds através da

seguinte equagao de estado

pi = ¢ (pi = po) (4-41)

A equagao (4-41) é muito semelhante a equagao de estado de um gés ideal
usada por Desbrun & Cani para simular objetos deforméveis [17]. O calculo
da pressao ainda continua sendo um ponto delicado nas simulacées de fluidos
incompressiveis usando SPH, pois hd uma dificuldade de manter a incompres-
sibilidade do fluido devido a falta de um controle explicito da densidade global.

Apo6s atualizar a pressao em todas as particulas usando uma das equagoes
de estado acima, podemos avaliar o gradiente da pressao na equagao (4-38) em

cada particula. Segue pela aproximacao (4-34) que:

1 D
—;sz' == ) m <p_2 + p_;> ViWi;. (4-42)

JEN (%) ! J

Forcas viscosas. A fim de calcular as forcas viscosas, precisamos primeiro
calcular o tensor campo de velocidade Vv; em cada particula i, pela apro-
ximagao (4-28) temos:
V=Y Dy, —v) e VW (4-43)
JEN(x;) Pi
Ap6s o calculo da velocidade, o tensor extra—tensdo é calculado da seguinte

forma
Si = /.L@Dl, (4—44)

onde p; é a viscosidade e D; é o tensor taxa de deformagao com
D; = Vv + (Vv;)". (4-45)

Finalmente, apds atualizar o tensor S;, o termo viscoso da equagao (4-38) pode

ser aproximado de acordo com a regra (4-33):

" (S, +8;) - VW, (4-46)
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