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2
Modelagem 2D do veiculo como corpo rigido

Na modelagem 2D do sistema sem suspensdo consideram-se o chassi e as
rodas do veiculo como um tnico corpo rigido, tendo a sua inércia concentrada no
seu centro de massa. Na auséncia de deslizamento, as forcas de atrito entre as
rodas e o solo sdo calculadas pela razdo entre o torque de entrada em cada roda
(Tj) e o raio da roda (r). Outra consideragdo € que as rodas e o terreno sdo rigidos,
ou seja, nao se deformam.

2.1.
Coordenadas Generalizadas

Para que a localizag¢do do veiculo fique totalmente determinada no plano é
necessdrio o conhecimento de trés coordenadas independentes, as coordenadas
generalizadas do sistema. Neste problema, as coordenadas generalizadas para o

caso sem restricao serdo:Xc,ye € 0.

onde

X. = coordenada x do centro de massa do sistema em relacdo a uma base
inercial;

ye = coordenada y do centro de massa do sistema em relacdo a uma base
inercial;

o = angulo de rotagdo do veiculo em torno do eixo z (perpendicular ao
plano).
2.2,

Angulos de Contato e Curva de Centros

Para o problema aqui analisado é fundamental o conhecimento da dire¢do
das forcgas de atrito (Fat’s) entre as rodas e o solo. Pois, diferentemente de terrenos
planos, em terrenos acidentados nem sempre a direcdo das Fat’s é paralela ao
chassi do veiculo.

A dire¢@o de atuacdo da forga de atrito, entre uma roda i e o solo, é a
mesma da tangente a curva do perfil do terreno no ponto de contato entre a roda e

o solo. Assim, o angulo entre essa tangente e o eixo das abscissas (x) define a
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direcdo da forca de atrito entre a roda i e o solo, sendo esse dngulo denominado de
angulo de contato (yi) entre a roda i do veiculo e o solo. A Fig. 8 mostra as

coordenadas generalizadas, os pontos e dngulos de contato do veiculo.

Figura 8 - Coordenadas generalizadas (xc,yc,a), &ngulos de contato (y1 e y2) e pontos
de contato (P, e Py).

Contudo, para calcular os angulos de contato é necessario primeiramente
conhecer as coordenadas dos pontos de contato (P;). Para encontrar essas
coordenadas pode-se proceder de duas maneiras:

e calcular a partir das coordenadas generalizadas (X.,Yy.,®) as coordenadas do

centro darodai, C, =(x,,y,). Em seguida calcular o ponto de intersecao

entre uma circunferéncia de raio (r) centrada em C; com a curva do perfil
do terreno, que serd o ponto de contato P;.

e calcular para cada ponto de uma discretizag@o do perfil do terreno (P;) as
coordenadas (Xcc,Ycc ) que o centro de uma roda i qualquer do veiculo
deveria ter para que P; fosse um ponto de contato entre o solo e a roda i
(Fig. 9). Assim, conhecendo-se o centro da roda (C;) pode-se chegar de
uma maneira direta ao conhecimento de P;. O conjunto gerado por todos os

pontos (X, Yec) ird gerar uma curva, que serd chamada curva de centros.
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Figura 9 - Ponto da curva de centros (X.,Ycc) associado ao ponto de contato Pi=(xi,yi).

A metodologia aqui empregada utiliza o cilculo da curva de centros, pois
este método resulta em menor nimero de operacdes necessdrias para a obtengdo
dos pontos de contato, portanto ¢ menos caro computacionalmente.

2.3.
Cinematica Direta

O problema da cinemética direta pode ser enunciado da seguinte forma:
“Dados a posicdo, velocidade e aceleracdo das coordenadas generalizadas do
sistema, qual serd a posi¢do, velocidade e aceleracio dos centros das rodas?”

A metodologia escolhida para a resolu¢do do problema da cinematica direta
foi a seguinte: primeiro se calculam as coordenadas dos centros das rodas (X ,Yei),
em seguida deriva-se (X ,y.i) em relacdo ao tempo e encontram-se as velocidades
dos centros das rodas ([x, ¥,]"), e por dltimo deriva-se uma segunda vez as
coordenadas dos centros das rodas em relagdo ao tempo para encontrar as

aceleragdes dos mesmos ([%,, ] ).Aplicando essa abordagem ao sistema, tem-

Se€:
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Figura 10 - Caracteristicas geométricas do veiculo.

2.3.1.
Coordenadas dos centros das rodas (Xg; ,Yci):

De acordo com a Figura 10 acima, as coordenadas dos centros das rodas

podem ser escritas como:

2.3.1.1.
Coordenadas do centro da roda 1 (X¢1 ,Ye1)-

X,=x,—L -cosa+h -senx (1)
Ya=Y.—L -sena—h, -cosx 2)
2.3.1.2.
Coordenadas do centro da roda 2 (X¢2 ,Yc2)-
X,=x_+L,-cosa+h, sencx 3)
Vo =Y.+L,-sena—h,-cosa ()
onde
h; = distincia transversal ao chassi do veiculo entre o centro daroda 1 e o
centro de massa do veiculo (CM), constante para essa modelagem sem suspensao;
h, = distancia transversal ao chassi do veiculo entre o centro da roda 2 e o

CM, também constante;

L, = distancia longitudinal ao chassi do veiculo entre o centro da roda 1 e

L, = distancia longitudinal ao chassi do veiculo entre o centro da roda 2 e
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2.3.2.
Velocidades dos centros das rodas ([x, ,] ):

2.3.2.1.
Velocidade do centro da roda 1.
Derivando-se em relagdo ao tempo as equacdes (1) e (2) acima, resulta em:
X, =x,+(L -sena+h -cosa)-c 5)
Va=Y.—(L -cosa—h, -senax) & (6)
2.3.2.2.
Velocidade do centro da roda 2.
Derivando-se em relagdo ao tempo as equacdes (3) e (4) acima, resulta em:
X,=x.—(L,-sena—h,-cosa)- @)
Vo =Y. +(L,-cosa+h, -sena)-& (8)

2.3.3.
Aceleracdes das rodas ([, ¥.]"):

2.3.3.1.
Aceleracao do centro da roda 1.

Para se calcular a aceleracdo da roda 1 calcula-se a derivada temporal das
equacdes (5) e (6) acima, resultando em:
¥, =X +(L -sena+h -cosq) &+ (L -cosa—h, -sena) &  (9)
¥, =3, —(L -cosa—h -sena) &+ (L -sena+h -cosa)-¢& (10)
2.3.3.2.

Aceleracao do centro da roda 2.

Tomando a derivada temporal das equagdes (7) e (8) acima, tem-se:

¥,=X% —(L,-sena—h, cosa)-&— (L, -cosa+h, -sena)-¢&> (11)

¥,=9,+(L,-cosa+h, -sen@)-&—(L, sena—h, cosa)-a&> (12)
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2.4.
Cinematica Inversa

O problema da cinemadtica inversa pode ser enunciado da seguinte forma:

“Dadas as coordenadas (X ,y.i) dos centros das rodas e suas velocidades V; e V;,
quais serdo as coordenadas ([xc V. a]T) e as velocidades generalizadas
([)'cc V. a[') do sistema?”

A Fig. 11 ilustra as coordenadas do centro da roda 1 e da roda 2, C; e C;

respectivamente, e as velocidades das mesmas (Vy e Vy ).

Figura 11 - Diregao das velocidades do centro das rodas 1 e 2 (V1 e Va,

respectivamente).

24.1.
Calculo das coordenadas generalizadas ([x, y, o] ):

. T .
Para encontrar as coordenadas generalizadas ([xC v, a]") do sistema a

partir das coordenadas dos centros das rodas (Xc1,Yec1) € (Xc2,¥c2) , procede-se da
seguinte forma:
i) Primeiramente calcula-se o dngulo de rotacdo do veiculo (o). Subtraindo a
Eq. (1) da Eq. (3) e a Eq. (2) da Eq. (4), obtém-se as seguintes equacoes:
(x,—x,)=—(L +L,)-cosa+(h,—h,) senc (13)

(Y4 —=Y,)=—(L +L,)-sena—(h —h,) cosc (14)
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Multiplicando a Eq. (13) por (L, + L, ) e somando-se a equagdo resultante da
Eq. (14) multiplicada por (4, —h, ), resulta:

(X =%) (L + L)+ (Y = Yer) - (= hy) =

15
UL+ L) + (b — )] cos (15)
Cosa:_(xcl_xcz)'(lq+L22)+(ycl_yc22)'(h1_h2) (16)
(L, +L,) +(h1—h2) ]
a:iacos(_m—xd)-(Ll+L23+<yd—yci>-<hl—h2)J 17
[(L1+L2) +(h1—h2) ]

O sinal de a na Eq. (17) acima € dado pelo sinal de (y.>-y.1). Desta forma o

angulo a serd dado por:

(X, =x,) (Li+L)+(y, _yCZ)‘(hl_hZ)J (18)

o =sign(y,, —y,) acos| —
2o ( (L, +L,)* +(h —h,)*]

onde sign(x)= %4 para x #0e sign(0)=0.

ii) Em seguida através das Equacdes (1) e (2), ou (3) e (4), calculam-se as
coordenadas (X¢,Yc)-
Assim, utilizando-se as Equagdes (1) e (2), obtém-se os seguintes valores
para X¢ e yc:
X, =x,+L, -cosa—h, -senc (19)
Y, =Yy, +L -sena+h -cosa (20)

2.4.2.
Calculo das velocidades generalizadas ([x, y, ] ):

As velocidades generalizadas sdo calculadas a partir das velocidades do
centro das rodas 1 e 2, V; e V; respectivamente. Calculando as componentes das
velocidades V; e V; nas dire¢des t e n (direcdo paralela ao chassi do veiculo e

dire¢do normal a este, respectivamente) conforme a Fig. 12, resulta em:
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B ———
X

Figura 12 - Velocidades V; e V, e suas componentes na diregdo de t e n.

2.4.21.
Velocidade angular (¢ )

i) Velocidades ao longo de t:

V! =V, -cos(y — @) (21)

V, =V, -cos(y, —a) (22)
Como o sistema é modelado como um corpo rigido V, pode ser calculada

em funcdo de V,' da seguinte forma:

V), =V'+(h,—h) (23)
ii) Velocidades ao longo de n:

V" =V, sen(y, — ) (24)

V) =V, sen(y, — o) (25)
E V,' pode ser calculada a partir de V" do seguinte modo:

V) =V"+(L +L,)- ¢ (26)
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Resultando no seguinte valor para ¢ :

v'-v"
G=-2_"1 (27)
L+L,
Substituindo-se os valores das velocidades V," e V" dados em (24) e (25) na
Eq. (27) acima obtém-se:

. V, -sen(y, —a) =V, -sen(y, — &)

28
L +L, 28

2.4.2.2.
Velocidade linear do Centro de Massa (x_,y.)

Com o valor de & dado pela Eq. (28), pode-se calcular as velocidades x, e
y. através das Equagdes (5) e (6), ou (7) e (8). Utilizando-se as Equagdes (5) e

(6), chega-se aos seguintes valores para x_ e y_:

X, =x,—(L -sena+h, -cosa)-c (29)

y.=y,+(L -cosa—h, -sena) - (30)
onde

%, =V, cosy, (€29)

Ya =V, -seny, (32)
2.5.

Analise Estatica

A andlise estatica visa calcular a forca de atrito Fat; que deve agir no ponto
de contato entre cada roda i (com i = 1,2) e o0 solo a fim de manter o sistema em
equilibrio.

Para obter o equilibrio do sistema, o somatério das for¢as agindo sobre o
mesmo deve ser nulo e também o momento resultante em qualquer um dos pontos
do veiculo deve ser igual a zero. A Fig. 13 ilustra as for¢as agindo no sistema, que
sdo as seguintes: forcas de atrito (Fat; e Fat,), forcas normais (N; e Ny) e forca

peso (P).
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Figura 13 - Forgas agindo no veiculo.

Assim, aplicando as condi¢des de equilibrio ao sistema resultam as
seguintes equacdes:
1) Somatério das forcas na direc@o x e y igual a zero.
> F. =0
Fat, -cos(y,) + Fat, -cos(y,)— N, - sen(y,)— N, - sen(y,) =0 (33)
N, -sen(y,)+ N, -sen(y,) = Fat, -cos(y,) + Fat, - cos(y,) (34)

ii) Somatoério dos momentos nos pontos de contato igual a zero.
Tomando o somatério de momentos em relagdo aos pontos de contato

Pi=(x1,y1) e P,=(x2,y») igual a zero, resulta nas seguintes equagdes:

Y M, =0

(Fat, - sen(y,)+ N, -cos(¥,)) - (x, — x,)

—(Fat, -cos(y,)—N, -sen(¥,)) - (y, = y,)—P-(x,—x,)=0 ©3)
[(xy = x)-cos(y,) +(y, = y;) - sen(y,)]- N, =P-(x. = x,) (36)
—[Cxy = x,) - sen(y,) = (y, = y,) - cos(7,)]- Fat,
Definindo:
dy, 1 =(x, = x)-cos(¥,) + (¥, = y,) - sen(y,) (37

dFat2,1 = (x, —x,) - sen(y,) — (¥, — ») - cos(y,) (38)
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Resulta em:

2 M, =0
—(Fat, - sen(y,)+ N, -cos(y,)) - (x, —x,)+ (Fat, - cos(y,)
—N,-sen(y,))-(y, —y,)—P-(x,—x,)=0

[(x, —x;)-cos(y)+(y, —¥,)-sen(y)]-N, =P -(x, —x,)
_[(xz _-xl)'sen(%)_(yz —yl)'COS(%)]'Fall

Definindo ainda:
dy, > =(x,—x)-cos(}) +(y, — ) sen(y,)

dFatl,Z = (x, —x) - sen(y) — (y, — y;) - cos($)

Resulta em:
(x, —x.)-P—dy, , Fat,
d

N, =

N2

38

39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

As Equacdes (34),(39) e (44) formam um sistema de equacdes linearmente

independentes e podem ser escritas como:

N,-sen(y,)+N, -sen(y,) = Fat, -cos(y,) + Fat, -cos(¥,)

N, =¢ -8,  Fat,
N,=e,— S, Fat,

onde definem-se:

— ('x2 _xc) ’ P
e =d—
N2
_(x.—x)-P
e, =d—
N,,1
d
Sl = Fat,,2
dy, .,
dFu2,1
S, = y :

(45)
(40)
(47)

(48)

(49)

(50)

G
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As incdgnitas do problema estitico sdo Fat;, Fat,, N; e N,. Sendo que as
forcas Fat; e Fat, podem ser controladas através dos torques transmitidos as rodas
pelos motores do veiculo, e as for¢as normais N; e N, s@o dependentes desses
torques em um terreno genérico.

Como o sistema em questdo apresenta quatro incdgnitas e apenas trés
equacdes linearmente independentes, o mesmo € sobredeterminado. Assim, este
sistema apresenta um grau de liberdade para a escolha de Fat; ou Fat,, o qual pode

ser utilizado para otimizar alguma caracteristica do sistema.

2.5.1.
Otimizacao do Sistema para o caso Estatico

No presente trabalho, escolheu-se otimizar as seguintes caracteristicas do
sistema:

a)  Minimizar a possibilidade de deslizamento das rodas;
b)  Minimizar o consumo de poténcia.

Sendo que ird se buscar minimizar a possibilidade de deslizamento das
rodas em terrenos mais acidentados e ingremes e minimizar o consumo de
poténcia em terrenos suaves. Para isso, serdo calculadas as forgas de atrito de cada
roda, a fim de se obter a otimizacdo desejada do sistema, para o caso quase-
estatico.

a) Calculo das forgas de atrito para minimizar a possibilidade de deslizamento das
rodas.

Para minimizar a possibilidade de deslizamento das rodas, deseja-se
conhecer as forcas de atrito (Fat’s) que devem agir sobre o sistema de modo que a
razdo entre o médulo da for¢a de atrito e a forca normal em cada roda seja
minima.

Antes de se calcular as razdes 6timas entre as forcas de atrito e as suas
correspondentes forcas normais, deve-se encontrar 0s possiveis valores que as

forcas de atrito devem assumir para que sejam respeitadas as seguintes condigdes:
1) |Fatl| <F, e |Fa12| < F,,,, restricdo referente a for¢a de saturacio dos
motores, onde Fsat; e Fsat, sdo as mdximas forgas de atrito que podem ser
obtidas pelos torques do motor da roda 1 e da roda 2, respectivamente;

ii) N, >0eN, >0, condi¢do de ndo descolamento entre as rodas e o terreno;
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iii) |Fat1| SU-N,e |Fat2| < pu-N,, condi¢do de ndo deslizamento (sendo p o
coeficiente de atrito estatico).
Além das trés condicdes acima, existe ainda mais uma equacao de restricao
para garantir que o sistema esteja em equilibrio estatico. Essa equacdo é obtida
substituindo os valores de N; e N, dados pelas Equacdes (46) e (47), na Eq. (45)

resultando em:

a,-Fat, +a,-Fat,=a (52)
Definindo:

a, =[cos(y,)+ S, - sen(y)] e, (53)

a, =[cos(y,)+ S, -sen(y,)] e, (54)

a=e, -sen(y,)+e, - sen(y,) (55)

Com as condi¢des (i) a (iii) e a Eq. (54) obtém-se um conjunto
I={(Fat;,Fat;)} dos possiveis valores das for¢cas Fat; e Fat,.

O ponto (Fat;, Faty) que ird gerar razdes [Fatil/N; (i =1,2) o mais longe
possivel da situacdo de deslizamento serd um dos pontos da fronteira de I ou o
ponto em que a razdo do mddulo da forca de atrito pela respectiva for¢a normal
deve ser igual nas duas rodas (prova no Apéndice A). Assim para encontrar esse

dltimo ponto deve-se ter:

|Fatl| |Fat2|
———=—=""_,comN;,N, >0 (56)
Nl N2
que resulta, nas seguintes possibilidades:
Fat, Fat
i T (57)
Nl N2
Fat Fat Fat Fat
if) Lo ST P (58)
Nl N2 Nl N2
com Ae R.

Pode-se escrever (57) e (58) de uma forma compacta, como segue:
Fat,=A1-N, (59)
Fat,=%A-N, (60)
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Substituindo os valores de N; e N, dados pelas Equagdes (46) e (47) nas

Equacgdes (58) e (59) resulta nos seguintes valores para as forcas de atrito:

Fat,=A-(e, - S, - Fat,) (61)
A-e

= 1 62

at, 1+71.5) (62)

Fat, =tA-(e, - S, - Fat,) (63)
tA-e,

— ~ T2 64

RE (1£1-S,) (©4)

Substituindo (62) e (64) na Eq. (52), resulta o seguinte:

A-e + A-e,

: = 65
A+4-S) ¢ ()

AtA-S,)

a,

A Eq. (65) acima, dard origem a duas equagdes do segundo grau, a saber:

(a,-e-S,+a, e, S —a-S -S,) A 66)
+(a,-e,+a,-e,—a-S,—a-S,)-A-a=0
(-a,-e-S,—a,-e,-S,+a-S, -S,) A 67)
+(a,-e,—a,-e,—a-S,+a-S,)-A-a=0

A equacdo que dard a solugdo do problema serd a que apresentar raizes
reais.

Apoés obter a equagdo verdadeira do problema e resolvé-la, haverd dois
valores candidatos a solu¢do do mesmo, as raizes da equacdo do segundo grau

A e A”. Sendo que a solu¢do do problema serd a raiz que resulta em normais

positivas.
b) Célculo das forcas de atrito para minimizar a poténcia consumida.

Na abordagem do problema aqui utilizada, considera-se que o veiculo é
acionado por motores elétricos como no Robd Ambiental Hibrido. Além disso,
considera-se poténcia consumida apenas a poténcia dissipada por efeito joule na
resisténcia do motor, uma vez que nesta andlise quase-estitica o trabalho
mecanico é desprezivel comparado com a energia elétrica dissipada. Para motores

de corrente continua esta poténcia é dada por:
Pot=R-1I’ (68)
onde

R =resisténcia do motor dada em ohm;

I. = corrente elétrica do motor dada em ampére.
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Assim, a poténcia total consumida pelos dois motores, sera:

P,. = Pot, + Pot, (69)

com:
Pot, =R, -1’ (70)
Pot,=R,-I’, (71)

Considerando que os motores sejam iguais, resulta que R; =R, =R, e a Eq.

(69) pode ser escrita da seguinte forma:

P

i = R (15 +12,) (72)

Em motores de corrente continua o torque entregue ao eixo é proporcional a
corrente elétrica do motor, assim:

T=K, I, (73)
onde

T = torque no eixo do motor em N.m;

K, = constante de proporcionalidade do motor em N.m/A;

Como o sistema estd em equilibrio estatico, o torque em cada roda deve ser
igual a forga de atrito, agindo entre tal roda e o solo, multiplicada pelo raio da
roda. Assim, tém-se:

T, = Fat, -r (74)
T,=Fat,-r (75)
Substituindo o valor do torque dado pela Eq. (73) nas Equacdes (74) e (75)

acima, resulta em:

Fat, -
Fat, r=K, -1, =1 =—1"

(76)

m

Fat,-
Fat, r=K -I,=>1,=—22"

(77)

Substituindo os valores das correntes I; e I, , dados nas Equacdes (76) e

(77), na Eq. (69) da poténcia total, obtém-se:

2 2
Fat, - Fat, -
Pou = R- ( - FJ +( = r] (78)
R'l’2 2 2
Pmtal: K2 '(Fatl+Fat2) (79)

m
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Definindo-se:

R-r’
= Ko ®0)
A Eq. (79) acima resulta em:
P,,=K,, - (Fat} +Fat}) (81)

Assim, de acordo com a Eq. (81), para minimizar a poténcia total consumida
precisa-se minimizar:

W (Fat,, Fat,) = Fat] + Fat; (82)
sujeita as restricdes (i) a (iii), anteriormente mencionadas, e a restricdo de
equilibrio estitico dada pela Eq. (52).:

As restri¢des (i) a (iii) irdo gerar uma regido fechada De R’ (Fig. 14) de

pontos (Fat;,Fat,), que serdo os candidatos a minimo do problema .

Fat;.!_ *

NIZU

Faty-F,
[Fat,|=p.I¥,
D

* Fﬂ.tl

Fate-F
TNy=0 sat
|Fat;|=p.T%

Fat=-F, Fair F,y

Figura 14 - Regiao de pontos (Fat;,Fat,) candidatos a minimo do problema.

Desta forma, o problema de minimizacio da poténcia consumida serd o de
encontrar o minimo de uma funcdo, neste caso W, em um dominio fechado (D),

sujeito a restricdo dada pela Eq, (52).
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De acordo com Demidovitch [16] os pontos criticos do problema (que sio
candidatos a minimo de W) serdo:

a) Os pontos em que dW € nula.

ow ow
dW(Fat,,Fat,)=0= -dFat, + -dFat, =0 83
(Fat, 2 oFat, ' OFat, 2 (83)
onde pela Eq. (82),
oW =2 Fat, (84)
oFat,
ow
=2-Fat 85
oFat, ? (85)
e assim
2-Fat, -dFat, +2- Fat,-dFat, =0 (86)

Contudo, dFat; e dFat, ndo sdo independentes, sendo que estio relacionados

através da Eq. (52), da seguinte forma:

a,-dFat, +a, - dFat, =0 = dFat, = —Z—l -dFat, (87)
2

Substituindo o valor de dFat, dado pela Eq. (87) na Eq. (86), resulta em:

2 Fat, -dFat, +2- Fat, - (— 4. dFatlj =0 (88)
a,
(Fatl 4 FatzJ -dFat, =0 (89)
a,
a
Fat, ——-Fat, =0 (90)
a,

Juntando-se a Eq. (90) com a Eq. (52) pode-se calcular o ponto critico
Po=( Fat],Fat]), sendo Fat/e Fat; dados pelos seguintes valores:

a-a

Fat)! =——— 91

! (a12+a22) ©h
a-a

Fat] =——2— 92

g (a12+a22) ©2)

Se P, pertencer ao conjunto resultante da interse¢do entre D e a reta dada

pela Eq. (52) (no plano Fat; x Faty), entdo P, serd um candidato a ponto de

minimo.
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b) Pontos da fronteira
Os outros pontos candidatos serdo os pontos P; e P, das fronteiras do

dominio D’, dado pela interse¢do do conjunto D com o conjunto
R={(Fat,Fat,)e R’ /a,-Fat +a, -Fat, =a}, ou seja, D'=DNR' .

Assim, D’ serd um segmento de reta no plano Fat xFat, com pontos
extremos P; e P, (Fig. 15).

Fa[l

\D

i * Fat

Figura 15 - Regiao D" com os pontos extremos P, e P,.

Ap6s calcular todos os pontos criticos do problema, verifica-se qual deles
minimiza a funcdo W, sendo este o ponto desejado.

Portanto, conforme visto acima, pode-se no problema estitico associado a
este sistema encontrar valores apropriados das forcas de atrito (Fat; e Faty) que
otimizem uma dada caracteristica do mesmo. Sendo que, no presente caso,
optou-se por calcular as forcas de atrito que mantém o veiculo o mais longe
possivel do deslizamento em terrenos muito acidentados ou as que minimizam o
consumo de poténcia em terrenos suaves.

No entanto, podem-se unir essas duas condi¢des de otimizacdo em uma
unica funcdo, sendo que neste caso havera a necessidade de se introduzir pesos
para ponderar cada uma das caracteristicas em questao.

As técnicas de controle aqui introduzidas serdo generalizadas no Capitulo 4,

quando serdo incluidos efeitos dindmicos e de suspensdes flexiveis.
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2.6.
Andlise Dinamica

A andlise dindmica do sistema tem por objetivo calcular as acelera¢des do
mesmo e por conseguinte as suas variaveis de estado (x_,y, &, x,,y,,0).

Para o célculo dindmico, foram utilizadas as equacdes de Newton-Euler .
Essas equacdes representam os principios que enunciam o seguinte: a soma das
forcas agindo sobre o sistema deve igualar o produto de sua massa pela aceleracio
do seu centro de gravidade, e o somatdrio dos momentos em relagdo ao centro de
gravidade € igual ao momento de inércia de massa do corpo em relacido a este
ponto vezes a aceleracdo angular do corpo. As forgas externas agindo no veiculo
sdo as mesmas mostradas na Fig. 13.

Assim, aplicando as equacdes de Newton-Euler ao sistema da Fig. 13,

resulta:

ZFX =m-X,

m-X, = Fat,-cosy + Fat,-cosy,—N,-seny, —N,-seny, (93)

D F . =m,

m-y. = Fat, -seny, + Fat, -seny, + N, -cosy, + N, -cosy, — P (94)
M, =1-a
l-&=dg, -Fat, +d, -Fat,-d, -N,—d, -N, 95)

onde
N; = for¢a normal na roda i;

Fat; = forca de atrito entre a roda i e o solo;
X, = aceleracdo linear do centro de gravidade do veiculo na direcdo x;
¥. = aceleracdo linear do centro de gravidade do veiculo na diregdo y;

@ = acelerag@o angular do veiculo ao longo do eixo z;
x; = coordenada x do ponto de contato entre a roda i e o terreno;

yi = coordenada y do ponto de contato entre a roda i e o terreno;
dFatl =(y.—y)-cosy, —(x, —x,) seny, (96)

dFat2 =(y, —yy)-cosy, —(x, —x,)seny, o7
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dy =(y.—y) seny, +(x,—x)-cosy, (98)
dy, =(y,—y,) seny, +(x,—x,)-cos }, (99)
As Equacgdes (93) a (95) resultam no seguinte sistema:

m-X, = Fat,-cosy + Fat,-cosy,—N,-seny, — N, -seny, (100)
m-y_ = Fat, -seny, + Fat,-seny,+ N, -cosy, + N, -cosy, — P (101)
l-a=dg, -Fat, +d,, -Fat,-d, -N, —d, -N, (102)
Assumindo-se que Fat; e Fat, foram especificados, o sistema de equacdes
acima possui cinco incognitas (N,,N,,X,,y.,&) e somente trés equagoes,
resultando que o mesmo possui infinitas solugdes. Contudo, em um dado instante
de tempo t € necessdrio que haja uma unica quina (N,,N,,X.,y.,&) que seja
solugdo deste sistema de equacdes e por conseqiiéncia do problema dindmico,

para que se possa calcular o estado do sistema em qualquer tempo t*>t.
Desta forma, sdo necessdrias mais duas equagdes para que o problema
dindmico associado ao movimento do veiculo tenha uma tnica solugdo. Essas
duas equagdes adicionais serdo derivadas das restricdes que devem ser impostas

ao movimento do veiculo.

2.6.1.
Equacoes de Restricao

As equagdes de restricoes surgem da necessidade de se restringir as
possiveis opcdes de movimento para o veiculo. Uma condicio que deve ser
respeitada € a de ndo interpenetra¢do entre as rodas do veiculo e o solo, pois
ambos sdo considerados corpos rigidos. Para garantir esta restricdo € necessdrio,
sempre que uma dada roda i estiver em contato com o solo (N; >0), que o
movimento da mesma seja restrito a uma dada trajetéria dependente do perfil do
terreno. Essa trajetoria serd dada pela curva de centros, definida no item 2.2.

Desta forma, sempre que uma roda i estiver em contato com o terreno o seu
centro devera pertencer a curva de centros, ou seja:

X, =%, (103)

yci :ycc (104)
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onde

(x,,¥,) = coordenadas cartesianas do centro geométrico da roda i;
(x..,y,.) = coordenadas cartesianas de um ponto pertencente a curva de

centros.

Para os perfis de terrenos considerados nesta dissertacdo, os pontos da curva
de centros, através de um apropriado tratamento matemadtico, serdo da seguinte
forma: (Xc.,g2(Xcc)), ou seja, a coordenada y.. do mesmo serd funcdo de X
(Yee=g(Xcc)). Assim, as Equagdes (103) e (104) acima podem ser condensadas em
uma unica equacao:

Vo = 8(x,) (105)

Logo, para garantir que as duas rodas do veiculo estejam em contato com o

terreno basta que as seguintes igualdades sejam verdadeiras:

va=g(x,) (106)

Ve = 8(x.0) (107)
Derivando em relacdo ao tempo as Equacdes (106) e (107), obtém-se as

restrigdes referentes as velocidades dos centros das rodas.

Do _ d8(xa) dx

108

dt dx  dt|s, (108)
ycl = g,(xcl) : xcl (109)
yc2 =g,('x62).xc2 (110)

Derivando-se uma segunda vez as restricdes (106) e (107), em relacdo ao
tempo, obtém-se as aceleracdes dos centros das rodas. A segunda derivada

temporal da coordenada y; do centro de uma roda i é dada como abaixo:

2
J (111)

Yo =gl ¥, + gl k) (112)

d’y, _dg(x,) d’x|  d’g(x,) (g

dr* dx  dr? dx> dt

Xei

Assim, as aceleragdes das rodas 1 e 2 devem ser:

Yoo =85 ¥, 48 %, (113)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510806/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 0510806/CA

Modelagem 2D do veiculo como corpo rigido

onde

g7 =¢"(x,)
Substituindo as Equacgdes (9) e (10) na Eq. (112), encontra-se:
y.—(L, -cosa@—h, -sena)- &+ (L, - sena+h, -cosa)-a’> =
gl -[X +(L,-sena+h, -cosa) -G+ (L, -cosa—h, -sena) &>+ g/ - x

cl

Rearranjando os termos da equag@o acima, resulta em:

g ¥ — ¥, +[(cosa+g,  sena) L, —(senat—g, -cosa)-h]-é=gl i,

+[(cosa+g| -sena)-h, +(sena—g| -cos)-L,]- &’

Substituindo as Equagdes (11) e (12) na Eq. (1138), encontra-se:
y.+ (L, -cosa+h, sena)-&—(L, - senc—h, -cosa)- @’ =
g [¥ —(L, -sena—h, -cosa)-&— (L, cosa+h, -sena)- &1+ g5 - x_,
Rearranjando os termos da equagdo acima, resulta em:
g, X, =y, —[(cosa+ g, -sena)- L, +(sena— g, -cosq)-h,]- & =

—gr- %, —[(sena—g, -cosa)-L, —(cosa+ g, - sena)-h,]- &

Definindo:
E, =(cosa+g, -sena)-L, —(sena— g, -cos)-h,

E, =(cosa+ g, sena)-L, +(sena—g, -cosa)-h,

2
cl

A =[(cosa+g| sena)-h, +(senax—g| -cosa)-L]- & — g/ x

2

2

49

(114)
(115)
(116)
(117)

(118)

(119)

(120)

(121)

(122)
(123)

(124)

A, =—[(sena— g, -cosa)-L, —(cosa + g, -sena)-h,]-&* — g7 - x,,° (125)

as Equacdes (119) e (121), resultam em:
g ¥ —Y.+E d=A4

g;‘jc'c—j}c+E2‘02=A2

(126)
(127)
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As Equagdes (126) e (127) sdo as equagdes de restrigdes para as aceleracdes
do centro de gravidade do sistema. As mesmas podem ser escritas de uma maneira

matricial da seguinte forma:

C-X=A (128)
onde
Ez[gi/ -l El} (129)
g —1 E,
X=[ 5 a (130)
A=[A, AT (131)

Para que o sistema dado pelas Equagdes (100) a (102) tenha solucdo as

equacgdes de restricdo (126) e (127) devem ser linearmente independentes (L.L.),

sendo que isso ocorrerd se o posto da matriz de coeficientes das aceleracdes (C)

for igual a dois (Anton [17]). Assim deve-se ter:

= g -1 E
posto(C) =2 = posto| | ~,
82

2 132
s (132)

A menos de alguns casos especiais, regides da curva do perfil do terreno em
que o raio de curvatura € menor que o raio da roda e pontos da mesma que nio

possuem derivada, de um modo geral pode-se considerar que gi’ =tany;. Desta

forma C pode ser escrito da seguinte forma:

_ T 1 E
c=| ! (133)
tany, -1 E,

Logo, sempre que tany, #tany, o posto de C seréd igual a dois e por
conseqiiéncia as Equacdes (126) e (127) serdo L.I. Como os angulos de contatos
pertencem ao intervalo real |-n/2;m/2[ , para que tany, # tan ¥, basta que y, #7,.
Assim, sempre que os angulos de contato forem diferentes, as restricdes (126) e
(127) serdo L.I.

Quando tany, =tany, (¥ =7%,, o que seria verificado, por exemplo, em

um terreno plano), busca-se uma nova equagéo de restricdo da seguinte forma.
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De acordo com as Equagdes (23) e (27) , tem-se o seguinte:

(hy—h)-a=V, -V, (134)
a:u (135)
L+L,

Sendo que as velocidades ao longo de t e de n de uma roda i sdo dadas da

seguinte forma :
V! =x, -cosa+y, sencx (136)
V'=—x_-sena+y,-cosa (137)
Substituindo (136) e (137) nas Equacdes (134) e (135) acima, resulta:
(hy—hy)-&=(x,—x,)cosa+(y,—y,) senct (138)

— ().Cd —).CCZ)'SEVLC(—(}.)CI _).)cz)’cosa
L +L,

o (139)

Como as rodas sdo consideradas em contato com o solo, as Equacdes (109)

e (110) sdo verificadas, e com g,.’ =tan};, resulta nas seguintes relacdes para as
velocidades das rodas:

y, =tany, - x, (140)

Yoo =tAN}, X, (141)

Substituindo os valores de y, e y., dados pelas Equagdes (140) e (141)

acima, respectivamente, nas Equacdes (138) e (139) e sendo y, =7, =y, resulta

no seguinte:
(hy —hy)- & =(x,—x,) (cosa+tany-sencr) (142)

g (X, —X,) (sena—tany-cosq)
L+L,

(143)

Igualando os valores de (x,, —x_, ) nas equagdes (142) e (143) acima, resulta
na seguinte equacao:
(h, —h,)-(sena—tany-cosa)-& = (cosa+tany-senct)- (L, +L,) ¢ (144)

(sena—tany-cos &) G

h —h
(= hy) (cosa+tany - sen)

=(L,+L,) (144a)

' (tana —tan p) .

h —h
(= hy) (1+ tan - tan @)

a=(L +L,) & (144b)

(hy—h,)-tan(@—p)- &= (L, +L,) & (144c)
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Analisando a Eq. (144c¢) acima se verificaque h, =h, ou a =y = a=0.
Para h #h, e a#y e considerando-se & #0, deve-se ter a seguinte
relacdo:

@Li+L)
(hy = hy)

(L +L,)
(hy = hy)

No entanto, como a Eq. (144c) deve ser verdadeira para qualquer vy, a

tan(a—y) = =>y= a'—atan[ j (145)

velocidade angular do sistema deve ser nula (¢ =0). Desta forma, verifica-se que
¥, =7, = & =0, logo nestes casos a segunda equacdo de restri¢ao serd:

a=0 (146)

Portanto, as equagdes de restricdes do sistema, considerando que as duas

rodas do veiculo estdo em contato com o terreno, serao:

¢ X e, ey @ = Al (147)
Cop %o +Cp ¥, 0oy = As (148)
onde

n=8n

¢, =—1

¢y =E;

.= 85 £V,

" 0,sey, =7, ’

{ 1, sey, # V>
c ;
2o 0,sey, =7,

_{Ez,se N#r
Cy3 = ;
Lsey, =7
Ar =
Az’se Vi ¢72
0,sey =
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As Equacgdes (147) e (148) acima podem ser escritas de forma matricial da
seguinte forma:
C-X=4 (149)

com:

2.6.2.
Sistemas de Equacoes Resultantes

Unindo-se as equacdes (147) e (148) com as Equagdes (100) a (102) resulta
no seguinte sistema de equagdes algébrico-diferenciais:
m-X, + N, -seny, + N, -seny, = Fat, -cosy, + Fat, -cosy,  (150)

m-y, —N,-cosy, —N, -cosy, = Fat, -seny, + Fat, - seny, — P (151)

I-é+dy N +dy -N,=dy, -Fat, +d,, -Fat, (152)
Cy X, ey tod= Zl (153)
Cyr X, +Cp Y, +Cpy -G =Ad (154)

Que pode ser escrito matricialmente da seguinte forma:

M-X+A-N=BF, +i (155)

X=A (156)

Al

onde
N=[N, N,

F, =[Fat, Fa,];

seny, seny,
A=|—cosy, —cosy, |;
d d

N, N,

Cosy, C€0sY,
B =|seny, seny, |;
L dFaz‘l dFat2

i=o -p of.
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e M € a matriz de inércia do sistema, sendo que a mesma € diagonal positiva

definida a sua inversa existe, logo da Eq. (155) tem-se:
X=M"-(B-F,—A-N+ii) (157)
Substituindo (157) em (156), resulta:
C-M"-(B-F,-AN+i)=A (158)
(C-M™-4)-N=(C-M™-B)-F,—(C-M™-A) (158)
N=(C-M™"-A)*-[(C-M™ B)-E, —(C-M™-A)] (158b)
Definindo:
H=(C-M™"-A)"-(C-M™"-B) (159)
U=—(C-M™-A)Y"-(C-M™A) (160)
O valor do vetor das normais N serd dado por:
N=H-F,+U (161)

Substituindo o valor de N dado pela Eq. (161) na Eq. (158), resulta em:

f:M—l.[B.Fm—A-(H-ﬁm+ﬁ)+ﬁ] (162)

X=M"-(B-A-H)-F, +M™-i-A-U) (162a)
Definindo:

G=M"-(B-A-H) (162b)

E=M"-(ii—-A-U) (162¢)

A Eq. (162a) acima fica:
X=G-F +E (163)
Assim, através das Equagdes (161) e (163) acima € possivel,
respectivamente, calcular as forcas normais e as aceleracdes agindo no sistema.
Contudo, para se chegar a essas equacdes foram utilizadas as hipdteses de ndo
deslizamento e ndo descolamento das rodas do veiculo. No entanto, quando
ocorrer deslizamento e/ou descolamento das rodas as Equagdes (161) e (163)

acima continuardo validas, sendo somente necessdrio alterar algumas matrizes que

sao empregadas para o cdlculo das matrizes H, UGe E (como mostrado

abaixo).
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Se houver deslizamento em uma dada roda i, as matrizes A e B serdo

alteradas, sendo que a nova coluna i de cada uma delas serd da seguinte forma:
AG,i) =[seny, + u, *-cosy, —cosy, +u, *seny, dy +u *dg, 1 (164)
B(.,i)=[0 0 0] (165)
onde

A(:,1) — coluna i da matriz A;

B(:,i) — coluna i da matriz B.

M *=—sign(Fat,)- i, ;

L = coeficiente de atrito entre a roda i e o solo.

Para o caso em que somente uma roda i esteja em contato com o terreno, as

matrizes A, B, C e A deverdo ser alteradas para o seguinte:

A=[seny, —cosy, dy. | (166)
B=lcosy, seny, d, [ (167)
c=lg -1 E] (168)
A=[A] (169)

J4 para o caso em que nenhuma roda esteja em contato com o solo, ndo
existirdo forgas normais atuando sobre o veiculo, e as aceleragdes do sistema
serdo dadas por:

X=M"-i (170)

Em suma, conforme visto acima, as equagdes que regerdo o movimento do
veiculo serdo as seguintes:

a) Se houver ao menos uma roda em contato com o solo, as normais (normal)

e as aceleragdes do sistema serdo dadas por:
N=H -F,+U (171)
X=G-F, +E (172)

b) Se o veiculo nio estiver em contato com o solo, ndo existirdo normais, € as

aceleragdes do sistema sdo calculadas da seguinte forma:

X=M"i (173)
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Assim, uma vez especificados os torques nas rodas e conhecido o perfil do
terreno, podem-se obter todas as forgas normais e aceleracdes do sistema,
permitindo sua simulag¢do, como serd visto no Capitulo 5. Note que esse modelo
assumiu suspensdo rigida no veiculo. O préximo capitulo apresenta uma

formulagdo similar para o caso de suspensdo flexivel independente.
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