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A
Derivacao da Equacoes de Transporte da PDF

Neste apéndice sera derivada a equacao de transporte da Funcao de
Densidade de Probabilidade (PDF) conjunta do campo de velocidade, das
fragoes massicas das espécies quimicas e da entalpia total, Pe(W;x,t) =
Puvyn (V,I, H;x,t), a partir das equagoes de transporte de massa das espécies
quimicas, de quantidade de movimento e de energia escrita sob a forma de

entalpia total.

A.l
Equacoes de Transporte

O estado de uma mistura gasosa composta por K espécies é com-
pletamente descrito pelas fragoes maéssicas Yj(x,t) das k espécies quimicas
(k = 1,...,K), pela entalpia total h;(x,t), a pressao p(x,t) e a velocidade
U(x,t), (Pope, 1985). A densidade, p, pode ser escrita como uma fungao das
fragoes massicas Y}, da entalpia estatica h e da pressao p, mediante a utilizacao

de uma equacao de estado:

p = p(Ye, he, D). (A-1)

Neste trabalho, admite-se que a evolugao de um escoamento é governada
pelas equacoes de transporte de massa, das espécies quimicas, de quantidade

de movimento e da energia sob a forma da entalpia total, isto é

— F: 1=12 3. A-2
ot oz, oz "oz, T1H 1T LA (4-2)
oYy OpUYe 0y
815 + ij 8£Cj +Sk> k ) ) ( 3)
Ophy  0pUjhy  Op  O(—=T; + Uiij)
_Op o A4
at 8a:j 815 8$Cj + UJ J ( )

Nesta equagoes 7;; ¢ o tensor das tensoes viscosas e F; é a forca de
corpo, Ji; ¢ o fluxo molecular difusivo da espécie k na direcao j, e Si € a
taxa de reacao desta espécie quimica por unidade de volume. A taxa de reagao
é funcao das fracoes massicas, da pressao e da temperatura e, uma vez que a

temperatura 7'(x,t) depende das fragbes maéssicas Y}, da entalpia estética h e
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da pressao p tem-se que, Sy = Si(Yx, h, p). Note-se da Eq. (A-4) que os termos
que representam a poténcia devido as forcas viscosas e de corpo sao U;T;; e

U, F};, respectivamente.

Estas equagoes de transporte sao fechadas pelas expressoes do fluxo
molecular das espécies quimicas do tensor de tensoes viscosas. Neste trabalho
os fluidos sao assumidos Newtonianos, caso em que o tensor devido aos efeitos

viscosos é dado por:

ou; aU;\ 2 aU,
o B SO et A-
Tz] lu (8:1:] + 8$Z ) 3/1'57,] (axk> ) ( 5)

onde a viscosidade p, depende das propriedades do fluido e d;; é o delta de

Kronecker. O fluxo por difusao molecular das espécies sera descrito mediante

a utilizacao da lei de Fick

Ty = g (A6
onde J; ¢ o fluxo mdssico das espécie k na direcao j, enquanto que Scy
representa o nimero de Schmidt

1
Scp = oDy (A-7)
nesta equacao Dy representa a difusividade molecular das espécie quimica k.
O fluxo de difusao da entalpia é descrito pela lei de Fourier
Oh  ~~( Pr Yy,
oy 2 (s =)

k=1

7=t

- . (A-8)

Na Eq. (A-8), a transferéncia de calor por radiacao e o efeito Duffour,
isto é, a difusao da entalpia devido ao gradiente das fracoes das espécies foram
desprezados. O termo, J; representa o fluxo de energia devido ao transporte
molecular e hy é a entalpia estatica de cada um das espécies k presentes no

escoamento,

T
hk = hz -+ / Cp7de. (A—9)

To
onde h{ é a entalpia (calor) de formagao da espécie k e ¢, é o calor especifico a
pressao constante da espécie k. O niimero de Prandtl Pr compara o transporte

difusivo de quantidade de movimento (forgas viscosas) e a difusividade térmica
pr="1% (A-10)

Nesta equacao ¢, e A representam, respectivamente, o calor especifico

médio a pressao constante e a condutividade térmica do fluido. O nimero de
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Lewis da espécie quimica k, Leg, que é a relacao entre a difusividade térmica
e a difusividade da espécie k é definido como
S C A

Ley = — = :
“= Py pcp Dy,

(A-11)
Note-se que a equacgao de continuidade pode ser obtida a partir da soma
em k da Eq. (A-3),

dp  OpU;

Neste estudo utilizaremos a hipdteses da igualdade dos coeficientes de

0. (A-12)

difusao molecular Dy = D, o que tem como consequéncia que os numeros de
Schmidt e Lewis sao iguais para todas as espécies quimicas. Além disso, sera
utilizada a hipétese de nimero Lewis igual a unidade. Utilizando a hipotese de
ntmero de Mach pequeno, o termo transiente de pressao dp/dt, e o termo de
dissipagao viscosa 0U;7;;/0x;, podem ser desprezados. Além disto, a energia

cinética ¢ muito menor do que a entalpia estética, logo h ~ h;.

Com estas hipéteses e, mediante a utilizacao da equacao de continuidade,
as equacoes de transporte de massa, das espécies quimicas e da entalpia, podem

ser escritas como

( ) ( ) ( N
Ul —T1j —ap/axl +F1
U2 —T2j —6p/8:v2 + FQ
D 53 I + —5’p/35x3 o (A-13)
078 DA G 7ol B S G
\ h / \ j / \ Sh' J
ou de uma forma mais compacta,
D® 0J
- 5,248 A-14
"D~ Por, TS (A-14)

onde ® é o vetor que representa as propriedades transportadas, J e S

representam os vetores dos fluxos difusivos e do termo producao:
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U1 —T1j —ap/(%cl + F1
U2 —T2j —8p/8x2 + FQ
U3 —T35 —8p/3x3 + F3
(I) = Y1 ; J = Jlj s e S = S1 . (A—15)
YK JKj SK
\ h J \ j J \ Sh /

Nas Eqs. (A-13) e (A-14) foi empregada a igualdade:

D 0 0

— =4 U;—, A-16
Dt ot 7 0u, (A-16)
que representa a derivada material de uma particula de fluido. Uma formulacao
alternativa, muito utilizada na derivacao da equacao de transporte da funcao

densidade de probabilidade (PDF) conjunta, é

DU, Jdp  O07y;
i _pA;, onde pA;(x,t) = — UL R, i=1,23 (Al
Py = P4 onde p (x,1) oz + oz, + i ;2,3 (A-17)
DY, 0J;
thk = ka, onde ka(X7 t) - - 8;? + Ska k= ]‘7 ) K (A_18)
Dh 0J,;
Pt = pCh, onde pChy(x,t) = _8_955- + Sh, (A-19)

onde o temo pA; representa a aceleracao da particula, pCj e pC) represen-
tam, respectivamente, as taxas de variacao das fragoes massicas das espécies

quimicas e da entalpia.

Note-se que, com as hipoteses do numero de Lewis unitario e consi-
derando a energia cinética como desprezivel em comparacao com a entalpia
estética, o fluxo difusivo da entalpia estatica J dado pela Eq. (A-8) pode ser

escrito como

i Oh
N A-2
i PrOx; (A-20)

Com estas hipoteses, S, é nulo.
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A.2
Equacao de Transporte da PDF

A partir das hipdteses adotadas, o estado instantaneo do fluido em qual-
quer posicao é completamente descrito pelas trés componentes da velocidade
U = (Uy, Uy, Us), por um conjunto de K fragoes massicas Y = (Y71, ..., Yx),
pela entalpia h e pela pressao, p. Assim, uma descricao completa de um es-
coamento turbulento reativo pode ser realizada mediante a utilizacao da PDF

conjunta dos campos de velocidade, das fragoes massicas e da entalpia.

Existem diversas maneiras de derivar a equacgao de transporte da PDF.
Um método muito utilizado, é aquele desenvolvido por Lundgren, (1967).
Porém, neste apéndice sera apresentado aquela baseada nos tratamentos de
Pope (1985) e Dopazo (1994).

Define-se um conjunto de variaveis aleatérias que representam o estado do
fluido ®(x,t) = [U(x,t), Y(x,t),h(x,t)]. A PDF conjunta do campo vetorial

® ¢ definida como

Pp(WV;x,t)d¥ = Prob{¥ < ®(x,t) < ¥+ d¥}
= Prob({V < U(x,t) < V+dV}n (A-21)
{' <Y(x,t) <T+dl'}n{H < h(x,t) < H+dH}).
Seja Q(®) = Q(U,Y,h) uma funcdo arbitraria do campo aleatério ®.
Nota-se, desta definicao, que ) também é um campo aleatério parametrizado
por x e t; ou seja, para cada evento independente de um escoamento turbulento,
Q serd diferente. Pode-se definir seu valor médio utilizando as propriedades da

PDF de ®. Os valores médios da derivada material de (), podem ser expressos

em termos de derivadas parciais da PDF conjunta do campo vetorial ®:

(1 Br) = 0 ®I0®) + S (@UQ®)

oo +o00
0 5
= a / P(‘I’)Q(‘I’)PQ(‘I’;X, t)d\I’ + 8_% / P(‘I’)Q(‘I’)Uqu>(\Il;x,t)d\Il_

(A-22)

A primeira igualdade é verificada pois a média e o operador da derivada

sao comutativos. A segunda igualdade decorre da definicao de média de
conjunto (ensemble average). Note-se que W é a variavel de integragao, o que

permite comutar as derivadas e a integral:
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< > /Q { an)(;Xth(\P)Vj%ﬁ}d@. (A-23)

Em resumo, devido a natureza linear do operador da derivada, é possivel
expressar o valor médio da derivada material de () em termos das derivadas
temporal e espacial da PDF conjunta uniponto da velocidade, das fracgoes

massicas e da entalpia.

O valor médio da derivada material de () também pode ser escrito de
outra forma. Considerando que

DQ(®)  0Q D®;  0Q
=i " Pos, Dt o9,

R;, (A-24)
onde,

D®;
Ri= = i=1.. K+4. A-25
Dt " * (A-25)
Na Eq. (A-25), R; representa a taxa da varia¢ao por unidade de volume

do campo vetorial ®. Aplicando-se o operador da média a Eq. (A-24)

< %Cf> < §§R> (A-20)

O lado direito desta expressao contém informacao de natureza multi-
ponto (Fox, 2003) oriunda da média, dos gradientes e dos laplacianos das
propriedades. Uma vez que estas informagoes nao se encontram na formulacao
do tipo uni-ponto para a PDF de ®(x,t), as informagoes do tipo multi-ponto
serao concentradas em um vetor aleatério Z(x,t), o qual permite definir a PDF
conjunta do tipo uni-ponto de ® e Z como Py 7(®, z;x,t). Esta PDF pode ser
expressa em termos de uma PDF conjunta condicionada e da PDF conjunta

do campo vetorial ®, segundo o teorema de Bayes

P@z(‘I’, Z; X, t) = Pz‘Q(Z’\II;X7 t)Pq;(‘I/,X, t) (A—Q?)

Assim, o lado direito da Eq. (A-26) pode ser escrito como:

9Q 4
(o) =
+oo

E//p(\I!)aQ(\I'I)RZ-(\II,Z)PQ,Z(\I’,z;x,t)dzdlIl

_ / o) 22 b 14y Py (W x ) (A-28)
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Nesta equacao, o valor médio condicional é definido como
+oo
(Ri| W) = / RA(W, 2) Py (2] : x, 1) dz. (A-29)

Nota-se que (R;|¥) ¢ funcao de ¥, de modo que o termo do lado direito

da Eq. (A-28) pode ser escrito utilizando-se integracao por partes:

T V=400
<p%§i&> N //)<‘I’)Q(‘I'><Ri\‘I'>Pq>(‘I’;x,t)d\y# o
n _ooa
- [ @w) gy )R P 0 %, (A30)

A primeira integral do lado direito possui uma dimensao a menos do que a
segunda. O primeiro termo do lados direito da Eq. (A-30) estd relacionado
com o fluxo de probabilidade para as fronteiras do dominio (—oo, +00). Para
qualquer PDF que represente processo fisico nao singular este fluxo deve ser
nulo. Assim, o primeiro termo do lado direito é nulo (Pope, 1985). Logo, a

média da derivada material de () se reduz a

+oo
(PGem) == [ QUYL (ORI Pa(Fx O 0, o= 1K 4

(A-31)

De acordo com a Eq. (A-26), as Egs. (A-23) e (A-31) sao equivalentes.
Igualando o termo direito das Eqs. (A-23) e (A-31), e considerando que a
igualdade deve se manter para uma escolha arbitraria de @), a equagao de

transporte da PDF conjunta do vetor ® apresenta a seguinte forma

8P¢,(\Il;x,t) +V'8P¢(\Il;x,t) . 0

v OFe(Wix, )| _
oY) ot I b 0,

[p(W)(R;|¥) Pg(¥;x,1)] .
(A-32)
Nesta equacao, o termo do lado direito é conhecido como fluxo condi-
cionado. Outra forma de descrever a equacao de transporte para uma PDF
decorre da definigao de Q(®) = Q(U,Y,h). Levando em conta a equagao
(A-24), pode-se verificar que

Do) 9Q DU, . 9Q DY _0Q Dh

(A-33)

bt "|ou;, Dt "oy, Dt ' Oh Dt)’
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para j = 1,2,3 e k = 1,2, ..., K. Substituindo as derivadas materiais do lado
direito da Eq. (A-33) com Egs. (A-17), (A-18) e (A-19), tem-se

DQ(® )__ oQ 0Q 0Q
Pt ~'au, ay, O+ Py, O (A-34)

Aj+ pacr

Igualando o lado direito das Egs. (A-24) e (A-34), para logo aplicar a

média

oQ oQ 0Q 3@
R; A; —C . A-35
<aq> > <aU >+<8Ykk P an, (A-35)
Nota-se que o indice 7 representa o indice global do vetor ® que corres-
ponde a dimensao do campo de velocidade {U; : j € 1,2,3}, do campo das

k fragoes massicas {Yy : k € 1,...,k} e a dimensao unitéria da entalpia h. No

lado direito da Eq. (A-35) encontram-se representadas as seguintes igualdades

< ;‘5 4, > - / p<w>a¢§<vj’> (A, ) Pa(; x, 1), (A-36)

<p§—§ick> -/ o) 22 04 ) ol )0, (A-37)
o T h0(w

<pa—,?tch>= [ ot U o) P (3. 1) (A-38)

Levando-se em conta o mesmo procedimento matemético da Eq. (A-30)

para as Eqgs. (A-36), (A-37) e (A-38), tem-se

<p§%m> -/ Q(\ma%[ () (A, 0) P (¥ x, )] dF
-/ QL) 51 () (CLl W) Pa(:x, 1] 00
- [ Q) @G Pa ik ]aw. (A39)

Igualando as Egs. (A-23) e (A-39), obtém-se uma forma equivalente para

a equacao de transporte da PDF conjunta do campo de velocidade, das fracoes
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maéssicas e da entalpia:

O0Pg(W;x,1)
ot

0Py (¥;x, )] 0 | |
Y 0z; oY, [p(W)(A;| W) Pe(P;x,1)]

p(P)

0

— o ()L Pa (. 0)] = o [p(0)(C ) Pa (3,1

oH
(A-40)

Os termos do lado direito da Eq. (A-40) sao chamados fluxos condiciona-
dos de velocidade, das fracoes massicas e da entalpia, respectivamente. Estes
termos possuem um papel importante na solugao da equacao de transporte da
PDF conjunta.

Uma das caracteristicas que a equacao de transporte da PDF apresenta
e que a torna atrativa frente a outras abordagens de resolucao de escoamentos
turbulentos reativos, é a sua implementacao numérica, que é conceitualmente
simples (Pope, 1994b). Para um tempo dado, o escoamento turbulento reativo
é representado por uma grande quantidade de particulas, cada um tendo seu
préprio conjunto de propriedades (posicao, velocidade, composigdes, etc.). Es-
tas propriedades evoluem de acordo com a formulacao de equacoes estocasticas

de forma que, as particulas numéricas simulem as particulas do escoamento.
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B
Resultados Adicionais

Neste apéendice sao apresentados e discutidos os resultados mostrados
nas figuras 5.28 e 5.29 que correspondem ao estudo da influéncia dos modelos
de mistura na média e no desvio padrao de ¢ em um PaSR. As figuras, B.1—
B.6, correspondem a operacao do PaSR utilizando, os modelos IEM, LM para
dy=0,4edy=1, EIEM e ELM para dy = 0,4 e dy = 1.

Nota-se, das figuras B.1(a), B.2(a) e B.3(a), que a média de ¢ é maior
para misturas rapidas (X = 2) do que para misturas lentas (X = 0,5),
porém esta diferenca é menor a medida que a combustao torna-se intensa.
Neste caso, o processo de combustao é dominante em relacao ao de mistura.
Conseqlientemente, a escolha do modelo de mistura nao exerce uma influéncia
determinante sobre o PaSR. O caso contrario acontece nas zonas de combustao
fraca onde o processo de mistura é dominante sobre o processo de combustao.
Neste caso, a velocidade da mistura possui um papel determinante mesmo nos
valores médios de c.

As figuras B.1(b), B.2(b) e B.3(b), no caso de uma mistura lenta,
mostram que, em uma extensa faixa de regimes de combustao, o desvio padrao,
o, ¢ maior do que no caso de uma mistura rapida. Isto é consequéencia da
forma bi-modal da PDF obtida para o caso de uma mistura lenta, pois estas
PDFs possuem altos valores de o. Além disso, percebe-se que, partindo de
um regime de combustao intensa, a medida que Y ¢é diminuido, a variancia
aumenta gradativamente.

Os valores de (c) e o obtidos usando os modelos EIEM e ELM com
dy = 0,4 e dy = 1, sao mostrados nas figuras B.4, B.5, e B.6 para os casos
de mistura rapida (Z = 2) e lenta (£ = 0,5) e diferentes valores de ). Estes
resultados correspondem aos modelos de mistura EIEM, de Langevin estendido
comdy=0,4edy=1.

A comparagao da figura B.4(a) com a figura B.1(a) mostra que a curvas
de (c) obtidas pelo modelo EIEM apresentam maior declividade do que aquelas
calculadas pelo modelo IEM. Assim, o valor médio de ¢ obtido pelo modelo
EIEM é sempre menor do que o do modelo IEM. Esta diferenca é mais

acentuada na regiao de combustao fraca e é também observada no desvio
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Figura B.1: Média (a) e desvio padrao (b); da varidvel de progresso de reagdo ¢
como funcao de Y e para X = 2 e0,5, utilizando o modelo IEM. Nestes grdficos
também sao mostrados PDF's para: (i) X =2 e Y = 0,167; (ii) X = 0,5 e
Y =0,080.
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Figura B.2: Média (a) e desvio padrao (b); da varidvel de progresso de reagdo ¢
como fungao de Y e para X =2 € 0,5, utilizando o modelo LM para dy = 0, 4.
Nestes grdficos também sao mostrados PDFs para: (i) X = 2 e Y = 0,035;
(ii)) X = 0,5 ¢ Y =0,030.
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Figura B.3: Média (a) e desvio padrao (b); da varidvel de progresso de rea¢ao
¢ como fungao de Y e para X =2 € 0,5, utilizando o modelo LM para dy = 1.
Nestes grdficos também sao mostrados PDFs para: (i) X =2 e Y = 0,167;
(ii)) X =0,5 ¢y =0,167.

padrao, mostrado nas figuras B.4(b) e B.1(b), onde pode ser verificado que
o modelo EIEM apresenta uma maior variacao de ¢ do que o modelo IEM.

A figura B.5 mostra a média e o desvio padrao de ¢ obtidos utilizando
o modelo ELM com dy = 0,4 para os casos de uma mistura lenta e rapida.
Nesta figura percebe-se que as curvas que representam o caso de uma mistura
lenta (Z = 0,5) apresentam fortes oscilagoes em (c) e o. Estas oscilagoes
acontecem nas regiao proxima a zonas de combustao fraca. A razao deste
comportamento anomalo nao foi investigada, porém, acredita-se que este é
relacionado a forma fortemente bi-modal da PDF. Trabalhos futuros que levem
em conta a sensibilidade do resultado da simulacao estocéstica com respeito ao
nuimero de particulas precisam ser desenvolvidos com o propésito de verificar
esta suposicao.

A figura B.5 mostra a média e o desvio padrao de ¢ utilizando o modelo
ELM com dy = 1 para os casos de misturas lenta e rapida. Note-se que a curva
de (c¢) para o caso de uma mistura lenta cruza a curva da mistura rapida.
Esta interseccao acontece aproximadamente para ) = 0,060. Abaixo deste
valor a curva de (¢) obtida para o caso de uma mistura lenta mostra valores
superiores a do caso de uma mistura rapida. Este comportamento atipico que
apresenta o valor de (c) calculado pelo modelo ELM para dy = 1 para o caso
de uma mistura lenta, merece ser investigado em trabalhos futuros. Percebe-se
também, para o caso da curva que descreve a mistura lenta que, a diferenca
dos modelos de mistura IEM, LM e EIEM, o modelo ELM apresenta um

crescimento de ¢ nas zonas vizinhas ao regime de combustao fraca.
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Figura B.4: Média (a) e desvio padrao (b); da varidvel de progresso de reagao
c como funcao de Y e para X = 2 e 0,5, utilizando o modelo EIEM. Nestes
grdficos também sio mostrados PDFs para: (i) Z2 = 2 ¢ Y = 0,035; (ii)
Z—=05e¢) =0,080.
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Figura B.5: Média (a) e desvio padrao (b); da varidvel de progresso de reagao ¢
como funcgao de Y e para X =2 € 0,5, utilizando o modelo ELM para dy = 0, 4.
Nestes graficos também sao mostrados PDFs para: (i) Z2 =2 e¢) = 0,042; (ii)
Z=05e)=0,042.
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Figura B.6: Média (a) e desvio padrao (b); da varidvel de progresso de reagdo ¢
como fungao de Y e para X =2 ¢ 0,5, utilizando o modelo ELM para dy = 1.
Nestes graficos também sao mostrados PDFs para: (i) Z =2 e Y = 0,060; (i)
Z=0,5¢e)Y =0,060.
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