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4
Modelagem Matematica do Processo de Mistura

Como foi visto no Cap. 3, o termo difusivo da equacao de transporte da
PDF para um PaSR (Eq. 3-30) é um termo aberto. Para feché-lo, é necessario
dispor de modelos que representem de forma mais adequada o processo de
mistura a nivel molecular. Este capitulo comeca pela simplificacao da Eq.
(3-30) para o caso de um escalar nao reativo submetido a um campo de
velocidade estatisticamente homogéneo e isotrépico. Esta situacao simplificada
permite a analise das diferentes propriedades dos modelos de mistura. Em
seguida, sao introduzidos trés modelos de mistura cldssicos: o modelo de
mistura de Coalescéncia e Dispersao (CD), o modelo de Curl Modificado
(MCM) e o modelo de Interagao pela Troca com a Média (IEM). Finalmente,
sao apresentados os novos modelos de mistura formulados recentemente por
Sabel nikov e Gorokhovski (2001) e que sdo o Modelos IEM estendido (EIEM),
o modelo de Langevin (LM) e o modelo de Langevin Estendido (ELM).

4.1
Modelagem da Mistura Escalar Inerte

Os trés termos do lado direito da equacao de transporte da PDF para
um PaSR (Eq. 3-30) descrevem, respectivamente, os processos de entrada-
saida do escoamento (forgamento), a mistura molecular e o processo da reagao
quimica (Sabel nikov e Figueira da Silva, 2002). No caso do presente estudo
da influéncia da escolha do modelo de mistura molecular do escalar inerte
quando submetido a um escoamento turbulento estatisticamente estacionario,
0s processos convectivos e de reagao quimica nao sao levados em conta.

Assim, a equacao que descreve a evolucao da PDF de um escalar inerte

submetido a um escoamento turbulento estacionario é,

OPs(¢;t) 0

= o (VR i) Pous ). (+1)

Cabe lembrar que o termo (I'V2¢|¢)) descreve a evolugao no espago
amostral do escalar ¢ devido ao efeito da mistura molecular, razao pela qual
é usualmente chamado de termo de micro-mistura (Chen, 1997). Este termo é

aberto e, portanto, necessita ser modelado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521467/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521467/CA

Capitulo 4. Modelagem Matematica do Processo de Mistura 49

A intensidade das flutuagoes, ky, e a taxa de dissipacao do escalar, €4,

sao definidos como (Pope, 1985):

ks = 07, (4-2)
B a¢/ a(b/
o= d (8:1:] 827]) ’ (4_3)

onde, I' é o coeficiente de difusao do escalar. Apds algumas transformacoes,
a Eq. (4-1) pode ser reescrita em fungao da taxa de dissipacao do escalar
condicionada (g4[¢) (Dopazo, 1979; Pope, 2000):

OP,(0t) 0

B T N [(esl)) P95 1)] . (4-4)

Das Egs. (4-1) e (4-4) obtém-se uma relacao entre o laplaciano escalar

condicionado e a taxa de dissipacao do escalar condicionada,

(2610} = B o el 0V ], (45
a qual é verificada apenas para altos nimero de Reynolds, nos casos em que
o campo escalar pode ser considerado como estatisticamente homogéneo (Fox,
2003), isto é, que o gradiente do escalar médio é nulo.

Uma das principais dificuldades na elaboragao de um modelo de mistura
provém das interagoes complexas existentes entre o campos turbulentos de
velocidade e escalar. Estas interagoes conduzem a existéncia de estruturas
escalares distribuidas em um amplo espectro de escalas, as quais interagem
umas com outras. A mistura molecular propriamente dita acontece no menor
nivel deste espectro, sua intensidade depende do valor local do gradiente de
escalar. De modo geral, estas estruturas sao distribuidas no espaco e no tempo
de forma nao uniforme, uma vez que o valor do gradiente escalar também flutua
fortemente de uma estrutura para outra. Deste modo, o processo de mistura

apresenta caracteristicas intermitentes (Soulard, 2005).

4.2
Propriedades Desejaveis dos Modelos de Mistura

Antes de apresentar os modelos de mistura, serao estabelecidas algumas
restricoes que estes modelos devem atender. Algumas destas podem ser deduzi-
das das equagoes de conservacao. As demais provém de resultados da DNS e de
observagoes experimentais (Pope 2000). O trabalho de Subramaniam e Pope
(1998) apresenta em detalhe uma discussao das propriedades desejaveis dos

modelos de mistura, resumidos a seguir.
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4.2.1
Conservacao da Média

Para um nimero de Reynolds elevado, o valor da média do escalar (¢)
nao ¢ diretamente afetado pelo processo de mistura. Para demonstrar esta
restri¢ao, considere-se a equacao de transporte do escalar inerte ¢ em presenga

de um campo de velocidade turbulenta U(x,¢) no caso de densidade constante,

9¢ 09 . ¢

— ; =T ) 4-
ot * Uj 8:cj 8xj8xj ( 6>
A evolugao da composigdo média do escalar (¢), é dada por
9(9) VP | Olud) L 0%(P)
ot TS T o, Yoo (1)

onde o termo (u;¢’) é chamado fluxo turbulento do escalar. Este termo é o
principal responsavel da mistura rapida observada em escoamentos turbulen-
tos. Note-se que, para elevados numero de Reynolds, o lado direito da Eq. (4-7)
¢ desprezivel em relacao aos demais termos desta equagao. Por outro lado, a
equagao de transporte da PDF conjunta de ® (Eq. 3-20), pode ser multiplicada
pela variavel ¥ e integrada no espago amostral ¥ = [V, 1| para se obter,

9{(¢) (@) | O{u;¢')
7 + <UJ> (92:]- * 83:]-

— (), (48)

onde () representa os termo do transporte molecular. Note-se que foi utilizada
a hipdtese de um escalar simples e inerte. Levando em conta a similitude das

equagoes (4-7) e (4-8), verifica-se que,

(©) =0. (4-9)

No caso em que o escalar passivo e inerte encontra-se sumetido a um
campo turbulento homogéneo de velocidade e escalar, isto é, na auséncia
de gradientes dos valores médios da velocidade (U) e do escalar (¢), e,

considerando um sistema de cordenadas escolhido de tal forma que (U) = 0,

tem-se
d{¢)
— =0 4-10
dt ) ( )
ou seja, um modelo de mistura nao deve afetar o valor da média do campo
escalar.
4.2.2

Decaimento da Variancia

Os modelos de mistura devem ser capazes de representar reducao das

heterogeneidades da distribuicao do escalar ao longo do tempo. Para este fim,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521467/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521467/CA

Capitulo 4. Modelagem Matematica do Processo de Mistura o1

sera mostrado aquim que o modelo deve conter informacoes referentes a taxa
de dissipacao do escalar, €4. A equacao que representa a evolucao da variancia
das flutuagoes no tempo pode ser obtida ao multiplicar a Eq. (4-6) por ¢ e
aplicando-se em seguida o operador da média e a hipdtese da homogeneidade
de U e de ¢.

do’ _d(g?) _
o =B %), (11)

onde, ¢4 é dado pela Eq. (4-3). Note-se que, uma vez que o valor da taxa de

dissipagao escalar sempre é positivo, a variancia do escalar, 02 = (¢'?), sempre

diminuird com o tempo (Dopazo, 1994).

4.2.3
Delimitacao

Os campos escalares considerados nos escoamentos turbulentos reativos
sao, em geral, delimitados (Pope, 1985). Por exemplo, seja ¢ a varidvel
da fragao maéssica de uma espécie quimica, cujos valores possiveis devem
encontrar-se entre 0 e 1. Esta regiao restrita constitui o espago amostral do
campo escalar.

Um modelo de mistura que leve a campos escalares fora da regiao
permissivel pode violar fundamentos fisico-quimicos, como a estequiometria
e o balango de massa (Fox, 2003). Nos casos que envolvem um conjunto de
escalares, os limites da regiao permissivel podem ser complicados e dependentes
do tempo. Os primeiros modelos de mistura baseados na equacao de Langevin
(Valifio e Dopazo, 1990) apresentam dificuldades com respeito a esta restricao.
A fim de garantir a delimitagdo, o coeficiente de difusdo do modelo deve ser
zero nos limites permissiveis do escalar e, simultaneamente, seu coeficiente de

deriva deve “apontar”para o interior da regiao permissivel.

4.2.4
Linearidade e Independéncia

A equacao de transporte de um conjunto de escalares em presenca
de um campo turbulento, Eq. (3-12), é linear com respeito a estes campos
escalares somente se o coeficiente de difusao for idéntico para todos os campos
escalares, I', = I'. Isto traz como consequéncia que uma transformacao linear
aplicada aos escalares passivos nao modifica a equacao da evolucao destes
escalares transformados. Um modelo de mistura deve preservar a propriedade
de linearidade.

Além disso, a média de K escalares passivos nao deve ser afetada pela

inclus@o de um (K +1)-ésimo escalar, pois um modelo de mistura deve preservar
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o principio de indepéndencia (Soulard, 2005). Cabe resaltar que estes critérios
de linearidade e independencia sao validos para escalares inertes que possuem

coeficientes de difusio idénticos.

4.2.5
Relaxacao para uma Gaussiana

O campo escalar ¢ é uma propriedade macroscopica do fluido cuja dis-
tribuicao é controlada pelas grandes escalas do movimento, nao sendo afe-
tado pela intermiténcia das pequenas escalas. Como consequéncia deste fato,
acredita-se que a PDF de um campo escalar inerte deve evoluir assintotica-
mente para uma forma Gaussiana, a qual é independente das condicoes iniciais.
De fato, evidéncias experimentais (Warhaft e Lumley, 1978) e de Simulagao
Numérica Direta DNS (Eswaran e Pope, 1988) confirmam esta suposicao.

Porém, experimentos realizados nos anos 90 mostraram que a PDF
pode exibir um comportamento nao Gaussiano. Os experimentos de
Majda e Kramer (1999) e a Simula¢do Numeérica Direta (DNS) de Jaberi et al.
(1996) demonstram a existéncia de um decréscimo da PDF mais lento que
o Gaussiano para grandes valores das flutuacoes do escalar. Assim, a PDF
apresenta extremidades mais alongadas do que a Gaussiana. Este comporta-
mento foi atribuido a presenca das grandes escalas, também conhecido como
intermiténcia das grandes escalas.

Assim, devido a intermiténcia das grandes escalas, a tendéncia da PDF
para uma Gaussiana nao aparenta ser uma caracteristica intrinseca do processo
da mistura (Soulard, 2005), e nao deveria ser restri¢ao imposta aos modelos

de mistura. Este ponto controverso ainda nao foi esclarecido.

4.2.6
Localidade

Uma particula de fluido deve se misturar com particulas de fluido no
espaco fisico e no espago de fase do escalar. Porém, diversos modelos de mistura
existentes nao sao locais no espaco do escalar. O nao respeito a esta restricao
pode fazer com que, durante a mistura, particulas cruzem a zona de reacao
(Subramaniam e Pope, 1998). Como consequéncia, a taxa de rea¢do nao serd

corretamente prevista, por exemplo, no caso de chamas de difusao.

4.2.7
Dependéncia das Escalas de Comprimento do Campo Escalar

O trabalho experimental de Warhaft e Lumley (1978), mostra que a

queda da variancia, para o caso de um escalar passivo inerte submetido a um
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campo turbulento homogéneo e isotropico, possui uma dependéncia das escalas
de comprimento do campo escalar. Os resultados da Simulacao Numérica
Direta (DNS) de Eswaran e Pope (1988), também exibem esta dependéncia.

Uma conclusao importante destes trabalhos é que, enquanto a escala de
comprimento inicial do campo escalar em analise for pequena, o fenomeno
difusivo na mistura se desenvolve mais rapido, o que faz com que a variancia
do escalar decaia rapidamente. Este efeito s6 pode ser observado caso o modelo
de mistura represente as escalas de comprimento associadas ao campo escalar
(Subramaniam e Pope, 1998).

Uma vez que, a taxa de dissipacao escalar controla o decaimento da
variancia do escalar, um modelo adequado da taxa da dissipacao do escalar é

crucial para a correta predicao da forma da PDF de um campo escalar.

4.3
Caracterizacao e Evolucao da PDF de um Campo Escalar Inerte

Para fins de comparacao entre os diferentes modelos de mistura, sera
considerado um campo turbulento de velocidade estatisticamente homogéneo,
U(x,t), que permanece inalterado com o tempo. Seja ¢(x,t) um campo simples
de um escalar inerte submetido a este escoamento turbulento homogéneo e
isotrépico, e seja P,(1;t) a PDF de ¢. Neste caso, a PDF evolui no tempo
devido ao efeito da mistura molecular, tal como descrito pela Eq. (4-1). Para
avaliar o desempenho de diferentes modelos de mistura em auséncia de reacao
quimica, serao utilizados momentos estatisticos.

A média de um campo escalar, (¢), é definida como

/ 1/1P¢ t)d, (4—12)
enquanto que a variancia, o2, é
)= (6% = [0~ (o) Palwstiav. (+13)
De forma analoga, o m-ésimo momento centrado, fi,m(t), é dado por
n(®) = (0™ = [~ (0 = (0)" Patwstiav. (4-14)

Um parametro importante na avaliacao dos modelos de mistura é a
Curtose, Sy, o qual mede o grau de achatamento de uma distribuicao. Este
parametro pode ser definido como sendo a razao entre o quarto momento

centrado e o quadrado da variancia

o 6— (@)Y _
= 0 T (o () (+15)
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De modo anélogo, define-se a Hiper-curtose, Sg, como sendo a razao entre

0 sexto momento centrado e o cubo da variancia.

e 6— (@) _
50 = 28 = 1o () (+-16)

No caso de uma distribuicao Gaussiana tem-se S; = 3 e Sg = 15

(Pope, 1982). Assim, se os valores calculados de Sy e Sg por um modelo de
mistura, no caso de um campo escalar inerte submetido a um campo turbulento
isotrépico, nao tendam assintoticamente a estes valores, tem-se uma indicagao
de inadequagao do modelo (Pope, 1982).

Neste estudo, duas condigoes iniciais sao consideradas para a PDF, as
quais procuram representar uma mistura binaria. A primeira condicao inicial

classica, corresponde a campos escalares completamente segregados, isto é

Py(;0) = pod(¥) + prd(v — 1). (4-17)

Nesta equacao, pg e p; representam respectivamente as probabilidades
de encontrar ¢ = 0 e = 1 no volume considerado. Devido a condigao de
normalizacao da PDF, tem-se que py + p; = 1. Por simplicidade, e sem perda
de generalidade, sera utilizado que py = p1 = (¢(x,0)) = 1/2.

No presente caso de uma mistura binaria homogénea, a média do escalar
permanece constante, ou seja, (p(x,t)) = (4(x,0)) = p;. Além disto, a
variancia inicial do escalar é de 0%(0) = (¢'*(x,0)) = p1 (1 —p;). Note-se
que, segundo a Eq. (4-11), a variancia tende assintoticamente para zero, isto é

o%(t — 00) = (¢*(x,0)) = 0, 0 que tem por consequéncia

Py(;00) =6 (¢ —p1). (4-18)

A outra PDF que serd utilizada como condicao inicial para simulacao de
uma mistura binaria homogénea de um escalar inerte, é a distribucao do tipo

Beta (Heinz, 2003),
1

P¢(1/}7 O) = B(Oé 5) wail(l - ¢)ﬁ717 (4_19>
onde B(a, ), é chamada fun¢ao Beta
1
B(a, ) = / 52711 — 5)7 7 Vds. (4-20)
0

Os parametros a e ( estao relacionados com a média e a variancia da

PDF pelas seguintes expresoes:

o = (9) {M - 1} | (4-21)
B=(1- (6 [M - 1] | (422)
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Figura 4.1: PDF inicial do campo escalar ¢ como uma distribuicao Beta para
(¢) =0,5e0?=0,2.

A figura 4.1 mostra uma PDF do tipo Beta para valores escolhidos de
(¢) e 0?. Partindo desta condigao inicial, a evolugao da PDF do escalar inerte
devida a mistura sera examinado no Cap. 6.

Os modelos de mistura considerados neste estudo requerem a especi-
ficagdo da freqliéncia média do escalar (wy), a qual é usualmente relacionada a
taxa de dissipagao escalar média (g,), como parametro importante na evolucao
temporal da PDF,

(w) = % = i—"j = é;f;é (4-23)

onde 7, é a escala do tempo caracteristico do escalar, também chamada escala
do tempo caracteristico da mistura. Spalding (1971), propos que as escalas de

tempo turbulento de velocidade, 74, e de um escalar, 7,,, sao proporcionais,

isto é,
Tt
m= =, 4-24
e (1:24)
no ambito de modelo k& — ¢ para turbuléncia,
{e)
(wo) = Colw) = Co= 7, (4-25)

onde (w) é a freqiiéncia turbulenta do campo de velocidade e Cy é uma

constante empirica, cujo valor habitual é 1. Note-se que os trabalhos de
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Béguier et al. (1978), Warhaft e Lumley (1978) e Eswaran e Pope (1988) mos-
tram claramente que Cy nao é uma constante universal.
Substituindo a Eq. (4-23) na Eq. (4-11), obtém-se nova equacao para a

taxa de decaimento da variancia

Ao e
S0 2(¢?) wa). (1-26)

Dado um valor inicial (¢?(0)), e no caso em que {(wg) é constante, a

evolugao da variancia apresenta a solucao exata

(@ (t)) = ((0))eap [—2(wg)1] - (4-27)

Desta equagao, percebe-se que a variancia apresenta um decaimento do
tipo exponencial, o qual leva a valores nulos apenas quando t — oo. Se a PDF

Py(,t) de um campo escalar ¢ for uma Gaussiana,

Pyit) = ———eap [—1M] . (4-28)
V27 (¢7)
Entao, esta serd integralmente determinada pela média (¢), e pela
variancia (¢"?) em qualquer instante.
Os diferentes modelos estudados neste trabalho serao analisados de
acordo com a forma da PDF obtida e seus momentos estatisticos. Acredita-se
que um bom modelo de mistura deve levar a uma distribuicao continua que

tende asintoticamente para uma Gaussiana quando o tempo tende a infinito.

4.4
Modelos de Mistura Classicos

Desde que Hill (1969) derivou pela primeira vez a equagao de transporte
da PDF da concentracao de espécies para um escoamento turbulento submetido
a uma reacao quimica irreversivel, ficou clara a necessidade de fornecer modelos
que representem o termo aberto do transporte difusivo (micro-mistura).

Os primeiros modelos propostos, como por exemplo, o de interacdao entre
particulas Curl (1963); Dopazo (1979); Janicka, et al. (1979); Pope (1982); ou
os modelos do tipo de Relaza¢do entorno a média Dopazo e O'Brien (1974);
Valino e Dopazo (1990); Valino e Dopazo (1991); ainda sao utilizados em di-
versas simulagoes de escoamentos turbulentos reativos. Estes modelos classicos
foram desenvolvidos a partir de duas abordagems tedricas equivalentes. Na
primeira abordagem, modelos de mistura do tipo estocéastico que descrevem
a combustao em um escoamento turbulento estatisticamente homogéneo fo-
ram formulados por Flagan e Appleton (1974), Pratt (1979), Pope (1982),
Valifio e Dopazo (1990) e Valino e Dopazo (1991). Na segunda, as equagoes di-
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ferenciais que descrevem a evolugao da PDF das concentracoes dos reagentes,
foram estudados por Dopazo e O’'Brien (1974), Dopazo (1979), Janicka, et al.
(1979) e Pope (1981a).

Neste trabalho s6 serao discutidos os modelos de mistura classicos mais
simples, estes sao o modelo de Curl (CM), o modelo de Curl Modificado (CMC)

e o modelo de Interagao pela troca com a média (IEM).

44.1
Modelo de Curl ou de Coalescéncia e Dispersao

O primeiro e o mais simples modelo de mistura é o modelo de Curl
(CM), também chamado modelo de Coalescéncia e Dispersao. Neste modelo, a
PDF P,(1;t), é representada por um conjunto de N, particulas estocésticas.
A média, (Q(¢)), de qualquer funcdo bem comportada do campo do escalar ¢

pode ser obtida mediante a seguinte equacao,

(Q(6)) = / QU P (), (4-20)

a qual pode ser aproximada, quando se utiliza uma técnica Monte-Carlo, por

Q) ~ Ni Q™). (4-30)

A principal fraqueza da simulacao estocéstica pelo método de Monte-
Carlo é que o erro estatistico envolvido nesta aproximacao ¢ proporcional
a N, 2 Assim, um grande nimero de particulas é necessario para atingir
pequenos valores deste erro (Peters, 2000).

No ambito do modelo CM, o processo de mistura ¢ representado por uma
seqiiéncia de passos de tempo At, (At(ws) < 1), onde pares de particulas
sao aleatoriamente escolhidos do conjunto de particulas que representa o
dominio em analise. O numero de pares de particulas escolhidos, é igual a
N, = BAt{wy)N,, onde 3 = 2 é uma constante que garante a condigao de que

(") decai a taxa (wg), (Pope, 1982). Dados um par de particulas n e m,

Pt = ba, ™) = ¢y (4-31)

No modelo CM, a mistura ¢é realizada pela troca dos valores de ¢

oWt + A =g, " (t+ AL = ¢}, (4-32)

onde,

G = Op = 5 (Pa+ ). (4-33)

| —
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Figura 4.2: llustragao do tempo de funcionamento do modelo de mistura de
Coalescéncia e Redispersao (CD) ou modelo de Curl.

Este processo de mistura é realizado para cada par de particulas escolhi-
das. Para as particulas nao escolhidas, o valores de ¢ permanecem inalterados.

Cabe notar que este modelo de mistura preserva o valor médio

S (6146 =3 (9t ). (131

enquanto que a variancia diminui com o tempo

R R e A e (4.3

Uma deficiéncia importante deste modelo pode ser constatada no caso
em que a PDF inicial é composta por funcoes delta. Neste caso o niimero de
funcoes delta tende ao infinito com o tempo, e uma distribuicao continua nunca
¢ atingida, o que é claramente inaceitavel. Entretanto, este modelo serve de

base para o desenvolvimento de modelos de mistura mais realistas.
4.4.2
Modelo de Curl Modificado

Dopazo (1979) e Janicka, et al. (1979), independentemente, sugeriram
uma modificacao para o modelo de Curl que resulta em uma PDF continua,

que consiste em substituir a Eq. (4-33) por

6= (1 - ) gut g (G0 ), (4-36)

6 = (1-0) oy + 50 (0ut n), (4-37)
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onde o papel do parametro « controla o grau de mistura. Note-se que para
a = 0 a mistura nao acontece e que com o = 1 o modelo de Curl é obtido.
Qualquer que seja o valor fixo de & (0 < a < 1) subsiste o problema da
discontinuidade que apresenta o modelo simples de Curl (CM) quanto a PDF
inicial é uma funcao composta de deltas de Dirac. Porém, se « for prescrito
sob a forma de uma varidvel aleatéria com uma PDF continua, A(«), entao o
modelo de Curl modificado resulta em PDF’s continuas (Pope, 1982).

A escolha mais simples da PDF A(a) sugerida por Dopazo (1979) e
Janicka, et al. (1979), é

Ala) = 1. (4-38)

Note-se que o modelo de Curl corresponde a A(a) = 6(1 — «). Pope (1982)
propos relagoes funcionais para A(a) baseadas na descrigao da evolugao da
idade (age-biased) das particulas. Estas variantes nao serdo abordadas neste
trabalho.

4.4.3
Modelo IEM/LMSE

O modelo IEM foi proposto independentemente em diferentes contextos
por diversos autores (Soulard, 2005). De um lado, Villermaux e Devillon,
(1972) utilizaram o modelo IEM para a modelizagao de reatores homogéneos.
Por outro lado, Dopazo e O’Brien (1974) propuseram este modelo para a
substituicao do termo difusivo presente na equagao de transporte de uma PDF
conjunta do escalar.

O modelo TEM assume uma relaxacao linear do escalar para seu valor

médio

(TV2ly) = —(wy) (¥ — (9)) (4-39)

que, quando substituida na Eq. (4-1), resulta na equagao de transporte da

PDF correspondente ao modelo IEM:

SRE) 2 o) (0 = (0) Palwi ). (4-40)

O comportamento deste modelo pode ser melhor apreciado no contexto
Lagrangeano, isto é, seguindo a trajetéria de uma particula de fluido. O valor
do escalar, ¢, evolui de acordo com a lei da relaxac@o deterministica (Gardiner,

1990):

dp = —(ws) (¢ — (9)) dt. (4-41)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521467/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521467/CA

Capitulo 4. Modelagem Matematica do Processo de Mistura 60

No espaco amostral do escalar ¢, as particulas se deslocam em diregao
a média (¢) com uma velocidade proporcional a sua distancia de (¢) neste
espago amostral. Portanto, as particulas convergem para a posicao ¢ = (¢)
quando t — oc.

Este modelo é muito utilizado em simulagoes que envolvem combustao
em escoamento turbulento, devido a sua simplicidade e ao baixo custo compu-
tacional. Porém, este modelo nao inclui nenhuma informagao correspondente
aos gradientes escalares, o que traz como consequéncia que a PDF sempre

mantém sua forma original (Pope, 1985).

4.5
Modelos de Mistura Recentes

A necessidade de modelar a taxa de dissipacao do escalar, ¢4, € a
interagao complexa existente entre os campos turbulentos de velocidade e de
escalar dificultam a descricao do processo de micro-mistura. Esta interacao
leva a existéncia de estruturas escalares distribuidas em um amplo espectro de
escalas, as quais interagem umas com as outras.

Com o intento de melhorar a descrigao fisica do fenomeno difusivo-
dissipativo da mistura, Sabel nikov e Gorokhovski (2001) formularam trés
novos modelos de micro-mistura, estes sdo o modelo de Langevin (LM), o
modelo IEM Estendido (EIEM) e o modelo de Langevin Estendido (ELM).

45.1
Modelo de Langevin

O modelo de Langevin é baseado na soma de dois termos, um termo
deterministico o qual é equivalente ao modelo IEM, e um termo estocastico
associado a um processo Wiener. Pope (1985), propos pela primeira vez um
modelo de mistura do tipo Langevin aplicado a campos escalares, o qual
atende a maioria das propriedades desejaveis que um modelo de mistura deve
possuir, em particular no que diz respeito a obtencao de PDFs que tendem

assintoticamente para uma Gaussian:

dp = G(wy) () — (9))dl + 1/ Blwy)(¢?)dW. (4-42)

Porém, o modelo proposto por Pope (1985) viola o principio da deli-
mitacao. Nesta equacao GG e B sao as constantes do modelo e dW representa
o processo Wiener. O segundo termo do lado direito desta equacao acarreta
uma mudanga aleatéria de ¢ com média zero e variancia B{wy)(¢™)dt.

Este modelo procura representar a transferéncia da variancia do escalar

devida as grandes escalas através do termo deterministico, e a dissipacao
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escalar nas pequenas escalas através do termo estocastico.
O modelo do tipo Langevin proposto por Sabel nikov e Gorokhovski
(2001) pode ser representado por uma combinacao das Eqs. (4-1) e (4-4):

) 2
SR — 1 (0] 5 [T Puw30)] + ) el ol ],

(4-43)
que respeita a propriedade da delimitagao. Na Eq. (4-43), ro(t) é um parametro
positivo arbitrario. Esta equacao possui um termo difusivo no qual intervém
a taxa de dissipac@o condicionada do escalar (g4|¢), e um termo de deriva
no qual aparece o laplaciano condicionado do escalar (I'V?¢|¢). A equagao

diferencial estocastica equivalente é (Gardiner, 1990):

do = (1 +10(t)) (TVZ0luh)dt + 1/ 2ro(t) (e v0)dIWV. (4-44)

Sabel nikov e Gorokhovski (2001) utilizaram o modelo IEM para
(TV?¢|¢p) e um modelo algébrico para (g4]t))

(CV2ly) = —(wy) (¥ — (9)) , (4-45)

0.2

(zolth) = (o) 50 (1 =), (4-46)

M
onde 02, é a variancia maxima do campo escalar ¢. A propriedade de deli-
mitagao é garantida devido a fungao limitante ¥ (1 —1). Esta fungao limitante,
facilmente justificada no caso de um escalar simples (Soulard et al., 2004),
ainda nao foi estendida para casos multi-escalares. Sabel nikov e Gorokhovski
(2001) definem

ro(t) = dp 7=

2 )
Om

(4-47)

o que resulta em

— 2

1o = (1477 (o) (0 - (o) ar + \/2d0:—2<%>¢ (1 g)aw,

M M
(4-48)

ou de, forma compacta,
A6 = ~alwg) (6 — (9)) dt + 1/2b{we)6 (1 — 6)dIV. (4-49)

onde
a:1+%(§i;f). (4-50)
Om
o2

b=y (4-51)
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Note-se que o valor de dy controla a relaxacao da PDF, para dy = 0 o
modelo TEM ¢é recuperado.

A equacao da evolugao da variancia, que pode ser derivada da Eq. (4-49),
demonstra que esta é funcao mondtona decrescente do tempo que nao depende
da escolha de dy. Uma vez que 19(t = 0) = 0 e ro(t — 00) = dp, 0 modelo de
Langevin (LM) proposto por Sabel nikov e Gorokhovski (2001) tende para o
modelo IEM para tempos infinitamente longos, garantindo assim a invariancia

da forma assintética da PDF.

4.5.2
Modelos IEM Estendido e de Langevin Estendido

Os modelos IEM estendido (EIEM) e Langevin estendido (ELM) também
foram propostos por Sabel nikov e Gorokhovski (2001). Estes modelos tem
como base os modelos IEM e Langevin. Uma distribuicao de freqiiéncia de
mistura é introduzida de modo a representar o espectro de frequéncias proprias
de um escoamento turbulento (Soulard, 2005). Para este fim, considera-se um
processo estocdstico intermitente, wy, de modo que cada particula de fluido
possui sua propria freqiiéncia e comporta-se como se pertencesse a diferentes
estruturas.

Nos modelos estendidos formulados por Sabel nikov e Gorokhovski
(2001), o valor do escalar nao relaxa para o valor médio global do escalar,
mas sim para um escalar caracteristico da estrutura turbulenta.

A evolucao da concentracao de uma particula de fluido descrita pelo
modelo EIEM é dada por

dp = —wy (¢ — (Plwy)) dt. (4-52)
Este modelo possui duas diferencas com respeito ao modelo IEM
— A freqiiéncia de mistura média, (wg), substituida por um processo

estocdstico, wy, de modo que uma faixa de escalas do tempo ¢é levada

em consideracao durante o processo de mistura.

— O escalar médio (¢), é substituido por sua média condicionada (¢|ws) o

que garante a conservagao das média, ().

Aplicando-se o operador média na Eq. (4-52), tem-se

d(p) = —(wed)dt + (wy(dlwy))dt = 0, (4-53)

pois, de acordo com a férmula de Bayes, (ws¢) = (ws(p|lwsy)), 0 que justifica a
substituicdo de (p|lwy) por ().
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O modelo de Langevin estendido (ELM), também resulta da substituigao,

na Eq. (4-49), da freqiiéncia média pelo seu valor instantaneo, o que leva a

dop = —awy (¢ — (Plwe)) dt + \/2bws (1 — (4-54)

a=1+do (L> (4-55)

2
_ O-“’d’
b= dg—t (4-56)

M*

Pode ser demonstrado que a variancia, afjd), é representada por

oz, = (0°|ws) — (dlws)?, (4-57)

onde, a variancia méaxima, o3;,, é definida como

T = (Plwo) (1 = (Blws)) - (4-58)

A freqiiéncia de mistura estocéstica, wy, ¢ caracteristica de uma estrutura
escalar. Um modelo que descreve a freqiiencia da dissipacao escalar instantanea
¢ (Soulard et al., 2004)

Wy = % (4-59)
onde o? representa a variancia instantdnea nao condicionada que mede as
flutuagoes do campo escalar. Sabel nikov e Gorokhovski (2001) propuseram
utilizar um modelo no qual a freqiiéncia de mistura do escalar é proporcional

a freqiiéncia turbulenta, w = ¢/k:

we = Nw, (4-60)

onde Q(t) é uma fungao que deve respeitar o decaimento da variancia, o%,que
ocorre em presenca de turbuléncia homogénea. A funcao Q(t) é determinada
ao comparar a Eq. (4-11), equacao exata da queda da variancia, com aquela
obtida substituindo-se a Eq. (4-60) na Eq. (4-52), multiplicando o resultado
por 2(¢ — (¢)) e, finalmente, aplicando a média

d(¢”)
dt

= 20 [(w6?) — (WHlBlw))] = ~22w((Fw) — (Blw)?)).  (4-61)

Neste caso, a regra de Bayes permite escrever que (w¢?) = (w(d|w)?). A

comparagao das equagoes (4-11) e (4-61) fornece

_ (e4) )
O = E) - o) (+62)
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O modelo de Langevin estendido (ELM) também utiliza esta definigao
de Q(t) (Soulard, 2005).

Finalmente, a freqiiéncia instantanea do campo de velocidade turbulento,
w, também precisa ser modelada. Pope e Chen (1990), ao levar em consideragao
o comportamento intermitente da taxa de dissipacao viscosa instantanea do
campo de velocidade, aproximam w por uma distribui¢ao Log-normal. Para

este fim, define-se a varidvel aleatoria x como

X(t) = Infe(t)/(e)] = Infw(t)/{w)]. (4-63)

Se w ou ¢ possuem distribuicao Log-normal, entao y é descrita por
uma distribuicao Normal. Desta forma, um modelo log-normal de w é ob-
tido adotando-se um processo markoviano cléssico do tipo Orstein-Uhlenbeck

(Gardiner, 19990), para descrever y:

w = (w)eX, (4-64)
X — 1 2my

dy = — dt + dw, (4-65)
TX TX

que é a formulagao proposta por Pope e Chen (1990), onde W é um processo

Wiener, m; e my sao, respectivamente, a média e a variancia de y:
my = (x), (4-66)

mz = ((x — (X))*), (4-67)

e T\ ¢é a escala de tempo integral de x

T,' = Cy(w), (4-68)

e () é uma constante igual a 1.6 (Pope e Chen, 1990). Os céalculos de DNS
realizados por Yeung e Pope (1989) em turbuléncia homogénea isotrépica
sugerem que, para numeros de Reynolds moderados 38 < Re, < 96, existe

uma dependéncia de my com relagao a Re)y

mo = 0,29InRey — 0, 36, (4-69)

onde Re) é o numero de Reynolds baseado na escala de Taylor. Uma vez que

X € uma variavel aleatéria distribuida normalmente, tem-se que

1
my = —§m2. (4—70)

Desta forma, completa-se a formulacao geral dos modelos de mistura
IEM Estendido (EIEM) e Langevin Estendido (ELM) seguindo a abordagem
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Lagrangeana. Uma forma simplificada para o modelo EIEM ¢é obtida ao

substituir a equagao (4-60) na equagao (4-52):

dp = —Quw (6 — (3lw)) dt. (4-71)

De modo andlogo, ao substituir a Eq. (4-60) na Eq. (4-54), obtém-se uma
forma simplificada do modelo Langevin estendido (Sabel” nikov e Gorokhovski,
2001)

dp = —aQw (¢ — (P|w)) dt + 1/20Qwe (1 — ¢)dW, (4-72)
onde a e b sdo
a=1+ dﬂw’ (4-73)
oM
2 2
oM

Note-se, da Eq.(4-72), que no caso em que dy = 0, o modelo IEM
Estendido [Eq. (4-71)] é obtido. Utilizando técnicas estocésticas, é possivel
obter a equacao da evolucao da PDF conjunta Py, (¢, p;t) de ¢ e x para
os modelos estendidos EIEM e ELM. Porém, neste trabalho, a transformacao
para o referencial Euleriano sera efetuada para o caso, mais geral, aquele que
descreve o funcionamento de um PaSR.

Note-se que os trées modelos de mistura propostos por
Sabel nikov e Gorokhovski (2001), isto é, os modelos EIEM, LM e ELM,
respeitam a propriedade da delimitagao, propriedade critica, em particular
no caso de modelos do tipo de Langevin (LM e ELM) aplicados a campos
escalares. Em consequéncia, uma descricao adequada é obtida do processo

difusivo-disipativo de micro-mistura, mais realista do que aquela obtida com

o modelo IEM.

4.6
O Reator Parcialmente Agitado

Nas secoes precedentes, foi abordado o transporte turbulento de um
escalar passivo, o qual é modificado pela presenca de reacoes quimicas. Nesta
secao, serao descritos os principais aspectos do transporte de um escalar reativo
no ambito de um modelo de Reator Parciamente Agitado (PaSR) no qual
ocorre a combustao de uma mistura. Cabe lembrar que, no limite de uma
mistura muito rapida o PaSR tende para um Reator Perfeitamente Agitado
(Partially Stirred Reactor, PSR) e no limite de uma mistura muito lenta o
PasR tende para um processo reativo descrito por um Reator com escoamento
tipo Pistao (Plug Flow Reactor, PFR) (Sabel nikov e Figueira da Silva, 2002).
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A formulagao do PaSR serda desenvolvida considerando como campo
escalar, ¢, uma variavel reativa denominada varidvel de progresso de reacao,

¢, definida mais adiante.

4.6.1
Equacoes Fundamentais da Cinética Quimica

Nesta secao serd apresentada a formulacao que descreve a cinética das
reacoes quimicas, e as hipoteses simplificadoras adotadas que permitem chegar
a formulacao do termo da producao quimica para uma reagao unica global,
termo necessario na descricao do PaSR para um escalar reativo.

Considere-se um sistema quimico composto de K espécies quimicas

reagindo através de M reagoes elementares

K K
D VimMi =Y VM, m=1,.., M, (4-75)
k=1 k=1

onde M, é o simbolo quimico da espécie k, 1/}, e V1., sao os coeficientes este-
quiométricos da k-ésima espécie na m-ésima reacao. A equacao da conservagao
da massa é

K

K
Z Vlkak = Z I///kak, m = 1, couy M, (4—76)
k=1 k=1

onde, W}, é a massa molar da k-ésima espécie. A equagao anterior, também se

pode escrever de maneira seguinte

K
> UenWi=0  m=1.M (4-77)
k=1
onde
Vim = V/km - V”km- (4_78>

A taxa de producao da k-ésima espécie, Sy, é o resultado das soma das

taxas de producao desta espécie, Sk, em cada uma das M reagoes

M M
Sk: ZSkm:WkZVkmqm, k= 1,...,K, (4—79)
m=1 m=1

onde ¢,, é a taxa da m-ésima reacao. Somando todas a taxas de producao das

K espécies, mostra-se que

K M M K
Wi, Z VimQm | = Z Im Z VimWi | = 0. (4-80)

k= m=1 =

m=1 k=1

K
S5
k=1

A taxa da m-ésima reacao, ¢,,, ¢ dada por

1
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K K
gm = K, [ (Xl = &, T T 107 (4-81)
k=1

k=1

Nesta equagao [Xj| é a concentragdo da k-ésima espécie, enquanto que
k! e k' sdo as constantes de reacdo direta e reversa da m-ésima reacdo
respectivamente. As concentracoes molares podem ser escritas como

[Xi] = Ple _ e _ Ly, (4-82)
W, W, W

onde, Yy, Xk, e pr representam, respectivamente, a fracao massica, a fracao
molar e a densidade parcial da k-ésima espécie, e W é a massa molecular média.
As quantidades kf e k", constituem um fator importante na modelagem dos
processos quimicos. e serao descritas mediante a utilizagao da lei empirica de
Arrhenius:

E
k= AT == 4-
m = Am exp( RT>, (4-83)

onde A,,, B, e FE,, sao conhecidos como a constante pré-exponencial, o
expoente da temperatura e a energia de ativagao da m-ésima reagao. A
constante k", pode ser calculada a partir de &/, e da constante de equilfbrio de

k-ésima reagdo elementar K,,,,, (Poinsot e Veynante, 2005).

4.6.2
A taxa de producao quimica

Nesta sub-secao, sera determinada a taxa de producao quimica adimen-
sional para uma tunica reacao global irreversivel. Para isto, serao consideradas

as seguintes hipdteses:

1. Reagao de passo tnico (m = 1) e irreversivel (kI = 0), isto é,

C+rO— (1+1)P, (4-84)

onde C' representa o combustivel, O o oxidante, P os produtos de
combustao, e r é a massa de oxidante necessaria para reagir com uma

unidade de massa de combustivel.

2. O combustivel C' é o reagente minoritario, ou seja, [X¢| < [Xo], 0 que

implica em

Yo=—"2  ~1=cte. (4-85)
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3. A difusividade do combustivel é igual a difusividade térmica da mistura,
isto é,
A

Le =
‘ pc,D

=1.

4. O numero de Mach é extremamente pequeno M, < 1.

5. O expoente de temperatura presente na lei de Arrhenius é nulo

3 =0. (4-86)

Levando em conta estas hipdteses, a taxa da reagao unica global é

E
= X[ X0l A —— . 4-
o = Xl ol Acap -7 (4-57)
Utilizando as igualdades da Eq. (4-82) na Eq. (4-87), tem-se
2
p E
= =) XcXoA. ——]. 4-88
o= () wexoreon () s
O tempo caracteristico da reagao quimica ¢ definido como
£ \]!
Te = [%X@‘OXO}OA.GZEP (_R_j_'o):| . (4—89)

Onde X, C‘o’ Xo ‘O e T,, sao os valores iniciais, respectivamente, das fragoes
molares de combustivel e de oxidante e da temperatura. Combinando as Egs.
(4-88) e (4-89), tem-se

1 Xe Xo E E
=————erp|—+—|. 4-90
TR X Xl p( RT RTO> (4-90)
Classicamente, define-se a variavel de progresso da reagao quimica como
c—1- e _T=7T (4-91)

Xcl, C Tau—To
onde T é a temperatura, 1,4 € a temperatura de combustao adiabética e Tj é
a temperatura de entrada do reator. Note-se que ¢ = 0 corresponde aos gases
nao queimados e ¢ = 1 aos gases queimados.

Definindo o calor de reacao reduzido, «a, e a energia de ativacao reduzida,

(3, como
T.a — Tt
o = %7 (4—92)
E
B = _RT()’ (4-93)

e substituindo as Eqgs. (4-85), (4-91), (4-92) e (4-93) na expressao (4-90), chega-
se a seguinte expressao simplificada da taxa de progresso de uma reagao tnica

global
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Figura 4.3: Tazxa de producao adimensional S(c) em func¢ao da varidvel de
progresso da reagao, ¢, para diferentes valores de energia de ativacao reduzida,
B, e calor de reagao reduzido, c.

0= 2o (5. (4-94)

A taxa de producao quimica, S, relaciona-se com a taxa de reacao unica
global, ¢, e a taxa de producéo quimica adimensional S pela seguinte relacio
S(c) = Wale) = £8(0), (4-95)
Te
onde,

8(c) = (1 - c)eap (5+—1/a) | (4-96)

Este termo quimico adimensional, S(c), apresenta uma dependéncia
fortemente nao linear dos valores da energia de ativacao reduzida, 3, e do

calor de reagao reduzido, «, tal como mostrado na figura 4.3.

4.6.3
Formulacao Matematica do PaSR

Partindo da Eq. (3-30), considera-se como variavel ¢, o escalar reativo,
¢, que define a variavel de progresso de uma reacao, para consecutivamente,
substituir a Eq. (4-95) na Eq. (3-30), obtendo:

or.(0;t) 1 )
o = 5 B0) = P(6:t)
_% [(DV2e|0) P.(6; )] — %% SO)P.0:1)] (4-97)

onde, 6 é a variavel amostral que corresponde a variavel aleatoria do escalar
reativo ¢. O segundo termo do lado direito corresponde a micro-mistura e

necessita ser modelado.
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Sabel nikov e Figueira da Silva (2002) desenvolveram uma solucao semi-
analitica do comportamento permanente da Eq. (4-97) ao levar em conta o
modelo de interagao pela troca com a média (IEM) na substituicao do termo
difusivo da Eq. (4-97),

OP.(0;1) 1 .
s (0 (RO - — o [SOR@]. (9

Introduzindo os parametros adimensionais X e ) como sendo a razao
entre o tempo de residéncia e o tempo de mistura e o tempo da reacao quimica,

respectivamente, a Eq. (4-98) pode ser re-escrita como

OP.(0;1)

at* = [5(9> - Pc(‘g; t)]

FXL 10— ()R] — o [$(0)P6:1). (1.9
00 00

Onde t* = t/7., X = 7./ ¢ Y = 7./7.. O parametro X exprime a
relacao entre os processos de macro e micro-mistura, isto é, para um valor de
X — o0, ou seja, quando 7, < 7., 0 modelo de um Reator Perfeitamente
Agitado é atingido. Para o caso em que X = 0, a solugao estacionaria do PaSR
¢ reduzida aquela de um Reator com escoamento do tipo Pistao (PFR).

O parametro ) representa o ntumero de Damkholer baseado no tempo
de residéncia. Note-se que, a definicao usual do nimero de Damkholer é
Da = 1,/ = Y/X. A figura 4.4 ilustra o comportamento do PaSR como
funcao dos parametros X e ).

Nesta figura observa-se que, quando X — o0, a solu¢ao PaSR aproxima-

se da curva em “S”classica do PSR. Esta figura também mostra que existe

1. Um dominio 0 < Y < Y| na qual apenas uma solugao é obtida.
2. Uma faixa Y] < Y < )5, na qual, trés solugbes sao possiveis no PaSR.

3. Um dominio YV} < ) < oo, na qual apenas uma solucao é possivel.

Esta figura mostra claramente que, entre os limites do PaSR e do processo
de mistura, uma familia de solugoes existe que corresponde aos diversos graus
de mistura possiveis.

Para estudar as solugoes possiveis da equagao de transporte da PDF no
caso reativo, o termo difusivo da Eq. (4-97) serd modelado pelos modelos intro-

duzidos na secdo 4.5. Motivo pela qual, o modelo de Langevin estendido (ELM),
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Figura 4.4: Média (a) e Desvio padrao (b) da varidvel de progresso de
uma reagao ¢ como funcao de Y e para diferentes valores de X, resulta-
dos obtidos mediante a solu¢ao semi-analitica e estaciondria de PaSR uti-
lizando o modelo de mistura IEM para valores de @ = 0.8 e § = 15
(Sabel ‘nikov e Figueira da Silva, 2002).

que engloba os demais modelos desenvolvidos por Sabel nikov e Gorokhovski,
(2001), sera utilizado.

A equacgao de transporte da PDF conjunta que modela o PaSR, proposta
neste trabalho, é dada por

@ﬁ@ﬁﬁ:lw@—aﬂawM+%%h%N%%mm3A@%m

ot T
—|—la—2 [6Q2e¥0 (1 — 0) P.. (6, p;1)] + 12 [Cy (¢ —mq) P, (0, ¢;t)] (4-100)
- 902 e ex \Us @5 - 8@ x \¥ m e,x\V5 3 3
1 0? 10 1.
g (OmaPe 0¢8] = — 20 | S0) P (6. 0:1)|

Nesta equacao, o termo do lado esquerdo representa a evolugao transiente da
PDF conjunta de ¢ e x, enquanto que os processos de entrada-saida dos gases
do reator sao representados pelo primeiro termo do lado direito. Os demais
termos descrevem, na ordem, os processos difusivos-dissipativos de c e x e o
termo de produgao quimica.

A Eq. (4-100) é uma equagao diferencial parcial de segunda ordem na
qual ¢ é o espago amostral da variavel aleatéria x, a qual modela a freqiiéncia
turbulenta como sendo um processo estocastico do tipo Orstein-Uhlenbeck
(Gardiner, 1990). O tempo caracteristico da turbuléncia 7, é o inverso da
freqiiéncia turbulenta média, isto é, 7 = (w)~L.

Definido Z como sendo a razao entre o tempo de residéncia e o tempo

turbulento, isto é, Z = 7,./7, = 7.(w), a forma adimensional da Eq. (4-100) é
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aPc,x(97 2 t)
ot*
2

0 0
+Z@ (092620 (1 — 0) P\ (0, 5t)] + Z% [Cy (o —ma) Pey(0,0;t)] (4-101)

= [5(0) ~ Porl0, 031)] + 2 o5 [a26° (0 — {clg) Pan(0, 1)

0? 0 T
+Za—¢2 [me2pc7x(9a90;t)]—y% S(0)Pey(0,051)] -

Neste caso, os valores de a, b e €, presentes nas Eqs (4-100) e (4-101) sao

{c(1 = o)[2)

a=1+d et (4-102)
O
21\ 2
b= dp {12 el (4-103)
OM
0= dad (4-104)

(z({?]2) = (cl2)?))

Nas Eqgs. (4-102), (4-103) e (4-104), z representa o modelo estocastico da

frequiéncia turbulenta do campo de velocidade em forma adimensional:

2z =1 {w)eX = ZeX. (4-105)

As Egs. (4-101)—(4-104), descrevem o modelo de um PaSR para o caso
simplificado de uma reacao tunical global governada pela lei de Arrhenius e
no qual a micro-mistura obedece ao modelo de Langevin estendido (ELM).
Este conjunto de equagoes representa o caso generalizado na formulacao dos
modelos de mistura a serem abordados neste trabalho. Isto é, partindo das
Egs. (4-101)—(4-104) e adotando um valor de dy = 0, o terceiro termo da Eq.
(4-101) ¢ eliminado, o que resulta no modelo IEM estendido (EIEM).

Da mesma forma, partindo das Eqgs. (4-101)—(4-104) e considerando a
varidvel estocédstica z uma constante, tem-se, x =0, Z = X e Q = Cy = 1.
Além disto as médias condicionais presentes nas Egs. (4-102) e (4-103) sao
reduzida a médias incondicionais e, finalmente, o quarto e quinto termos da
Eq. (4-101) sao eliminados. Desta forma, consegue-se a formulagao de um PaSR
obedecendo ao modelo de Langevin.

Por dultimo, se dy = 0 e z = cte simultaneamente, consegue-se a
formulacao de um PaSR obedecendo ao modelo IEM cléassico, descrita pela
Eq. (4-99).

A Eq. (4-101) nao possui solugdo analitica conhecida devido a sua
complexidade. A abordagem numérica mais factivel para resolver equagoes
de transporte da PDF, tais como aquele descrito nas Eqs. (4-99) e (4-101), é

mediante a simulagao estocéstica pela técnica de Monte-Carlo.
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4.7
Solucao Numérica do PaSR: a Técnica de Monte-Carlo

Umas das principais dificuldades associadas a resolucao da equacao
de transporte da PDF [Eq. (A-40)] mediante a utilizacdo de métodos
classicos de discretizacao é o alto custo computacional associado ao grande
nimero de varidaveis independentes necessarias para se representar os pro-
cessos estocasticos no espaco euclidiano de velocidade, de composicao, etc.
Considerando-se a forma mais simplificada da equacao de transporte da PDF
para o PaSR [Eq. (4-99)], uma dificuldade suplementar aparece pois esta
equacao apresenta uma singularidade no espago amostral da variavel de pro-
gresso da reacao 6. Esta singularidade, exprime a existéncia de valores de com-
posicao proibidos na vizinhanca de ¢ = 1 sempre que o tempo de residencia é
finito (Sabel nikov e Figueira da Silva 2002).

A resolucao das Eqs. (4-99) ou (4-101) podem ser efetuadas mediante a
simulagao estocdstica de um sistema estatisticamente equivalente (Gardiner,
1990) pela técnica de Monte-Carlo. Esta técnica emprega amostras represen-
tativas chamadas “particulas”, que representam os processos fisicos e quimicos
do sistema.

A principal vantagem da técnica de Monte-Carlo é que o custo compu-
tacional, cresce linearmente com o numero de varidaveis independentes. Este
fator é decisivo no estudo dos casos reativos quando o custo computacional é
dominado pela dependéncia exponencial do termo de produgao quimica.

Dos quatros modelos de micro-mistura considerados no estudo do PaSR,
somente o modelo IEM foi abordado em detalhe no caso reativo por Correa
(1995), Chen (1997) e Sabel nikov e Figueira da Silva (2002). Os demais, for-
mulados por Sabel nikov e Gorokhovski (2001), foram avaliados no caso de
mistura bindria e quimicamente inerte (Soulard, 2005), mas seu comporta-
mento ainda nao foi estudado em presenca de reacao quimica, o que sera feito
neste trabalho mediante a utilizacao de uma técnica Monte-Carlo.

A solugao da equagao de transporte da PDF para o PaSR [Eq.( 4-101)]

utilizando a técnica Monte-Carlo, comprende as seguintes etapas (Chen, 1997):

— Inicialmente o reator contém N, particulas, cada uma delas é caracteri-

zada por um valor de concentracao ¢™, onde n = 1, ..N,.

— Para cada passo de tempo, Ny, particulas sao aleatoriamente escolhidas
no reator e substituidas por particulas compostas de gases nao queimados
(¢ = 0). Desta forma, o tempo de residéncia é 7, = NyAt/Ngy, ¢ At* é

o passo de tempo adimensional, definido como At* = At/7,.
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— Cada particula, evolui no tempo devido aos processos de micro-mistura

e de reagao quimica segundo

dc™ =

[—ZaQeX (™ — (c]x)) + ys’(c("))} dt* + 2262 (1 — )W,
(4-106)

dx"™ = —ZC\ (x™ —my)dt* + \/2ZCmydW,, (4-107)

onde dW, e dW, sao as variacoes independentes de ¢ e x que obede-
cem a um processo de Wiener padrao com média nula e variancia dt.
Estas equagoes correspondem a um sistema de equacoes diferenciais es-

tocdsticas em acordo com a representagao de It6 (Gardiner, 1990).

No presente estudo, no instante inicial todas as particulas aleatérias
contém somente gases nao queimados, isto é, ¢™ (t* = 0) = 0.

As Eq. (4-106) e (4-107) sao um sistema fortemente nao linear de
Equagoes Diferenciais Estocésticas (SDEs) de primeira ordem, que representa
no referencial Lagrangeano, a evolucao das propriedades ¢ e y de uma particula
de fluido. Esta nao linearidade provém do termo de producao quimica e sua
solucao numérica requer a utilizacao de métodos numéricos mais sofisticados

do que usualmente empregados para resolver SDEs lineares.

4.8
Métodos Numéricos que Resolvem as Equacoes Diferenciais Estocasticas

Nesta secao é apresentada uma breve descricao dos métodos numéricos
que resolvem SDEs. Em particular, o esquema de Milstein Taylor Implicito de
convergéncia de ordem forte igual a 1,0 (Tian e Burrage, 2001), é escolhido
para a discretizacao das Eqgs. (4-106) e (4-107).

A forma geral da equacao diferencial estocdstica (SDE) que se pre-
tende resolver é, de acordo com a interpretagao de It6 (Gardiner, 1990;

Tian e Burrage, 2001), dada por:

49(0) = AL, 1dt + Y B, 60, 0aW, (D), olt) =60, 1€ [f0.T].
~ (4-108)

Nesta equacao A [¢(t),t] representa o termo deterministico, chamado de
coeficiente de deriva, B;[¢(t),t] representa o coeficiente difusivo, e dW;(t),
onde j = 1,...IN,, correspondem ao processo Wiener, independentes entre si,
cujos incrementos AW, (t + At) = W;(t + At) — W;(t) sao variaveis aleatérias
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do tipo Normal N(0,At). A solucdao desta equacdo diferencial estocastica é

usualmente apresentada na seguinte forma integral

o) = o)+ [ Alo)slas+ 3 [ (Blots)shamiis). @)

A abordagem mais empregada na resolugao da Eq. (4-109) é a simulagao
de caminhos amostrais (sample paths) que consiste em uma aproximagao pelo
uso de tempos discretos. Isto é, é necessaria a discretizacao do intervalo de
tempo [tg, T, 0 que gera estes caminhos amostrais. Estes caminhos podem ser
analisados mediante o uso de ferramentas estatisticas para determinar, por
exemplo, a acuracia da aproximagao numérica.

Neste trabalho, a discretizacao do intervalo de tempo [tg, T] é uniforme
com o passo do tempo
T —ty

N )

onde N ¢é o numero de intervalos que dividem [ty,T]. O tempo discretizado

b=

(4-110)

pode ser expresso por

t, =to+nh, n=1.N. (4-111)

O desenvolvimento de esquemas numeéricos que resolvem as SDEs é objeto
de trabalhos recentes (Burrage e Tian, 2000). Os esquemas desenvolvidos

podem ser divididos em trés categorias:

1. Esquemas numéricos de tipo explicito, nos quais, os coeficientes de deriva

e de difusao sao integrados de forma explicita.

2. Esquemas numéricos de tipo semi-implicito, em que o coeficiente de
deriva é integrado implicitamente, porém, o coeficiente de difusao é

explicito.

3. Esquemas numéricos de tipo implicito onde ambos coeficientes de deriva

e de difusao sao implicitos.

Como exposto no Cap. 2, a discretizacdo numérica mais simples para
resolver uma equacao diferencial estocastica é o esquema numérico de Fuler-
Maruyama, que é uma generalizagao estocastica do método de Euler cléssico.

Para descrever o método de Euler escreve-se a SDE como:

do(t) = A[o(t), 8] dt + B(t), 1] dW (1), o(te) = do, tE€ [to,T], (4112)
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Ha trés métodos de discretizagao de Euler:

1. O método de Fuler Ezplicito

¢n+1 - ¢n + A [¢na tn] h+ B [gbm tn] AWn? (4"113>

2. O método de FEuler Semi-implicito

¢n+1 - Cbn + A [¢n+1, tn+1} h + B [¢n7 tn] AWn, (4—114)

3. O método de FEuler Implicito

¢n+1 = (bn + A [¢n+17 thrl] h + B [¢n+17 thrl] AWna (4‘115>

A varidvel aleatéria AW, é normalmente distribuida N (0, v/A) com média

e variancia
E(AW,) =0, (4-116)

E[(AW,)?] = h, (4-117)

Cabe resaltar que todos os esquemas numéricos do tipo Euler que
resolvem as SDEs possuem uma convergéncia de ordem forte igual a 0,5,
(Burrage e Tian, 2000). O método de Euler é o resultado do truncamento de
primeira ordem da expansao estocastica de Taylor (Gardiner, 1990). Expansoes
estocéasticas de Taylor sao obtidas generalizando as expansoes deterministicas
de Taylor e a férmula de It6 (Tian e Burrage, 2001). Da mesma forma
que acontece com as expansoes deterministicas de Taylor na analise das
equagoes diferenciais ordinarias (ODEs), as expansoes estocdsticas de Taylor
possuem um papel fundamental na andlise numérica das equacoes diferenciais
estocasticas (SDEs).

As expansoes estocasticas de Taylor sao diretamente empregadas no
desenvolvimento de esquemas numéricos para resolver SDEs. Um método
derivado do truncamento das expansoes de Taylor é o método de Mils-
tein que para os casos explicito e semi-implicito torna-se, respectivamente,
(Kloeden e Platen,1992).

Gusr = but Aldn, tal At Bl ta] AW, + (BB (g ta] [(AW,)? — 1]
(4-118)

¢n+1 = ¢n + A [¢n+1a tn-i—l] h + B [¢n7 tn] Aan + %(BB/> [¢n7 tn] [(AVVn)2 - h} ;
(4-119)
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onde B" = dB/d¢. Este método é caracterizado por uma convergéncia de
ordem forte igual a 1 (Kloeden e Platen, 1992). Tian e Burrage (2001) partem
dos métodos de Taylor do tipo implicito que resolvem SDEs de acordo a

representagao de It6 [Eq. 4-112], e propoem,

¢n+1 = gbn + (A - BB,) [¢n+17 tn-i-l] h + B [¢n+17 tn-i-l] AWTL (4_120)

O termo de deriva da Eq (4-120) apresenta uma modificagdo com respeito
ao método de Euler Implicito, [Eq. (4-115)]. Este método implicito modificado,
quando aplicado a uma SDE linear com ruido multiplicativo, pode levar a
solugoes numéricas divergentes, o que caracteriza uma instabilidade numérica
e acarreta a propagacao de erros. Esta indesejavel solucao numérica da Eq.
(4-120) em uma SDE linear resulta do termo aleatério.

Para evitar estas instabilidades, Tian e Burrage (2001), modificaram a
contribuicao no termo de deriva do termo estocdstico. Obtém-se assim o

método de Fuler-Taylor Implicito,

¢n+1 = an + A [¢n+1a tn+1] h+ B [¢n+1= tn-i-l] AWH - (BB,) [¢n+17 tn-i-l] (AWR)2
(4-121)
o qual é caracterizado por uma convergéncia de ordem forte igual a 0,5. De

forma similar foi derivado o método de Milstein-Taylor Implicito

¢n+1 = ¢n + A [¢n+1a tn-‘,—l} h
+B [¢n+17 thrl] AWn - %(BB/) [¢n+17 tn+1} [(AWn)2 + h} ) (4'122)

que possui uma convergencia de ordem forte igual a 1. A estabilidade dos
métodos numéricos que resolvem SDEs foi avaliada utilizando uma SDE
linear e com ruido multiplicativo. Os métodos de FEuler-Taylor Implicito e
Milstein-Taylor Implicito possuem, quando comparados aos demais métodos
apresentados nesta secao, as melhores propriedades de estabilidade do tipo
média quadrada.

A complexidade computacional do método de Milstein-Taylor Implicito é
quase a mesma que o método de Fuler-Taylor Implicito. Porém a convergéncia
de ordem forte igual a 1 do método de Milstein-Taylor Implicito é maior do que
a do método de Euler-Taylor Implicito, 0,5. Pelas suas vantagens, o método
de Milstein-Taylor Implicito foi escolhido para solu¢ao numérica do sistema
de equagoes diferenciais estocéticas representadas [Egs. (4-106) e (4-107)].
Acredita-se que esta seja a primeira utilizacao deste método para a resolucao

de problemas de combustao.
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