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Revisao Bibliografica

2.1
Perspectiva Histérica no Desenvolvimento de Modelos de Mistura para
Combustao

Curl (1963), em seu trabalho pioneiro, derivou a func¢ao de densidade de
probabilidade (Probability Density Function, PDF) que tentava descrever o
processo de difusao de um escalar reativo, que foi reescrita posteriormente sob
a forma de modelo estocastico equivalente por Spielman e Levenspiel (1965).

O modelo dinamico para a funcdo densidade de probabilidade (PDF)
postulado por Curl (1963) tinha como objetivo descrever as interacoes entre
particulas de fluido em um sistema liquido bifasico no interior de um reator
quimico. Este modelo assume que as particulas que descrevem as propriedades
no sistema sao de igual tamanho e possuem igual probabilidade de coalescer.
Imediatamente apds a coalescéncia de um par de particulas, duas novas
particulas sao formadas cujos valores das propriedades sao a média das
propriedades das particulas iniciais.

Este processo de coalescéncia e redispersao modela a mistura turbulenta
no fluido. No caso da mistura entre dois fluidos com temperaturas distintas,
este modelo preve que a temperatura média sera atingida inmediatamente apds
a ocorréncia de coalescéncia e redispersao. Porém, de acordo com o processo
fisico da transferéncia de calor por difusao, a temperatura média somente é
atingida para tempos infinitamente grandes. Assim, é facil constatar que o
modelo de Curl fornece resultados que sao fisicamente inaceitaveis (Dopazo,
1979).

Além disso, ao derivar o modelo estocastico equivalente ao modelo de
Curl, demonstra-se facilmente que a PDF do escalar que se mistura é composta
somente de fungoes delta de Dirac (Pope, 1982). O ndmero de fungoes delta
tende ao infinito, porém sem resultar em uma distribuigdo continua (Pope,
1982). Além destas deficiéncias, o modelo de Curl apresenta outras que serao
detalhadas nos capitulos a seguir. Entretanto, este modelo tem servido de base

para o desenvolvimento de modelos de mistura mais sofisticados.
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Os fundamentos da utilizagao do método da PDF no desenvolvimento de
modelos de turbuléncia e de conveccao turbulenta de campos escalares foram
propostos por Lundgren (1967) e Monin (1967) os quais, independentemente,
modelaram a equagao de transporte da funcao de densidade de probabilidade
para a velocidade do escoamento. Esta abordagem consiste na derivagao, a
partir das equacoes de continuidade e de conservacao de quantidade movimento
para um fluido newtoniano, de uma equacao de transporte para a funcao
de densidade de probabilidade em um tnico ponto (uni-ponto) do campo de
velocidade. Esta equacao de transporte da PDF possui termos difusivos e de
gradiente de pressao abertos. Modelos foram propostos para representar estes
termos.

Posteriormente, Hill (1969) derivou a equagao de transporte da fungao de
densidade de probabilidade da concentragao de espécies para um escoamento
turbulento submetido a uma reacao quimica irreversivel de segunda ordem.
Neste caso, o unico termo aberto é o transporte difusivo, o qual representa a
mistura turbulenta do escalar considerado como, por exemplo, fracao massica,
concentracao, temperatura, entalpia, etc.

Dopazo e O’Brien (1974) propuseram um modelo simples para o termo
difusivo da equacao de transporte da funcao de densidade de probabilidade
para um escalar. Este modelo é baseado na estimacao linear da média qua-
drada, (Linear Square Mean Estimation, LMSE). Este modelo de mistura,
possibilita a determinacao da evolucao das espécies quimicas reativas subme-
tidas a um campo turbulento homogéneo.

O Modelo LSME, também conhecido como Modelo de Interacao pela
Troca com a Média (Interaction by Exchange with the Mean, IEM, Correa,
1993), prediz que a forma da PDF de um escalar nao reativo em escoamento
turbulento homogéneo permanece inalterada no tempo durante o processo de
mistura. Conseqiientemente, para uma escolha arbitraria de uma PDF inicial,
sua forma nao apresentara qualquer tipo de relaxacao. Este comportamento in-
correto é resultado do fato que o modelo ITEM nao contém nenhuma informacao
sobre a forma da distribuicao, levando em conta apenas o valor médio do es-
calar (Pope, 1985).

Por outro lado, evidéncias experimentais (Warhaft e Lumley, 1978)
¢ de Simulagdo Numérica Direta (Direct Numerical Simulation, DNS),
(Eswaran e Pope, 1988), sugerem que a PDF de um campo escalar passivo em
turbuléncia homogénea deveria tender assintoticamente a uma forma Gaussi-
ana partindo-se de qualquer distribuicao inicial. O advento da DNS permitiu
estudos da evolucao da PDF de um campo escalar inerte, os quais demons-

traram que a PDF evolui através de uma série de formas “universais” que sao
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similares a uma PDF de tipo Beta. Além disto, mostrou-se que a taxa de dis-
sipacao escalar depende fortemente da distribuicao estatistica do escalar nas
diversas escalas de comprimento das flutuagoes turbulentas. (Fox, 2003).

Dopazo (1979) e Janicka, et al. (1979) propuseram, independentemente,
uma modificagao do modelo de Curl, a qual introduz uma ponderacao ar-
bitraria da evolucao das composicoes das particulas durante o processo de
mistura. Estes autores escolheram trabalhar com uma ponderagao que cor-
responde a uma variavel aleatéria uniformemente distribuida. Este modelo de
mistura foi chamado Modelo Modificado de Curl (MCM).

No caso de turbuléncia homogénea, o Modelo Modificado de Curl
(Dopazo, 1979; Janicka, et al., 1979) fornece uma relaxagao de qualquer PDF
inicial, arbitrariamente escolhida, para uma distribuicao que, em termos quali-
tativos, aproxima-se a Gaussiana. Porém os momentos estatisticos da PDF de
maior ordem que a variancia calculados pelo Modelo Modificado de Curl nao
aproximam os momentos de uma distribuicao Gaussiana, e tendem ao infinito
(Pope, 1982).

Para superar a deficiéncia apresentada pelo Modelo Modificado de Curl,
Pope (1982) desenvolveu um modelo estocdstico melhorado que resulta em
PDF’s que sao mais proximas de uma Gaussiana. O modelo proposto por Pope
¢ similar ao Modelo Modificado de Curl, exceto pela escolha das particulas
a serem misturadas. Esta escolha é realizada por intermédio de uma variavel
aleatéria que descreve o tempo transcorrido entre a mistura de duas particulas.
Para modelar tal processo, define-se uma funcao de distribuicao desta “idade”,
a qual influencia a escolha das particulas a serem misturadas. Com esta técnica,
é possivel obter momentos de ordens superiores mais proximos aos de uma
Gaussiana do que com os modelos precedentes. Porém, este modelo proposto
por Pope (1982), da mesma forma que os demais modelos que envolvem
interacao entre particulas, como o caso dos modelos de Curl Simples e Curl
Modificado, leva a alguns questionamentos relativos a representacao discreta
do processo difusivo, a qual é um fendmenos continuo.

Na procura de modelos que melhor representem os processos difusivos,
Harworth e Pope (1985) propuseram um modelo para representar a PDF da
velocidade para o transporte turbulento como sendo um processo estocastico de
Langevin. Este processo estocastico linear é de natureza Markoviana e descreve
a velocidade de uma particula de fluido submetida a um movimento Browniano
(Gardiner, 1990). O modelo de Langevin fornece bons resultados para o campo
de velocidade e tem sido utilizado na determinacao do transporte difusivo da
velocidade em escoamentos turbulentos homogéneos (Fox, 2003).

Simultaneamente, Pope (1985) propos a utilizagao do Modelo de Lange-
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vin para descrever campos escalares. Com este modelo é possivel garantir que
a relaxacao de uma PDF, de forma inicial arbitraria, ocorra assintoticamente
para uma forma Gaussiana. Porém este modelo, que é baseado no processo
Wiener, o qual descreve o movimento Browniano, pode levar a valores do es-
calar situados fora da faixa de variacao permitida pela fisica do processo de
mistura.

Cabe resaltar que o Modelo de Langevin é constituido de dois termos, o
primeiro, deterministico, descreve o decaimento da variancia e, neste caso, €
modelado pela relaxacao linear em torno da média. O segundo é o termo difu-
sivo aleatdrio, responsavel pela relaxacao da PDF para uma forma Gaussiana
para tempos assintoticamente grandes. (Dopazo, 1994).

Diferentes modelos foram propostos adotando, como base de partida, o
modelo de Langevin. Valino e Dopazo (1990) propuseram um modelo de mis-
tura chamado Modelo Binomial de Amostragem (Binomial Sampling Model).
Em seguida, Valinio e Dopazo (1991) propuseram o Modelo Binomial de Lange-
vin (Binomial Langevin Model). Enquanto o primeiro destes é uma combinagao
do Modelo IEM e de um processo estocdstico de tipo degrau (Jump) resul-
tando assim em uma evolucao discontinua; o segundo envolve uma mudanga
deterministica do IEM e um processo de difusao baseado em uma evolugao
continua nao diferencidvel. Ambos os modelos de mistura fornecem a evolucao
da PDF de um campo escalar passivo inerte qualitativamente e quantitativa-
mente corretos.

Chen et al. (1989) propuseram um modelo de mistura para o fechamento
de um campo escalar denominado Modelo de Modo de Fechamento por
Mapeamento (Maping Closure Mode Model, MCMM ). Pope (1991) interpretou
este modelo em termos de particulas e realizou a sua implementagao estocastica
utilizando o Método de Monte Carlo para um campo escalar passivo. Valino
(1991b) e Valifio e Gao (1992) estenderam a implementagao deste modelo
para um campo escalar reativo. O modelo MCMM realiza o mapeamento de
um campo escalar sobre um campo de referéncia Gaussiano. Este campo de
referéncia é estacionario e a funcao de mapeamento desenvolve-se no tempo.

O modelo MCMM, quando aplicado ao caso de um escalar inerte subme-
tido a um campo turbulento estatisticamente homogéneo e isotrépico, leva a
resultados que sao proximos daqueles obtidos por Eswaran e Pope (1988) por
Simula¢ado Numérica Direta (DNS). O modelo MCMM possui como principal
vantagem ser um modelo de mistura que é local no espaco da composicao, além
de satisfazer os critérios da conservacao da média, da queda da variancia, o
principio da delimitacao, da faixa de variacao do escalar, e relaxagao em direcao

a uma Gaussiana. Porém, este modelo apresenta dificuldades quanto a sua ge-
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neralizagao para campos escalares miltiplo ou reativos, devido a auséncia de
unicidade dos mapeamentos. Além disto, o seu custo computacional é muito
maior do que os demais modelos aqui apresentados.

Sabel " nikov e Gorokhovski (2001) e Soulard et al. (2004) formularam o
Modelo Estendido da Interagdo mediante a Transferéncia com a Média (Ez-
tended Interaction by Exchange with the Mean, EIEM) e o Modelo Estendido
de Langevin (FEztended Langevin Model, ELM). No caso do modelo EIEM,
a modificacao que se faz com respeito ao modelo classico IEM é a substi-
tuicao da frequiéncia de mistura média por um processo estocastico intermi-
tente. Como resultado deste procedimento, as particulas de fluido possuem sua
propria freqiiéncia e comportam-se como se pertencessem a diferentes estrutu-
ras turbulentas.

Da mesma forma que o modelo EIEM, no modelo de mistura FLM a
frequiéncia de mistura média é modificada e o processo estocastico intermitente
que descreve sua distribui¢ao obedece a uma PDF do tipo log-normal. Esta
distribuicao é conhecida por representar a transferéncia estatistica estacionaria
entre as escalas de um espectro turbulento desenvolvido, o qual é usualmente
utilizado para modelar a freqiiéncia do movimento turbulento. (Pope e Chen,
1990).

Na aplicacao do modelo Estendido da Interacao mediante a Transferéncia
com a Média (EIEM), Sabel nikov et al. (2005) implementaram este modelo
para a simulacao numérica da auto-ignicao e a formacao de fuligem em
um processo de combustao pulverizada de éleo Diesel. Os resultados obtidos
foram qualitativamente melhores do que o modelo IEM no que diz respeito
a distribui¢ao da temperatura média durante a autoignicao e a evolugao das
concentracoes maximas de fuligem. Também foi demostrado que a predicao
do atraso de ignicao, da variancia do escalar e das concentracoes de fuligem
podem ser melhorados utilizando-se o modelo EIEM. Porém, ainda nao foi
realizada uma implementacao estocastica do modelo Estendido de Langevin

ELM aplicado a combustao em escoamento turbulento.

2.2
Métodos Numéricos para a Resolucao de Equacoes Diferenciais Es-
tocasticas

Os modelos de mistura que envolvem processos difusivos tais como o
modelo de Langevin, o modelo IEM Estendido (EIEM ) e o Modelo de Langevin
Estendido (FELM) (Sabel  nikov e Gorokhovski, 2001) podem ser interpretados
mediante a utilizagdo da equagao de Fokker-Planck (FP) a qual descreve a

evolugdo temporal da PDF Py(¢,t) de uma varidvel aleatdria de natureza
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Markoviana ¢ (Soulard et al., 2004) e que corresponde a abordagem Euleriana
da variavel aleatéria (Heinz, 2003). A formulagao geral da equagao de Fokker-
Planck é (Gardiner, 1990):

OP, (1), ) ) 1 92

=5y AL UL+ 5575

ot B {B#(t),t] Py(v,t)}. (2-1)

Nesta equagao 1) representa o espaco amostral da varidavel aleatoria ¢, as
fungoes A [o(t),t] e B¢p(t),t] sao chamados coeficientes de deriva (drift) e de
difusdo (diffusive), respectivamente. Se A é uniforme, este coeficiente resulta
em um deslocamento da PDF no espaco da varidvel ¢ com uma velocidade A.
O coeficiente B esta relacionado ao espalhamento da PDF no espago amostral
1.

Porém, quando aplicadas a escoamentos turbulentos reativos, a equacao
de Fokker-Planck descreve a evolugao da PDF conjunta de um grande nimero
de variaveis aleatorias, neste caso, a variavel uni-dimensional, ¢, torna-se multi-
dimensional, ®, a qual faz com que a equacao de Fokker-Planck torne-se
extremamente complicada, até impossivel de resolver (Heinz, 2003). Como
consequencia, sua solucao numérica sé é viavel nos casos em que o nimero
de variaveis aleatorias é pequeno.

Outra forma de escrever os modelos de mistura de Langevin, FIEM
e ELM é mediante o uso das Fquacgoes Diferenciais Estocdsticas (SDE),
que sao equacoes diferenciais que contém termos deterministicos e aleatoérios.
Esta formulagao, equivalente & equacao de Fokker-Planck (Eq. 2-1), pode ser
escrita sob a forma de uma equacao diferencial estocastica, de acordo com a
interpretagao de Itd (Gardiner, 1990):

do(t) = A[g(t), t] dt + {B[o(t), 1]}'/* dW (¢). (2-2)

Nesta equacao, W (t) ¢ uma variavel aleatéria que depende continuamente
de t, e descreve o Movimento Browniano Padrao ou o Processo Wiener Padrao,

a qual deve de satisfazer principalmente trés condi¢oes (Higham, 2001):

1. W(0) = 0 com probabilidade 1.

2. Para 0 < s < t < T a variavel aleatéria dada pelo incremento de
W (t)— W (s) é normalmente distribuida com média zero e variancia t —s;
isto 6, W (t) — W (s) ~ v/t —sN(0,1), onde N(0,1) representa a varidvel
aleatoria normalmente distribuida com média igual a zero e variancia

unitéria.

3. Para0 < s <t <wu<wv<T,osincrementos W(t)—W(s) e W(v)—W(u)

sao independentes.
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A Eq. (2-2) pode ser utilizada para descrever qualquer tipo de processo
difusivo. Foi It6 (1942) quem a formulou pela primeira vez como uma tentativa
de representar processos difusivos, desenvolvendo assim um método probabi-
listico como alternativa ao método analitico empregado na época. Posterior-
mente, [t6 demonstrou que as solugoes destas SDEs descrevem os processos do
tipo Markovianos com trajetorias continuas e desenvolveu o calculo estocastico
para poder estudar estas solucoes. Na atualidade, o calculo de It6 fornece ferra-
mentas que permitem construir processos de difusao como solugoes de equacoes
diferenciais estocasticas (Guerra, 2005).

No entanto, no caso geral, as equagoes diferenciais estocasticas sao
impossiveis de serem resolvidos pelas técnicas analiticas. Somente se conseguem
solugoes para os casos mais simples e restritos. Assim, a alternativa para
se obter solugoes para SDEs é a utilizagao das ferramentas numéricas de
discretizacao, cujo desenvolvimento é objeto de pesquisas recentes.

A principal dificuldade na obtencao de solugoes numéricas das SDEs é
o controle dos erros de discretizacao pois, devido & sua natureza, o termo
difusivo aleatério propaga este tipo de erro. Nos casos de equagoes diferenciais
estocasticas nao lineares, como por exemplo, os que descrevem os modelos de
mistura de Langevin e Langevin Modificado em presenca de combustao, esta
propagacao pode comprometer a solu¢ao numérica.

A avaliacao qualitativa e quantitativa do método numérico para resol-
ver SDEs é baseada nos critérios de convergeéncia e de estabilidade. A con-
vergéncia, em geral, estd associada a eficiéncia do método numérico em obter
solucoes aproximadas com o menor custo computacional. A estabilidade esta
relacionada com a capacidade de representacao das solugoes discretizadas com
respeito as exatas.

Um método numérico possui convergéncia de ordem forte igual a 4 se

existe uma constante K tal que (Higham, 2001):

E ’¢N — ¢<tN)’ < KA. (2—3)

Onde o termo FE representa o valor médio, ¢ é a aproximacao de
¢(ty) no tempo T depois de N passos de tempo uniformes de valor At. A
convergéncia de ordem forte mede a taxa com a qual a “média do erro”do
método numérico decai quando o nimero de passos do tempo N tende para o
infinito, isto é quando At — 0.

Uma alternativa também utilizada que testa a queda da “média dos
erros”’é a convergéncia de ordem fraca. Se diz que um método numérico
apresenta convergéncia de ordem fraca igual a 7, se existe uma constante

K, tal que, para toda funcao, f,
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|Ef(on) — Ef [p(tn)]] < KupAt™, (2-4)

onde a fungdao f na Eq. (2-4) deve de ser do tipo suave e polinomial.
Usualmente, esta fungao f é escolhida da forma mais simples, isto é, como
por exemplo, uma fungao identidade f(¢) = ¢.

O método numérico mais simples para a resolugao de SDEs é o método
de Fuler FEstocastico Ezplicito ou FEuler-Maruyama, que consiste em uma
generalizagao do esquema do tipo Euler Ezplicito (Higham e Kloeden, 2001).
Este método numérico possui uma convergéencia forte de ordem v, = 0,5 e
convergencia fraca de ordem v, = 1, o que revela a fraqueza do método
numérico com respeito ao demais modelos que serao descritos posteriormente.

Além da convergéncia lenta, o método numérico de Euler-Maruyama
apresenta uma regiao de estabilidade extremamente limitada. De fato, s6 é
possivel obter solucoes aceitaveis para casos nos quais as equagoes diferen-
ciais estocasticas sao quase lineares, isto é, quando os coeficientes de deriva
Alp(t),t] e difusao B [¢p(t), t] sao quase constantes. Na maior parte de situagoes
praticas, este método nao é particularmente satisfatério e o uso de métodos
numeéricos que apresentem ordem de convergéncia mais elevada é recomendado
(Kloeden, et al., 2003).

O método de Euler Implicito de resolucao das SDEs, contrariamente
ao do método de Euler Implicito para EDOs, apresenta fortes instabilidades
para valores do passo de tempo relativamente grandes (Milstein et. al, 1998).
Isto acontece devido a natureza do processo Wiener, que pode adotar valores
em toda faixa dos nimeros reais (—oo, +00) no caso de equagoes diferenciais
estocdsticas nas quais ambos os termos, o deterministico e o estocastico, sao
nao lineares (Kloeden e Platen, 1992).

Para superar a dificuldade da instabilidade apresentada pelo método
de Euler Implicito em resolver SDEs, Milstein et. al (1998) propuseram um
método numérico denominado “Método Implicito Balanceado”. Este método
numérico parte do método numérico de Euler-Maruyama ao qual se adiciona
uma implicitude parcial, conseguindo-se desta forma que a propagacgao de erros
oriunda do termo estocastico seja controlavel, quando comparado aos métodos
de Euler Explicito e Implicito.

Porém, este método nao trata de forma implicita o termo deterministico.
No caso dos modelos de mistura de Langevin, EIEM e ELM acoplados a uma
descrigao da combustao pela lei de Arrhenius, é indispensavel tratar a SDE por
método implicito de modo a evitar o aparecimento de instabilidades numéricas.

Burrage e Tian (2001) propuseram um método numérico para resolver
SDEs que sao “rigidas” (Stiff Stochastic Differential Equations), o qual foi de-
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nominado método de Euler Composto. Este método resulta de uma combinacao
do método de Euler Semi-implicito e do método de Euler Implicito. O método
de Euler Composto consiste em definir um critério de estabilidade a cada passo
de tempo que determina a escolha do método numérico a ser utilizado, isto é,
Euler Semi-implicito ou Euler Implicito, garantido desta forma uma regiao de
estabilidade muito maior que a dos métodos anteriormente descritos.

Recentemente, Tian e Burrage (2001) desenvolveram e avaliaram dife-
rentes métodos numéricos do tipo Explicito, Semi-implicito e Implicito para
as Equagoes Diferenciais Estocasticas baseados na sua discretizacao de acordo
com a sua expansao em série de Taylor. A equacdao modelo utilizada para
testar os diferentes métodos numéricos e esquemas de discretizacao foi uma
equacao diferencial estocastica do tipo linear na componente de deriva adi-
cionado de um ruido branco multiplicativo na componente difusiva. Em con-
cordancia com a definigdo proposta por Tian e Burrage (2001), o método de
Fuler-Taylor Implicito é definido a partir de expansao em série de Taylor de
primeira ordem e apresenta uma ordem de convergéncia forte igual a 0,5. O
método de Milstein-Taylor Implicito é obtido a partir da expansao de Taylor
truncada na segunda ordem e apresenta, assim uma ordem de convergéncia do
tipo forte igual a 1.

Os métodos numéricos de Euler-Taylor, Milstein-Taylor, e Taylor foram
assim desenvolvidos para esquemas do tipo implicito. Em seguida, foram ava-
liadas suas respectivas restricoes e propriedades de estabilidade. Os resultados
numéricos reportados por Tian e Burrage (2001) demonstram que os métodos
numéricos de Milstein-Taylor e Euler-Taylor do tipo implicito sao métodos
numéricos promissores para resolucao de equacgoes diferenciais estocasticas nao
lineares, como é o caso das formulacoes estocasticas que envolvem o fenomeno

da combustao.
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