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4
Teoria de pequenas deformacoes

Emulsoes de altas razoes de viscosidades sao freqlientes em diversos pro-
cessos industriais, entre eles a extracao de petréleo em aguas profundas, fa-
bricagao de preparos farmacologicos, fluidos industriais, alimentos industria-
lizados entre outros. Na maior parte das vezes, emulsoes de agua e dleo sao
de altas razoes de viscosidade e sendo esse tipo de mistura comuns na pratica
de laboratério. Uma outra aplicagao relevante de emulsoes de altas razoes de
viscosidade é a modelagao do escoamento de sangue em microvasos.

Neste capitulo serd estudado o problema de se determinar a forma de
uma gota em um escoamento cisalhante, em regimes de pequenas deformacoes
(Oliveira et. al., 2007%). Serao utilizados métodos assintdticos que consideram
pequenas variagoes em relacao a forma esférica, sendo de especial interesse o
limite de altas razoes de viscosidade. Utilizando a teoria apresentada na secao
somada a resultados disponiveis na literatura (Frankel & Acrivos, 1970), a
geometria da gota serd usada para avaliar o tensor de tensoes de uma emulsao
diluida de altas razao de viscosidade. O comportamento reologico desse ma-
terial sera caracterizado por funcoes materiais em escoamentos viscométricos
tipicos, como o cisalhamento simples e oscilatorio. O regime viscoeldstco nao-
linear é explorado e um teoria quasi-linear é proposta para prever efeito de
modulos elasticos e viscosos generalizados, associados a viscosidade e dife-
rencgas de tensoes normais. O escoamento unidirecional de uma emulsao diluida
de alta razao de viscosidades em um tubo liso serd considerado, chegando-se a

expressoes para a viscosidade aparente e o fator de atrito.

4.1
Teoria assintética de primeira ordem

Considera-se, neste trabalho, que a primeira ordem de deformacao de
uma gota devido a acao do escoamento ¢ aquela calculada quando as condicoes
de contorno sao aplicadas sobre a gota nao-deformada (esfera). No entanto,

apenas para o calculo da curvatura média considera-se um pequeno desvio
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da forma esférica (Schowalter et. al., 1968). No cdlculo do tensor de tensoes
médio para emulsao de altas razoes de viscosidade, também sao considerados
termos O(1/\) provenientes da aplicacao das condigoes de contorno sobre a

gota deformada.

4.1.1
Equacao evolutiva para a forma da gota

Considere um fluido newtoniano de viscosidade p e massa especifica p
que constitui a fase continua da emulsao. Imersa na fase continua, ha uma
gota, também de fluido newtoniano, de viscosidade Ay e massa especifica p,
conforme a ilustragao mostrada na figurald.Il O coeficiente de tensao superficial
da superficie S é representado por o. Levando-se em consideracao as dimensoes
tipicas de gotas em emulsoes e as escalas caracteristicas ja discutidas no
capitulo 2| considera-se que o escoamento na escala das gotas é livre de inércia

(Re < 1) e as gotas sdo nao-brownianas (Pe, > 1).

7

S\

L, P

Figura 4.1: Nomenclatura do escoamento na escala da gota. Considere-se que
as fases continua e dispersa tém mesma massa especifica.

Uma série de Taylor nas vizinhancas da gota aproxima o escoamento nao-

perturbado u., por

1
Uso () = u(0) + Vu(0) - x + §VV'U,(O) g 2 (4-1)
Seja uma adimensionalizagao de (4=I)) feita de acordo com (E=2), abaixo,

- ~ _ ~_ V
ZI)ZE, t=79t u= u , e Vu = .u. (4-2)
a a’ye Ye

Considere ainda que, nesse contexto, a taxa de cisalhamento caracteristica é

definida como 4, = U, /¢, em que Uy e £ sao escalas de velocidade e comprimento

do escoamento local. Dessa forma, é possivel mostrar que
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a
l
Desde que a/¢ < 1, desprezando-se termos O(a?/¢?) segue que

oo (@) = 6(0) + ( )%a(o)-i+%(%)2%%(0) FE ... (43)

Uso(x) ~ u(0) + Vu(0) - x. (4-4)
Na auseéncia de forcas de campo e inércia agindo sobre a particula, pode-
se concluir, pelo postulado da segunda lei Newton, que também a forga
hidrodinamica é nula nesse escoamento. Como ja observado na secao [2.2]
em escoamentos de Stokes, a forca hidrodinamica ¢é proporcional a velocidade
relativa entre a particula e o fluido. Dessa forma, F « U — u(0), em que
U e u(0) sdo as velocidades da gota e do escoamento na posi¢cdo ocupada
pela gota, respectivamente. Como F' = 0, entdo U =~ u(0), indicando que
a gota é convectada pelo escoamento do fluido ambiente. Considerando que
um sistema de referéncia que translada com a particula é o mais apropriado
para se descrever o problema em questao e que, nesse sistema, U = 0, entao
u(0) =~ 0 e o campo de velocidade do escoamento nao-perturbado fica escrito
na forma (Stone, 1994)

Ux(z) =Vu -,

ou ainda,

U = (E+ W) x, (4-5)
em que E e W sao as partes simétrica e anti-simétrica do tensor gradiente de
velocidade, respectivamente.

Desejamos examinar a distor¢cao de primeira ordem causada pelo escoa-
mento 4>, em um gota viscosa livre de inércia. Para isso é importante obter
uma equacgao para descrever a superficie da gota. Em um contexto de pequenas
deformagoes temos que r(t) = a + or(t), em que dr(t) é variagao da forma da
gota em relacdo a esfera. Da Mecanica dos Meios Continuos dr(t) temos que
or(t) = ea, em que e é a elongagdo normal , definida como sendo

ds — ds,
T ds,

em que ds, e ds sao comprimentos de arcos materiais diferenciais antes e

e

(4-6)

depois da deformagao, respectivamente (Lai et. al., 1974). Fisicamente, e
significa a elongacao normal por unidade de comprimento, sofrida por um arco
material em um processo de deformacao. Dessa forma, um arco inicialmente
com comprimento a sofre uma variagao de comprimento e a. Para calcular e

partimos da lei de deformacao de um arco material qualquer segundo a qual
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dx = F - dx,, em que dx e dx, sao arcos materiais de comprimento ds e ds,,
respectivamente, e F é o tensor gradiente de deformacdo cujas componentes

sao F;; = Ox;/0x,;. Sendo r = /& -x e r, = /T, - T,, podemos escrever
J y) ’

Pigs=F Tous,=2yp=x.%
r o r Ty
ou ainda
) T, . ox
—=F L2 m, (4_7)
T r

em que 1 = ds/ds, é a elongagao. Sabendo que x, - x,/r?> = 1, e usado a
equagao ([E=1)), é possivel mostrar que

-1/2
n = <§ .B L. E) ’ (4—8)
r T

em que B = F - F' e FT é a transposta de F. Por conveniéncia, definindo
A = (1/2)(I — B™"), a equagdo (@) pode ser escrita na forma
~1/2
n:<1—zf.A-E> , (4-9)
r r
tal que uma série binomiall pode ser usada para expandir 7 (j& que estamos
admitindo um regime de pequenas deformagoes e ||A|| < 1). Procedendo dessa

maneira, obtemos

r 3xzx:AA:zxx
- -

xr

A relagao entre 1 e e pode ser estabelecida a partir da definigao (=0,

tal que n = e+ 1. Sendo r(t) = a+ ér(t) = a+ae = a(e + 1) = an, podemos

definir a equagao da superficie da gota como S(t) = r(t) — an, de forma que

(4-11)

Suy_mw—a(1+m'A'm §mm‘AA‘mm+.”).

72 2 rd

E possivel mostrar que A é positivo definido e simétrico. Podemos ainda
escrever, no contexto de pequenas deformagoes, que A = eH, em que || H|| ~ 1.
O parametro € tem diferentes definicoes dependendo do limite assintético em
que se trabalha. No caso de escoamentos fracos (taxas de cisalhamento pequena
em relagdo a tensdo superficial) pode ser identificado como sendo o nimero
de capilaridade, por exemplo. No limite de altas razoes de viscosidade, tal
que A > 1, temos que ¢ = A~!. Nesse caso, ||A] ~ A™' <« 1, de sorte
que a deformacao causada pelo escoamento na gota esférica é pequena. A
medida que avangamos no limite de A > 1 a gota tende a mover-se como
um corpo rigido imerso no escoamento (Z7.2). Portanto, essa passa a girar

rapidamente com vorticidade préoxima do escoamento w*. Dessa maneira,

1
1(17x)71/2:1+§x+gz2+...
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antes que as deformacoes sofridas pela gota no quadrante extensional do
cisalhamento tornem-se significativas, a particula gira e passa para o quadrante
compressional. Em outras palavras, o tempo para a gota deformar 7, =
(1 + X\)/4. é muito maior do que o tempo de rotagao 7, = . '. De fato, a
razao entre esses dois tempos caracteristicos 7;/7, = (1 + \), ou, no caso de
A > 1, simplesmente 7,/7, ~ A. A figura (£.2)) mostra de forma esquemética
0 mecanismo responsavel pelo comportamento dinamico de gotas de altos A e
numero de capilaridade arbitrario que restringe a gota a pequenas deformagoes.

Esse processo da origem a um mecanismo de restauracao da forma da gota que

~_ ¥ rt) =1 +n-€An

Escoamento
produz distor¢ao A

A gota’e comprimida

voltando a forma 2 QflOta ed
inicial esferica eformada
Quadrante
rsaton extensiona
compressional ~___ 4 >
Ao mesmo tempo
a gota gira pela
acao da vorticidade
do escoamento
~ y

Figura 4.2: Representacao esquematica do mecanismo de deformacao de gotas
em uma emulsao de alta razao de viscosidade.

evita que as deformagoes cresgam em escoamentos cisalhantes, mesmo em altos
nimero de capilaridade (Rallison, 1980). Esse mecanismo s6 estd presente em
escoamento rotacionais, ja que baseia-se na rotacao da gota com velocidade
angular proxima a do escoamento.

O tensor distorcao A define a geometria da gota. Sendo assim, para de-
terminar a evolucao temporal da distorcao, utiliza-se a condi¢ao de contorno
cinemdtica na superficie da particula, tal que DS(t)/Dt = 0. Esse condigao
deriva diretamente da hipotese do continuo, tal que uma superficie material
é sempre constituida das mesmas particulas durante todas as fases do movi-
mento. Assim, considerando apenas os termos O(1) e O(¢e) da equacao ([F=11))

temos que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321171/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0321171/CA

Capitulo 4. Teoria de pequenas deformagcbes 96

Dr D rx T
_ T A ) —0 4-12
Dt “Di (r r ’ (4-12)
em que D/Dt = 9/0t + u -V é o operador derivada material. Temos que

Dr/Dt = D(y/x-x)/Dt = (x/r)- Dx/Dt = (x/r) - u®, em que u® é a
velocidade avaliada na superficie da gota. Considerando que & /r é um vetor
unitario, sua derivada temporal é calculada por (Goldstein et. al., 2002)

D (2= w19
em que w, é a velocidade angular a que estd submetido o vetor & /r. Para gotas
de altas razoes de viscosidade sua velocidade de angular é aproximadamente
igual & do escoamento nao-perturbado. Nesse caso, w, X &/r &~ w X x/r =
W - /r, em que w representa a velocidade angular de 4. Substituindo esses
resultados em (@=I12]) e observando-se a regra do produto para derivacao de

funcoes vetoriais, segue que

dlw.Toa 2,2 DA 2 T
r r r Dt r r r r
T €T Ny ; T p ,
Desde que W - — = —— - W ja que W ¢ anti-simétrico, é possivel mostrar
r r
que
x (DA T =«
— =W -A+A- W | . —=—-u". 4-14
“ (Dt * ) roor v ( )

Na equacao ([4=14) podemos identificar a derivada co-rotativa de Jaumman de
A (Bird et.al., 1987),

@@—?:%—W~A+A~W, (4-15)
que pode ser interpretada como a taxa de variacao de A observada de um
referencial que translada e gira com a particula. Considerando que em gotas
de altas razoes de viscosidade, sujeitas a escoamentos rotacionais, a/r = 1,
podemos escrever a equacao para a condicao cinematica da superficie de forma

mais compacta

x — - x=x u’ (4-16)

A equagao ([E=I0) é uma equagao evolutiva para A em fungao da veloci-

dade na superficie da gota. Assim sendo, é necessario encontrar uma expressao
para u°. Para isso, constréi-se uma solucao para o campo de velocidade sobre

a superficie da gota pela superposicao de fungoes harmonicas esféricas (Lamb

(1932) & Leal (1992)) de maneira que
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3 3

u = E-w+W~m+a—3dxw+a—5(a:-B-a:)w
T r
2a° 5a°
+ FC-az—F(a}-C-w)w, (4-17)
tal que
(- n)— = —pn+2{E-n+[B-n—-4(n B -n)n|
+ [-8C - -n+20(n-C - -n)n—3D x nl}, (4-18)

se x € V', ou seja, para o escoamento externo a gota, e

5r? 2
u:wXw+G-w+?F-w—?(w-F-w)w, (4-19)

tal que

(0 -n)|rmqg = —pan +2\u{G -n+ [8F -n— (19/2)(n- F - n)n|} (4-20)

se ¢ € V, ou seja, para o escoamento interno a gota. Nas equagoes ([=IT) a
@=20), E ¢ o tensor taxa de deformacao do escoamento nao-perturbado e V'
¢ o volume da gota. Os tensores B, C, F e G ¢ os vetores d e w devem ser
determinados em funcao das condigoes de contorno. Assim sendo, consideremos

as seguintes condigoes de contorno na superficie da gota nao-deformada:

s

(1) Continuidade de velocidades: [u]® = 0, em que a notacao | ]° indica salto

de propriedades através da superficie;

(i7) Continuidade de tensdes tangenciais: [(o-n)]” = Af, em que Af
representa o salto de tensoes através da superficie. No presente trabalho
o salto de tensdes tangenciais é tal que Af- (I —nn) = 0. Essa hipdtese
estd ligada a auséncia de gradiente de concentragao de tensoativos
ou de diferencas de temperatura na superficie da gota. Em outras
palavras, podemos nos referir a essa condi¢ao como aquela em que mesmo
na presenca de tensoativos existe um rapido equilibrio das particulas
surfactantes sobre a superficie, em comparacao com uma escala de
tempo do escoamento. De outra forma, se 7,0 ~ 4.! é um tempo
caracteristico do escoamento e 73 ~ pa/Ac é uma escala de tempo

associada a redistribuicao do surfactante sobre a superficie da gota, entao
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Ma = 75/Ty < 1, em que Ma = pa’y/Ac é um grupo adimensional

conhecido na literatura como ntimero de Marangoni.

(¢73) Salto de tensoes normais devido a tensao superficial: [n-(o-n)|* = Af-n.
Para gotas isotérmicas com concentracao uniforme de surfactantes é
véalida a equacao Af = o(V*-n)n, em que V? é o gradiente projetado na
superficie, definido por V* = (I —nn) -V, e 0 é o coeficiente de tensao
superficial. Uma descricao detalhada do calculo da equacao constitutiva
para Af, levando-se em consideracao o efeito de membrana co tensao

superficial, é apresentada na apéndice [A4]

Em uma analise de pequenas deformagoes de primeira ordem, os termos
envolvidos no célculo das condig¢oes de contorno sao todos avaliados sobre a
superficie da gota esférica. Dessa forma, * = an e r = a, em geral. A tUnica
excecao ¢ o termo Af - n, em efeitos de primeira ordem da deformacao da
gota sao incluidos. Nesse caso, para o calculo da curvatura média dada por
R = (1/2)V?® - n, considera-se a gota deformada segundo a equacao (E=11)
obtendo

1 2
Fe-d —2-A-x 4-21
R a+a3w x (4-21)

Finalmente, apds a aplica¢ao das condigoes de contorno (), (i7) e (ii7) obtemos

5 g0 400+
22 +3 pa (19X +16)(21 + 3)

uw=W.x+ Az (4-22)

Visando o limite assintético de altas razoes de viscosidade, as funcoes racionais
de X sao expandidas usando-se séries de poténcia de 1/A. Truncando essas séries
nos termos de primeira ordem obtém-se 5/(2A+3) ~ 5/(2X) e 40(A+1) /[(19A+
16)(2X + 3)] ~20/(19A) e a equacao (4=22)) pode ser reescrita como

s 5 o
u’ = <W+ 2)\E i CA) x. (4-23)

em que ¢ = 20/19. Sabendo que - W - = W : xzx = 0, jd que xx é um

tensor simétrico e W é anti-simétrico, e fazendo & = an, mostra-se que

DA 5 o

—=—FE— —cA. 4-24
Dt 2\ Aja ( )

Vale lembrar que A é homogéneo sobre a superficie da gota. Sendo assim,

VA = 0 e a derivada convectiva do tensor distor¢io DA/Dt recupera a sua

derivada ordinaria dA/dt. A equagao evolutiva para a forma da superficie da

gota pode ser entao escrita como

dA 5 o
A _woa-Aawt+—-E-" cA 42
a = W E ¢ (4-25)
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Para adimensionalizar a equagao ({=25), utilizamos o tempo caracteristico
de relaxacao da gota 7, = apu./o, em que p. = Au. Sendo a escala caracteristica

do gradiente de velocidade 7., a forma adimensional de ([4-27)) fica

% =CaW-A—CayA-W + % Ca E — cA, (4-26)
em que Cay = 4./(Apac) é o ntimero de capilaridade, t = t/7,, W = W /4.
e E = E/%.. Do ponto de vista matematico (Z=26) é um sistema equacoes
diferenciais ordinarias linear. A presenca dos termos CaAﬁ; -AeCayA- w
faz com que esse sistema seja, em geral, acoplado. Dessa forma, técnicas de
diagonalizagao sao necessaria para se chegar a sua solugao. Fisicamente, os

termos da equacao ([A=20) podem ser interpretados da seguinte maneira:

o CayW - A e CayA-W: termos associados a rotacao da gota devido a
acao da vorticidade do escoamento. Dessa forma, as deformagoes ficam
restritas a pequenos desvios em relacao a esfera, ainda que em altas taxas

de cisalhamento;
5

° N C’aAlNU : Termo de deformacao da gota pela acao do escoamento nao-

perturbado;

e cA: Termo de relaxagao da forma da gota pela acao da tensao superficial.

Mais uma vez, vale comentar que o numero de capilaridade é um grupo
adimensional que pode ser definido como a razao entre um tempo caracteristico
de relaxagao devido a tensao superficial 7, ~ Apa/o e um tempo caracteristico
do escoamento nao-perturbado 7. ~ 1/4.. Nota-se que Cay é um parametro
equivalente ao niimero de Deborah, De, que representa justamente a razao entre
um tempo caracteristico de relaxagao do material e um tempo representativo
do escoamento. De outra forma, o niimero de capilaridade pode ser visto como

a taxa de cisalhamento adimensionalizada por 7.

4.1.2
Tensao induzida pela fase dispersa

Considera-se nesta secao o problema de se determinar a tensao induzida
pelas particulas da fase dispersa em uma emulsao vista como um fluido
continuo homogéneo equivalente. Para isso seja a representacao integral da
equacao para a tensao induzida por uma gota no fluido ambiente dada pela

equagao (2=113)), repetida a seguir por conveniéncia

Sa:/ o -nx — p(un + nu)dS.
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A tensao induzida por uma gota pode ser calcula pela integral em (2
[M13)) sobre S* ou qualquer outra superficie que englobe a gota e que nao
contenha outras particulas (Batchelor, 1970). Isso vale inclusive para emulsoes
concentradas. No caso de emulsoes diluidas, temos que o espagcamento médio
entre as gotas, 0, é tal que & ~ ap~'/3. Dessa forma, se ¢ < 1, temos que o
disturbio de velocidade provocado por uma gota nao altera o escoamento nas
vizinhangas de outras gotas. Em outras palavras, o escoamento proximo a uma

particula é independente das demais, conforme ilustra a figura (Z3).

Figura 4.3: Representacao de uma emulsao diluida. Nesse caso, é possivel
definir S* tal que os distirbios de velocidade provocados pelas demais gotas
nao sejam percebidos.

Escolhendo uma superficie esférica de raio R, temos que un = nu, de

forma que/ o-nr—u(unt+nu)dS :/ o-nr—2unudsS. Para determinar

oo

os termos do integrando utilizamos mais uma vez a solucao de Lamb, escrita em
termos de fungoes vetoriais harmonicas, dada por [#=I7) e [#=18), de maneira

que

oc-nx = 2uB-nx (;—2) — 8u(B : xx)nx (;—35) +...  (4-27)
a? a’
2uun = 2u(B:xx)rn (ﬁ) +4uC - xn (ﬁ)
a3
— 10p(C : zx)xn (ﬁ) + ... (4-28)

Desde que a superficie S é esférica, temos que * = Rn, em que R é
o raio da esfera cuja superficie é S*>°. Assim, como os tensores B e C sao
constantes, as integrais podem ser calculadas utilizando-se das relagoes de

ortogonalidade
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4 2
/ nin; dS = WTR&‘]',

47t R?
niningny dS = 1—5(5z’j5kl + 0ir0j1 + dadji), (4-29)
em que 0;; é o delta de Kronecker. A diluigao da emulsao deve ser tal que a
superficie S possa ser definida de tal forma que os termos O(R™!) possam

ser desprezados. Seguindo esse procedimento, mostra-se que

4
S, =—2u (gm?’) B, (4-30)
em que B é um tensor de forma que aparece na solugao de Lamb do escoamento
de Stokes com simetria esférica. O tensor de forma B foi determinado por
Frankel & Acrivos (1970) como sendo

5(A—1) 4 o 30(\ — 1)2
2 +3)"  (2A+3)pa’ T(2A+3)?

B=— FlA, E], (4-31)
em que FIAJE|=A-E+FE-A— g(A : E)I. Vale a pena ressaltar que
a expressao de Frankel & Acrivos para B leva em consideracao condicoes
de contorno de gota deformada e nao apenas sobre r = a. Além disso, sua
definicao ¢é tal que o volume da gota é preservado e a invariancia em relagao
a uma mudanca de referencial é observada, obedecendo assim o principio da
objetividade (Slattery, 1972). No contexto da teoria de pequenas deformagoes
no limite de alta razao de viscosidade, as funcoes radicais de \ devem ser
expandidas em séries de 1/\, como j& se fez em (4=22]). Assim sendo, temos
que 5(A—=1)/(2A+3) ~ 5/2—25/(4N), 4/(2A+3) ~ 2/X e 30(A—1)?/T(2A+3)* ~
15/14. Vale comentar que no caso do coeficiente da terceira parcela do segundo
membro da equacao ([=3T]), a série de poténcia é truncada no termo O(A™!)
uma vez que F[A, E] j4 ¢ O(A7!). O mesmo nao acontece com a segunda
parcela em virtude da definicao do ntimero de capilaridade. A expressao para

B reduz-se

5 25 o 15

Sabemos da equacio 2-I12) que o = n(1/N)SY | S,. Para uma
emulsdo monodispersa, tal que (1/N) Zg:1 S, = S,, lembrando que nesse
caso n = 3¢/(4ra?) e considerando a equacao ([=30), segue que a tensio extra,

induzida pela fase dispersa da emulsao é dada por

25 o 15
4= ——~|E+4—A+_—FIAE 4-
o=on|(s-D)Bralar Pram). e
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ou, na forma adimensional,

~d
(o 25\ —~ 15 ~
— =(5—=—=)E+4Ca;'A+ = F|A E 4-34
3 (5 2)\) +4Ca," A + - FlA, E|, (4-34)

em que &% = o/ (1i,).
O modelo constitutivo completo de uma emulsao utilizado neste trabalho
é, portanto, um modelo de duas equacoes, respectivamente, (4-20]) e (4=34)).

Para se ter uma visao geral do mesmo, essas equacoes sao repetidas a seguir.

dA ~ — ~
E—C’a,\W~A—Ca,\A-W—I—%Ca)\E— CA,

) (4-35)
7 - (5 - §) B44Ca'A+ 2 FlAB)
10) 2\ 7

A equagao ([4-20]) estd vinculada ao escoamento na microestrutura da emulsao.
E essa equacao que computa as informagcoes da escala interna do material, onde
o escoamento é visto como bi-fasico. No presente caso, tais informacoes sao
traduzidas no tensor distor¢ao A. A equacao (4-34]) prové uma representacao
média dos efeitos microhidrodinamicos no escoamento da emulsao, fazendo a
ligacao entre a micro e a macroescala. Nessa concepcao, a emulsao ¢é vista
como um fluido continuo equivalente. Aqui é possivel estabelecer um paralelo
bastante claro entre a teoria assintética e o Método Integral de Contorno,
desenvolvido nos capitulos @ e[3l Nesse caso, a solu¢ao numérica do escoamento
sobre a superficie da gota faz o papel da equagao (4=26]). A integra¢do numérica
do tensor de tensoes da fase dispersa, dada por (2-130)) e (2-135), faz o papel
da equacao ([@=34). Em geral, a aplicacdo do modelo (F=35]) inicia-se com a
solucao da equacao de forma da superficie e determinagao das componentes
de A como fungao de Vu, A e Cay. Essa solugao é entao utilizada como
parametro de entrada para o calculo da tensao induzida pela fase dispersa. No
entanto, ha situagdes em que solugdes simultaneas sdo necessarias (escoamento
de Poiseuille, por exemplo). Ambas as situagoes sao abordadas nos tépicos

seguintes.

4.2
Emulsao diluida em baixos nimeros de capilaridade

Para aliviar a notacao do texto, deste ponto em diante a indicagao de
variavel adimensional pelo til sera suprimida. Fica entao sub-entendido que to-

das as grandezas sao adimensionais, a menos que seja indicado explicitamente
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o contrario.

No caso de emulsoes escoando em regimes de baixas taxas de cisalha-
mento, o modelo (4=35)) fica modificado em alguns aspectos. O parametro pe-
queno da analise ¢ o niimero de capilaridade, C'a, e nao mais o inverso da razao
de viscosidade, 1/\. Dessa forma, as expansoes em séries dos coeficientes raci-
onais (fungoes de \) nas equagoes da forma da gota e da tensao induzida pela
fase dispersa nao devem ser feitas, uma vez que A é arbitrario nessa teoria. O
tempo de relaxagao da gota é calculado usando a viscosidade da fase dispersa,
de forma que o nimero de capilaridade representativo desse escoamento é Ca
e ndo Cay = ACa. Como agora ||A|| ~ Ca, na equagao da forma da gota os
termos CaW - A e CaA-W sao O(Ca?) e devem desprezados. Na equagdo da
tensao induzida pela fase dispersa, o termo F[A, E| é proveniente da aplicac¢ao
de condigoes de contorno sobre a superficie da gota ja deformada (Frankel &
Acrivos, 1970), devendo também ser desprezado. De outra forma, se a tensao
for adimensionalizada por o/a terfamos o = Cao®. Nesse caso, temos que
CaF[A,E] ~ O(Ca?). Levando em conta as consideragoes anteriores, um
modelo constitutivo de emulsoes diluidas, em regimes de baixos nimeros de

capilaridade, pode ser escrito como

dA

pr J1CaE — f2A, (4-36)

o .

? = glE + QQCG A, (4—37)
em que o tempo é adimensionalizado por 7, = pa/o, fi = 5/(2\ + 3),

fo=40(A+1)/[(19N+16)(2A + 3)], g1 = 10(A = 1)/(2A 4+ 3), g2 = 8/(2A + 3)
e 0 ¢ E sao definidos como na secao anterior. Vale lembrar que nesse regime
de escoamento o modelo é vélido também para emulsoes polidispersas como
discutido na segao 210 A equacao (E=30]) define um sistema de equagoes
diferenciais para as componentes do tensor A. Trata-se de um problema linear
e desacoplado, cuja solucao pode ser determinada por métodos convencionais
de solucao de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem
(Boice & DiPrima, 1997). Considerando uma gota inicialmente esférica, tal que

A(0) = 0, é possivel mostrar que

A=fCaB (1), (4-38)
em que f3 = fi/fo = (19X + 16)/[8(\ + 1)]. Tomando apenas a resposta
permanente, tal que t — oo, obtemos A = f3Ca E. Esse resultado também
pode ser diretamente verificado fazendo dA/dt = 0 em ([4=30). A partir

dos autovalores e autovetores, {«;,v;}, do tensor A é possivel determinar a
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deformacgao e a orientacao da gota em relagdo ao escoamento. Sabemos da
equagao da superficie, adimensionalizada pelo raio da gota nao-deformada, que
r=14ax-A-x. Sendo A - v, = q;v;, em x = v; temos que r = 1 + q;v; - v;.
Desde que v; - v; = 1 (j4 que & - & = 1), temos que na diregao dos autovetores
de A, r = 14 «;. Em um escoamento cisalhante simples, por exemplo, em que

E = (eje; + eseq) /2, apds os transientes iniciais temos que

ap = ]‘/2f30a7 U1 :el+62a
Qg — —]./2f3 CCL, Vo = —e; + es.

O angulo 6 entre a gota e a dire¢io do escoamento é 6 = cos ' (v; - e1/||v1]|) =

(4-39)

7/4, recuperando o resultado de Taylor (1934). Note que a inclinagao da gota
em relacao ao escoamento nao depende do tempo. Considerando os autovalores
de a1 e ay podemos concluir que o semi-eixo maior da gota é L =1+ a; e o
semi-eixo menor, B = 1+ 5. Dessa forma, observando a definicao de Dy feita
em (B-13)), temos que Dy = 1/2f5 Ca, ou ainda

19X\ + 16

1A+ 16
mais uma vez recuperando o resultado de Taylor (1934).

T (4-40)
A tensao induzida pela fase dispersa da emulsdo é determinada
substituindo-se a solu¢do de A em (4=37)). Considerando apenas a resposta

permanente, obtemos

5/2A+1
d
=2 E 4-41
ol =20 (M2 B, (@41
ou ainda, para o tensor de tensoes completo da emulsao,
5/2A+1
=-—pl+2]|1 —— || E. 4-42
] (442

Na equagao (4-42)) identificamos entre colchetes a viscosidade de Taylor,

pr, (Taylor, 1932) adimensionalizada pela viscosidade da fase continua, de

pr =1+ (5&”%11) | (4-43)

Podemos concluir de ([@=42)) que a tnica contribui¢ao da fase dispersa da

maneira que

emulsao em regimes de baixos capilaridades é um aumento em sua viscosidade
efetiva. Efeitos nao-lineares como dependéncia da viscosidade com a taxa de
cisalhamento e diferencas de tensdes normais nao sao previstos pelo modelo.
Vale comentar que se tomarmos o limite de A — oo em (4=43]), obtemos o
famoso resultado de Einstein (1906) para a viscosidade de suspensoes diluidas

de esferas rigidas que em termos dimensionais é dada por

fig = i (1 + ;b) , (4-44)
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em que pg é conhecida na literatura como viscosidade de Einstein . Em adicao,
quando A — 0, segue que pur = 1+ ¢, que corresponde a um regime de

suspensao diluida de bolhas inviscidas.

4.3
Emulsao diluida de altas razoes de viscosidade em cisalhamento perma-
nente

A partir desse ponto retornamos a um contexto de emulsoes de altas
razoes de viscosidade no qual aplica-se o modelo (4=3]). Nesta segao, sera
estudado o comportamento de uma emulsao diluida sujeita a um escoamento
cisalhante simples. Definindo o vetor unitario na direcao do escoamento
como sendo e; e o vetor unitario na direcao do gradiente de velocidade
como ey, temos que os tensores taxa de deformacao e vorticidade sao dados,
respectivamente, por E = 1/2(eje; + eze;) e W = 1/2(eje; — ezeq). Usando
esses tensores na equagao da forma da gota (4=20]), obtemos o sistema de

equagoes diferenciais ordindrias para as componentes de A dado por (4=45)).

( dA
dtll = —CA11 + Ca)\AIQ
dA Ca Ca 5Ca
dt12 = — 2AA11 —cApp + T/\Am + 4/\/\ (4-45)
dA
\ dtzz = —CayAip — cAyp

Diferentemente do sistema de equagoes representado pela equagao (=30),
o sistema (4-43]) é acoplado. Para obtermos uma solugdo para esse problema

diferencial convém escrevé-lo de forma compacta como

y:T'y+T, (4_46)
em que y = (A, Aj2, Az), ¥ é a derivada temporal de y, r = (0, 5Cay/(41),0)

e

—c Cay 0
CCL)\ CCL)\

T=| =222 _ ZA 4-47
5 ¢ = (4-47)
0 —Ca, —c

O procedimento de desacoplamento do sistema de EDO’s (4=43]) é moti-
vado pela diagonalizacao de T'. Para isso, seja M uma matriz cujas colunas

sao os autovetores de T' e M ™! sua inversa2. Dessa forma, pré-multiplicando

1 -1 -1 1 2 0 2
2Para referéncia: M = | 0 —i i e M~ = 1 -1 27 1
1 1 1 -1 —-2¢ 1
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a equacio (A=46) por M ' obtemos

M'y=M"'T M -M'y+M"' r (4-48)

1
Definindo s = M™'-yez=M"'.7 esabendoque D=M""'-T -Mé
diagonal por defini¢ao (Lima, 1996), o sistema transformado pela matriz modal

fica s = D - s + z. Na forma expandida tem-se

S1 = —csy
So = (—c+iCay)se + 5i/(8X)Cay (4-49)
s3 = (—c —iCay)s3 — 5i/(8\)Cay,

em que i = /-1 é a unidade imagindria. No espaco reciproco (apés a

transformagao modal) o sistema resultante torna-se desacoplado e a solugao do
mesmo pode ser obtida separadamente para cada equacao. Sendo a condi¢ao

inicial y(0) = 0, tal que s(0) = 0 chega-se a s1(t) = 0,

5Cax(ic — Cay) —(c—iCay)t
N [_1 A } 4-50
s2(t) 8\ (¢ + Cal) te (4-50)
e
5Cay(ic+ Cay) [ —(c+1iCay)t
f) = 1 A ] . 4-51
W)= "Nerew) 1 (451)
Pela definicao de s sabe-se que y = M - s, tal que y; = s — s9 — s3,
Yo = —iSo + 1S3 € Y3 = S1 + S + s3. Dessa forma, apds alguma manipulacao

algébrica, e lembrando que y = (Ay1, A1z, Ags), é possivel mostrar que

50@)\ —c —c

Ay = m [Ca,\ +ce “sen(Cayt) — Caye “'cos(Cay t)}
50@,\ —ct —ct

A, = —————2——[c+ Caye “sen(Cayt) — ce cos(Cayt)] (4-52)

4N+ Ca3)

e Ay = —Aj;. Analisado as equacgoes ([4=52)) podemos concluir que os termos
trasientes dependem do nuimero de capilaridade, de forma que quanto mais
intenso o cisalhamento (maiores capilaridades) mais tempo é necessario para
se atingir um regime estacionario de deformacao. A resposta permanente é

obtida tomado o limite ¢ — oo. Nesse caso obtemos

A = 5Ca3
H AN+ Ca3)’
A, = —cCa (4-53)

AN+ Ca3)’

ou ainda, em notacao matricial
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5 Cay Cay c
A= - "7 ) 4-54
IN(AE+Ca3) | ¢ —Cay (54)
Os autovetores e autovalores de A nesse caso sao
9D Cay . 2
ay = ﬁTO@’ v, = [(C’a)\/c) + /(Cay/c)® + 1] e; + ey,
(4-55)
. ) OCL)\ . 2
TN et Ca3’ v [(CGA/C) —v(Cafer+ 1] erv e

de sorte que Dy = A partir dessa expressao para a deformacao

5 Cay

nyaron
de Taylor, podemos inferir que se C'ay — oo, entao Dy — % A respeito da
orientacao da gota em relagao ao escoamento, se C'ay — 0, entao v; — e; + ey
e § — 7w/4. J4 no limite Cay — oo, temos que vy — (2Ca,/c) ey, tal que
vy - e1/||vi|| — 1. Desde que 6 = cos™!(v; - e;/||v1]]) segue que § — 0 se
Cay — o0. Dessa forma, podemos concluir que gota de altas viscosidades
sujeitas a cisalhamento simples orientam-se a 45° com relacao a e; em baixos
nuameros de capilaridades e, a medida que se aumenta a taxa de cisalhamento,
a particula deforma e se alinha na direcao do escoamento. Além da deformacao
tipica definida por Taylor, nesse trabalho serao utilizadas em adicao duas

medidas de deformacao definidas como sendo

_ All - A22

Dy =A e Dy B

(4-56)
Segundo a defini¢ao em ([@=56]), Dy e Dr relacionam-se por Dy = (4A\/5) D2.
As quantidades D; e D, ajudam a monitorar a geometria da gota e estao
diretamente ligadas ao comportamento reolégico da emulsao, como se vera
adiante.

Considerando uma emulsao monodispersa, sua reologia sera caracterizada
por uma a viscosidade aparente, p,, = 012 e as diferencas de tensoes normais,
N1 = Cay(o11 — 092) € Ny = Cay(o92 — 033). No caso das diferencas de
tensoes normais, a multiplicagao pelo nimero de capilaridade equivale a uma
re-escala, na qual o é adimensionalizado pela tensao superficial. Dessa forma,
substituindo-se a solugao permanente de A na equagao (@=34]) e lembrando que

o = —pI +2E + o é possivel mostrar que
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% ¢
X (@ + Ca2)
100 Ca3
N, = 4-

LS N @rcd) ° (4-58)

75 cCal 1

N, = — >N 4-59
2 28N (2 +Ca2) 277 (4-59)

Pap = pB+ (4-57)

5 25
em que ug = 1+ ¢ 5~ ﬁ) corresponde a viscosidade efetiva de uma

emulsao de gotas cuja relaxacao ocorre em intervalos de tempo muito menores
do que a escala de tempo tipica do escoamento. Trata-se da viscosidade efetiva
em regime newtoniano da emulsao em altas taxas de cisalhamento. Nas figuras
HE4) e (EH) sdao mostrados os comportamentos da geometria da superficie
da gota e das fungoes viscométricas em funcao do nimero de capilaridade. E
possivel observar em (4.4]) que & medida que aumenta o nimero de capilaridade

a gota deforma-se e tende a alinhar-se na direcao do escoamento.

1.2

0.8

Geometria

0.4

LU N N Y e O B Y L O
\.
L 4
*
*
*
.
*
~
-~
~

=

Figura 4.4: Geometria de uma gota de alta-razao de viscosidade. Linha cheia:
ADyq; linha tracejada: ADs; linha pontilhada: 46 /7.

Os graficos nas figuras ([@4) e (L) indicam que mesmo para emulsoes

diluidas com gotas de altas razoes de viscosidade é possivel observar compor-
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Figura 4.5: Reologia de uma emulsao monodispersa, diluida e de alta-razao
de viscosidade. Linha cheia: A(pqp — pp)/¢; linha tracejada: AN;/¢; linha
pontilhada: ANy /¢.

tamento pseudo-plasticd® e presenca de diferencas de tensdes normais. Tais
propriedades sao conseqiiéncia direta da deformagao e orientacao da gota na
direcao do escoamento a medida que se aumenta o nimero de capilaridade. O
fato da gota estar deformada e alinhada na microescala do escoamento induz
uma anisotropia de tensoes que provoca o aparecimento de efeitos eldsticos
como N e N,. Por outro lado, o escoamento no interior da gota deformada
tende a facilitar o fluxo do fluido ambiente nas vizinhancas da mesma, o que
promove o efeito pseudo-plastico. Ao passo que a gota deforma com o aumento
do numero de capilaridade, o desvio das linhas de corrente do escoamento em
torno da gota é menor, o que corresponde a uma menor dissipagao de energia,
proporcionando o efeito pseudo-plastico capturado pelas previsoes tedricas.

Em baixos baixas e altas taxas de cisalhamento (isto é Cay < 1 e
Cay > 1, respectivamente) nao se observa comportamento pseudo-pléstico
da emulsao, de forma que dois platos newtonianos podem ser definidos nesse
limite?. A presenca de diferencas de tensdes normais é um efeito eldstico tipico.

3Em inglés: shear-thinning

4No entanto, em altas taxas de cisalhamento existem grandes diferencas de tensdes
normais.
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Observa-se que para qualquer numero de capilaridade Ny > 0 e Ny < 0
e, independente de Cay, [|[N1/Nz|| = 133/29 = 5. Além disso, em regimes
de baixas taxas de cisalhamento as diferencas de tensoes normais sao apenas
efeitos de segunda ordem. Todos esses comportamento também sao observados
em solucoes poliméricas, ou liquidos elasticos, freqientemente encontradas na
industria e em aplicagoes académicas. Na tabela (4.1]) sdo apresentados os
limites assintoticos das quantidades geométricas e fungoes viscométricas para
altos e baixos numeros de capilaridade. No caso da viscosidade de Taylor, ur,

temos apenas o termo O(1/)) da expressao original.

Tabela 4.1: Limites assintoticos para os parametros geométricos e funcgoes
viscométricas da emulsao em cisalhamento simples.

Propriedades da emulsao Cay — 0 Cay, — oo
Dy e D, DQN%% D1~%
0 % 0
Hap uT=1+¢B—%] uB:1+¢B—i—ﬂ
No NQN—%OT&% NQN%(Z_ZC_1>

Para se estudar o efeito da polidispersidade da emulsao admitiu-se
uma distribuicao do tipo log-normal padrao de raios de gotas. Nesse caso,
temos que o logaritmo do raio das gotas apresenta distribuicao gaussiana.
Em geral, considerando a variavel aleatoria continua z, a funcao densidade de
probabilidade desse tipo de distribuigao é dada por

(Inz —m)?
e 2¢?

p(x) = Py z € (0, 00), (4-60)

sendo m = (Inx) e e = var(lnx) em que var() representa a variancia de uma

variavel aleatéria. No caso de serem conhecidos () e var(x), os valor de m e

£2 podem ser determinados usando as relacoes
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m = In({x)) — %ln (1 + MZ;;;C)) e (4-61)

g2 = In <1+%§f)). (4-62)

No caso da varidvel aleatéria 3 definida na segao 210, temos que (3) = 1,
tal que as expressoes (4=61]) e ([=62)) reduzem-se a

my — —%ln(1+var(ﬁ)) e (4-63)
g5 = In(1+wvar(B)). (4-64)

Dessa forma, o tnico parametro adicional devido a polidispersidade do pro-
blema é var(). A funcdo densidade de probabilidade de (3 fica idéntica a da
equacao ([=60) com = = 3, m = mg e € = €3. A escolha desse tipo de distri-
buicao em detrimento da gaussiana justifica-se entre outros aspectos pelo fato
de [ ser estritamente positivo. Estudos experimentais como os de Mishra et.
al. (1998) mostram que essa distribui¢ao representa melhor a distribuicao de
raios de gotas de uma emulsao se comparada com a normal. Sendo assim, para
o célculo de ¢ segundo a equacao (Z=136) utilizou-se essa distribuicao para
simular o efeito da polidispersidade da emulsao.

A figura ([46) mostra o comportamento de duas emulsdes de mesma
concentracao de altas razoes de viscosidade em que uma ¢ monodispersa
(linha cheia) e a outra polidispersa (linha tracejada). A fungao densidade de
probabilidade utilizada na simulagdo é representada na figura (47). Para o
caso polidisperso simulou-se uma emulsao com variancia da razao de raios
var(f) = 3/4, cuja distribui¢ao segue um modelo log-normal. Nessa situagao
o numero de capilaridade deve ser entendido como sendo baseado no raio
médio, Ca,. Observa-se que a polidispersidade “antecipa” o aparecimento
dos efeitos nao-newtonianos do material. Dessa forma, para uma mesma taxa
de cisalhamento a emulsao polidispersa apresenta efeitos nao-lineares mais
pronunciados, ou seja, menor viscosidade aparente e maiores diferencas de
tensoes normais. Para explicar esse comportamento o seguinte cenario pode ser
utilizado: sejam duas emulsoes, uma monodispersa e outra polidispersa sujeitas
aos mesmo nuimero de capilaridade médio Ca(qy. Mesmo que Ca gy seja tal que
a emulsao monodispersa apresente comportamento linear, a polidispersa tem
em sua populacao de gotas individuos com raios maiores do que (a). Assim
sendo, o nimero de capilaridade do escoamento nas vizinhangas dessas gotas

¢ maior, produzido maiores tensoes induzidas pela fase dispersa. Assim sendo,
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Figura 4.6: Efeito da polidispersidade na reologia de uma emulsao diluida de
alta razao de viscosidade. Linhas tracejadas sao referentes a uma emulsao
polidispersa distribuida segundo uma log-normal: var(3) = 3/4. A esquerda
detalhe da fungao densidade de probabilidade usada para simular o efeito de
polidispersidade.

1.0p

p(B)

0.0%

B

Figura 4.7: Fungao densidade de probabilidade usada para simular o efeito de
polidispersidade.

essas particulas deformam e se alinham na direcao do escoamento de maneira
mais pronunciada. A contribuicao dessas gotas no computo médio da reologia
da emulsao faz com que no caso polidisperso os efeitos nao-lineares tornem-se
significativos em taxas de cisalhamento menores se comparadas com o caso

monodisperso.
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4.4
Emulsao diluida em cisalhamento oscilatério

O estudo do comportamento de uma emulsao em cisalhamento oscilatério
é importante para a caracterizacao da resposta dinamica desse tipo de material.
Para esse fim, um escoamento cisalhante oscilatorio é aplicado a emulsao de
forma que E = (1/2) cos(wt)(e1ex+ezer) e W = (1/2) cos (wt)(e1es — ezeq),
em que w é uma freqiiéncia adimensionalizada pelo inverso tempo de relaxacao
da gota. Nesse caso, a equacao da forma de evolugao da forma da gota reduz-se

ao sistema de equagoes diferenciais ordindrias lineares (4=65)).

( dA
ddtn = —cAq1 + Cay cos(wt)Ais
dA Cay cos(wt Cay cos(wt 5Cay cos(wt
dtl2 = _)‘T()AH — cAis + )‘T()AQQ + )‘4—)\()
dA
dt22 = —Clay cos(wt) A1y — cAy
(4-65)

O sistema (4=65)) é muito semelhante ao (4=45]). De fato, a tnica diferenga
entre eles é o termo cos(wt) multiplicando o nimero de capilaridade. Sendo
assim, a menos desse ponto, a forma matricial de (A=6H]) é a mesma de ({=45])
e o procedimento de diagonalizacao também é o mesmo, incluindo a matriz

modal. O sistema no espaco reciproco é dado por

51 = —CS1
Sy = (—c+iCay cos(wt))sa + 5i/(8\)Cay cos(wt) (4-66)
S3 = (—c —iCay cos(wt))ss — 5i/(8\)Cay cos(wt).

Usando a condicio s(0) = 0 mostrar-se que a solucad® na varidvel s é s,(t) = 0,

_ 9 [, —ct+ivesen(wt)] , O ' —cT + i, f(T)
salt) = [1—e ]+8A X dr  (4-67)

5c

5 . oz
syt) = —— [1 _ .t wosen(wt)} I =

= / LT = f(T) g7, (a68)
0

em que 7, = Cay/w é a amplitude de deformacgao adimensional do escoamento
oscilatério e

50 sistema de EDO’s foi resolvido com o auxilio do programa MAPLE®.,


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321171/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0321171/CA

Capitulo 4. Teoria de pequenas deformagcbes 114

f(r) = sen(wt) — sen(w(t — 7)). (4-69)
Tomando-se a inversa da transformagao modal, é possivel mostrar apds algu-

mas manipulacoes algébricas que

Ay = % [1— e “cos(ypsen(wt)) — cli (Yo, t)]
Ay = % [esen(vosen(wt)) + cla(7Yo, t)] (4-70)
e que Ay = —Ay1. Em () 11 (70, t) e Ia(7e,t) sao integrais definidas como

I (7o, 1) :/0 e Teoslyf ()] dr (4-71)

t
I(yout) = / ¢=CT senlyof (1)) dr. (4-72)

0
Nesse caso, nao ¢ trivial avaliar o limite ¢ — 0o, de forma a se chegar em
expressoes fechadas para a solucao de A, livre das contribuigoes transientes
da solucao. Entretanto, sabemos que nesse limite podemos desconsiderar as

exponenciais das expressoes em (4=70) de maneira que

5

AH = E [1 — Cll (’}/o, t)] €
)
A12 = ﬁ [C[Q(")/o, t)] . (4—73)

E importante salientar que as equagoes em ({=73]) ainda trazem efeitos da
condigao inicial da superficie da gota embutidos em I1(7,,t) e I3(7,,t). Desde
que essas integrais nao tém primitiva em termos de funcoes elementares,
uma expressao analitica fechada para a descricao do tensor distor¢ao da gota
nao ¢ possivel para o caso de um cisalhamento oscilatério. Tais integrais
desempenham papel fundamental na descricao da geometria da gota e da
reologia da emulsao. Em geral sua soluc¢ao deve ser obtida numericamente.
No entanto, em alguns limites assintoticos é possivel propor expressoes para
L (7, 1) € I(7o,t), como se vera adiante. Apds a substituicao da solu¢do do
tensor A na expressao para o tensor de tensoes da emulsao ([=34), as fungoes

viscométricas sao expressos por
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d¢c
a = t -[ O7t I 4_ 4
Lhap pp cos(wt) + Ca, 2(Yo, ) (4-74)
1
N = BP0 ch() o 70)
1
N = 2k e 1) + o cos@t)Canbe 1) (470

As expressao assintoticas para I; e I, sao apresentadas para dois casos

distintos a ver (Couto & Cunha, 2004):

(4)

w = 0: Esse limite corresponde ao cisalhamento simples permanente
estudado na secao 4.3l Para recuperar as expressoes para as componentes

do tensor A consideramos o limite
lim v, f(7) = Cayr.
w—0

Considerando o caso permanente, em que ¢t — 00, segue que

L~ [ e eos(Carrydr = S 4-77
1 /0 e “eos(Cayt) dr Zrea ( )
€ o — OCLA

]2 ~ A e CTSGTL(OCL)ﬂ') dr = m (4—78)

Substituindo as expressoes de I e I, dadas por ([-T7) e (E-T8)), nas
equagoes (M=T73), recupera-se exatamente os resultados para o tensor dis-
torgao dados pela equacao (E=53]), como pode ser verificado diretamente.
Como se esperava, o cisalhamento permanente é um caso particular do

cisalhamento oscilatério, em que w = 0.

Yo < 1: Esse limite corresponde a um regime de viscoelasticidade
fracamente nao-linear, ou regime viscoelastico quasi-linear. Para obter
as expressoes desse regime ¢é preciso expandir os termos cos|y,f(7)] e

sen[y,f(7)] em séries de Taylor nas vizinhangas de 7, = 0. Dessa forma,

coshiaf (] = 1= 3220 + 5 A0 + 0GR, (479)
senbof ()] = 7l (7) + 22 (0) + OGD) (4-80)

Substituindo as expressées ([{=79) e ([=80) nas defini¢oes de I; e I, as
integracoes podem ser realizadas sem dificuldade. Apés uma série de
manipulagoes algébricas é possivel reorganizar as expressoes de I e Iy

na forma de séries de Fourier tal que
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Ii(7o,t) = ag+ azcos(2wt) + bysen(2wt) + agcos(dwt) + bysen(4dwt)
e

I(7,,t) = ajcos(wt) + bysen(wt) + azcos(3wt) + bysen(3wt), (4-81)

em que os coeficientes de Fourier a; e b; sao polinomios em 7, dados no

apéndice [Bl

A partir das expansoes em séries de Fourier de I; e I, dadas em (Z=8]]),
é possivel chegar a expressoes para a viscosidade aparente e para as diferencas

de tensoes normais na forma

tap = 1. cos(wt)+ ) sen(wt)

+ i cos(3wt) + ni; sen(3wt), (4-82)
Ny = Ny + i} cos(2wt) + X7 sen(2wt)

+ X cos(dwt) + X1, sen(dwt) e (4-83)
Ny = N3J+cos(2wt) + (I sen(2wt)

+ (], cos(dwt) + Cl sen(dwt). (4-84)

Nas equagoes ([4=82), ([4=83) e (4=84)), os coeficientes 71, x ¢ ¢ sdo mddulos

viscométricos associadas a resposta em fase com a deformacao e com a taxa
de deformacao de piqp, N1 e Na, respectivamente, em até quatro harmonicas
da frequéncia de excitacao w. Essas funcoes viscométricas sao similares ao
modo viscoso e eldstico definidos na viscoelasticidade linear (Bird et.al., 1987).
As anotacgoes com subindices e aspas foram feitas seguindo a seguinte regra:
aspas simples para resposta em fase com a taxa de deformacao; aspas duplas
para resposta em fase com a deformacao. Sub-indices indicam a harmoénica da
resposta do material: ¢ para resposta da primeira harmonica; iz para resposta
da segunda harmonica e assim por diante. As defini¢cOes precisas de todas
as fungdes materiais em termos dos coeficientes de Fourier sao descritas no
apeéndice No entanto, é possivel observar em (4-82)), (4-83)) e ([4-84) que

a viscosidade responde em harmonicas impares enquanto as diferencas de

tensoes normais em harmonicas pares. Para exemplificar a forma dessas fungoes
viscométricas, na equacao (=85 sdo apresentados os médulos viscoso e eldstico

da emulsao para a primeira e terceira harmonicas.
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_ N 5co L 3w? )
771’ - /’LB )\(02+w2) (62 +4w2)70 )
. 5¢w L 3w? 2

’ A2 + w?) 2(c + 4w?) |’

5¢ cw?(11w? — ¢?) ~2
A2+ w?) (2 + 4w?) (2 + 9w?)’
15¢ w3(w? — ¢?)

A— ) 4-85
Tii = oN@ + ) (A 1 40?) (2 + 9?) (4-85)

, —_
U

Nas equagoes (4=85)) apenas os termos O(72) ou maiores foram mantidos.
A teoria viscoelastica resultante dos desenvolvimentos acima tem diversas
caracteristicas notaveis. Observa-se que os mddulos viscoso e elastico, 7; e 1/,
sao funcoes da amplitude de deformacao v,. Outra caracteristica nao-linear da
teoria é a presenca da resposta material em harmonicas superiores, como 7};

17 ~ . . ~ . 2
e 1. Podemos ver em (4=80) que essas fung¢oes materiais sao efeitos O(72),

"

tais que n},; — 0 e nli, — 0 se 7, — 0. Mais ainda, também as diferengas de
tensoes normais estao associadas fungoes materiais como mostram as equagoes
(=83) e (E=84), ou como pode ser visto no apéndice [Cl Para 7, — 0 a teoria
viscoeldstica linear é recuperada, tal que () — pp) = 5Hco/[A(c? + w?)] e
n! = 5ow/[A(c* + w?)]. Esses resultados sao totalmente similares ao obtidos
por um modelo de Maxwell de um tempo de relaxagao (Schowalter, 1978).
Analogamente & esse modelo, podemos escrever 7! = wc ' (n, — ug). Essa
ultima pode ser interpretada como uma relagao do tipo Kramers-Kronig (Bird
et.al., 1987) Observa-se assim que ¢! corresponde a um tempo adimensional de
relaxacao da gota, caracteristica da resposta elastica. A mesma interpretacao
pode ser dada observado-se os termos transientes em (4=52]). Nessas equagoes as
exponenciais podem ser escritas como e~/ <! de sorte que ¢! é uma constante
associada ao decaimento dos efeitos da condicao inicial da superficie da gota.

De forma independente da teoria viscoelastica fracamente nao-linear de-
senvolvida para emulsao em cisalhamento oscilatorio, o comportamento de
uma emulsao diluida de alta razao de viscosidade pode ser previsto numerica-
mente para qualquer valor de 7,. Para isso, dada uma condi¢ao inicial para o
tensor distorgao (tipicamente A(0) = 0) e valores de A, w e Cay, a equagao
(@=20) pode ser resolvida por um método numérico. Neste trabalho, um algo-
ritmo de Runge-Kutta de quarta ordem para a solugao de sistemas de equagoes
diferenciais ordinarias (Butcher, 1987) foi empregado. O passo de tempo é defi-
nido seguindo o mesmo critério adotado nas simulacoes do Método Integral de
Contorno (§1, pagina [R3]), com Az = 1. Usando esse procedimento, situagoes

predominantemente nao-lineares podem ser examinadas. Para ilustrar o com-
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portamento da superficie da gota em regimes lineares e nao-lineares, Dy e Dy
sao mostrados nas figuras ([A8) e ([L9) como fungdes do tempo durante dois
periodos de excitagao. Nos dois casos, os transientes iniciais foram descarta-
dos. No gréfico da figura (£8)) 7, = 1/2 e no gréfico da figura (£9) v, = 10.
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Figura 4.8: Geometria da gota em um regime quasi-linear, com w = 1 e
Yo = 1/2. ADy: linha tracejada, ADy: linha cheia.

Podemos observar no primeiro caso que os parametros geométricos Dy e Dy
apresentam comportamento harmonico simples com a mesma freqiiéncia da
excitacao. No segundo, apesar da periodicidade ser mantida em relagao ao
primeiro, um numero maior de freqiiéncias harmonicas compoe a resposta da
gota, tornando o sinal resultante significativamente mais complexo.

Os modulos viscoso e elastico da emulsao para as grandezas viscométricas
lap, N1 € No, em suas diversas harmonicas, podem ser obtidos também por
meio de simulagoes numéricas. Para isso, o sinal da resposta em tensao da
emulsao, apos o descarte dos transientes iniciais, deve ser decomposto em séries
de Fourier ( Jeffreys & Jeffreys (1946) e Kreyszig (1999)). Dessa forma, sendo

f(t) uma funcdo que representa fi,,, N1 ou No, é preciso escrever f(t) na forma

f(t) =40+ Z[Ancos(nwt) + Bpsen(nwt)]. (4-86)

n=1
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Figura 4.9: Geometria da gota em um regime nao-linear, com w = 1 e v, = 10.
AD;: linha tracejada, ADs: linha cheia.

Assim sendo, os médulos viscométricos associadas a amplitude da resposta da
emulsao em fase com a taxa de deformagcao sao determinadas pelos coeficientes
de Fourier, A,, da equagao (4=80]). Analogamente, os médulos viscométricos
associadas a amplitude da resposta da emulsao em fase com a deformagao sao
determinadas pelos coeficientes B,,. Por exemplo, no caso de f(t) = piap(%),
n. = Ay, n! = By, 1);; = As e assim por diante. E importante mencionar que
o descarte dos transientes iniciais deve ser tal que o inicio da série temporal
resultante, que se ird decompor na forma de (4=86l), corresponda ao inicio de
um periodo de excitagao. Esse cuidado deve ser tomado para preservar a defa-
sagem entre a excitagao e a resposta da emulsao. Para realizar o procedimento
de decomposicao em séries de Fourier utilizou-se uma transformada discreta
de Fourier (Ifeachor & Jearvis, 1993), calculada por uma rotina de F/FT da
biblioteca IMSLF90, (IMSL, Inc., 1997). Nas figuras (£10) e (£11]) sao apre-
sentados os modulos viscoso e elastico de uma emulsao diluida de altas razoes
de viscosidade, para a resposta nas primeira e terceira harmonicas, respectiva-
mente. Verifica-se na figura ({.I0) mais uma vez os limites newtonianos para
altas e baixas freqiiéncia de excitacao, tipicos da teoria viscoelastica linear.
Observa-se que o modulo viscoso reduz-se a pugp para w — 0 e para up quando

w — 00. Observa-se boa concordancia entre as respostas numérica e da teoria
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Figura 4.10: Primeira harmonica dos médulos viscoso e elastico de uma emulsao
diluida de alta razao de viscosidade em um regime de escoamento quasi-
linear. Linha cheia: teoria viscoeldstica; linha pontilhada: solucao numérica.
Em ambos os casos v, = 1/2.

viscoelastica quasi-linear, em ambos os casos. Podemos observar também que
em relagdo a 1;, a resposta na terceira harmonica n;; é um efeito discreto,

cerca de duas ordens de magnitude menor para w nas vizinhancas da unidade.

! 1/
i © Gy

As fungoes viscométricas X%, Xiis sao mostradas como funcao de w
nas figuras (L12)) e (£I13). Mais uma vez observa-se boa concordancia entre as
previsoes tedricas e numéricas nesse regime de escoamento. Porém, para o caso
da resposta de Ny em fase com a deformacao, uma singularidade numérica pro-
voca a divergéncia do calculo, impossibilitando a determinacao dos médulos
elasticos para qualquer valor de w. Para determinar a faixa de aplicagao da
teoria viscoeldastica ¢é til verificar como variam as funcoes viscométricas como
fungao da amplitude de deformacao, ,. Nas figuras de ([@I4]) a (£17) pode-
mos avaliar a faixa de 7, em que a teoria quasi-linear estd em concordancia com
as previsoes numéricas. Apesar das pequenas variacoes na amplitude da faixa
de validade observadas entre as diversas fungoes viscométricas, todas prevéem
bem o comportamento da emulsao para 7, ~ 1. Os resultados indicam que
mesmo emulsoes diluidas, monodispersas, de altas razoes de viscosidade apre-

sentam comportamento nao-linear associado a efeitos de memoria originados
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Figura 4.11: Terceira harmonica dos médulos viscoso e elastico de uma emulsao
diluida de alta razao de viscosidade em um regime de escoamento quasi-linear,
como funcao da freqiiéncia de excitacao. Linha cheia: teoria viscoelastica; linha
pontilhada: solu¢ao numérica. Em ambos os casos 7, = 1/2.

do efeito de relaxacao da tensao superficial da gota.
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Figura 4.12: Amplitude da resposta da emulsao de segunda harmonica /N na
como funcao da freqiiéncia de excitacao. Linha cheia: teoria viscoelastica; linha
pontilhada: solu¢ao numérica. Em ambos os casos 7y, = 1/2.
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Figura 4.13: Amplitude da resposta da emulsao na segunda harmonica de N,
como funcao da freqiiéncia de excitacao. Linha cheia: teoria viscoelastica; linha
pontilhada: solu¢ao numérica. Em ambos os casos 7, = 1/2.
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Figura 4.14: Resposta na primeira harmonica da viscosidade da emulsao como
funcao da amplitude de deformacao. Linha cheia: teoria viscoelastica; linha
pontilhada: solugao numérica. w = 1.
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Figura 4.15: Resposta na terceira harmonica da viscosidade da emulsao como
funcao da amplitude de deformacao. Linha cheia: teoria viscoelastica; linha
pontilhada: solugao numérica. w = 1.
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Figura 4.16: Resposta da emulsao na segunda harmonica em N; como func¢ao da
amplitude de deformacao. Linha cheia: teoria viscoelastica; linha pontilhada:
solugao numérica. w = 1.
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Figura 4.17: Resposta da emulsao na segunda harmonica em N; como func¢ao da
amplitude de deformacao. Linha cheia: teoria viscoelastica; linha pontilhada:
solugao numérica. w = 1.
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4.5
Emulsao diluida em escoamento de Poiseuille

4.5.1
Aspectos do escoamentos de emulsoes através de tubos

Escoamentos em tubos encontram aplicagoes em diversos ramos da enge-
nharia. Na extracao do petréleo, modelos para o escoamento em reservatorios
rochosos podem ser baseados em fluxos através de capilares. O mesmo se
pode dizer do escoamento na microcirculagao sangiinea. Nesses dois exem-
plos em particular, modelos constitutivos para emulsoes podem ser emprega-
dos para predizer as caracteristicas do fluido em escoamento com cisalhamento
quadratico. Além disso, bancadas experimentais baseadas no escoamento Poi-
seuilld® ou canais podem ser relativamente simplificadas e baratas em com-
paragao com os redmetros modernos. Sendo assim, a investigagao do compor-
tamento do modelo desenvolvido neste capitulo é importante para explorar
escoamentos de emulsoes induzidos por gradientes de pressao.

Nesta secao a distingao entre variavel dimensional e adimensional pelo
uso do til serd empregada. Considera-se aqui o escoamento laminar, plenamente
desenvolvido, em um tubo de segao circular uniforme. Nessas condigoes é
possivel considerar o escoamento unidirecional e permanente, tal que u-Vu = 0
e Ju/0t = 0. Dessa forma, as equagoes governantes sao V- =0e V-u = 0,
uma vez que o escoamento € considerado como incompressivel. Para uma
emulsdo (ou para qualquer outro fluido nao-newtoniano) o = —pI+2uE+0o? e,
portanto, temos que —Vp+uV>3u+V-0¢ = 0. Para o escoamento em um tubo
¢ conveniente utilizar um sistema de coordenadas axissimétricas cilindricas.
Assim sendo, um campo de velocidade axissimétrico pode ser representado
por u = u(r)e,, em que e, é o vetor unitdrio na diregao axial e r a coordenada

radial. Nesse caso, as equacoes do movimento simplificam-se para

op 10 ([ Ou 10 a\

2: T <0_> togr o) =0 e )
dp 10 J ohy

o g (o) = =0 (4-88)

6Neste trabalho, o termo “escoamento de Poiseuille” refere-se a escoamento através de
tubulagoes devido ao gradiente de pressao em geral, e nao apenas aqueles que obedecem a
lei classica de Hagen-Poiseuille, cujo perfil de velocidade é parabdlico.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321171/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0321171/CA

Capitulo 4. Teoria de pequenas deformagcbes 129

Em geral pode haver um gradiente de pressao radial que equilibre even-
tuais tensoes normais provenientes do modelo microestrutural, como mostra a
equacao (4=8§)). A tensao extra devido a fase dispersa é funcao apenas da coor-
denada radial, isto é, 0% = o%(r) (0 mesmo vale para todas as demais grandezas
do problema). Dessa forma, analisando a equagao (4=88]), é possivel argumentar
que Op/0r = f(r) tal que p = F(r) + M(z), em que f(r) e F(r) sdo fungoes
tais que dF(r)/dr = f(r) e M(z) é uma funcao apenas da varidvel z. Nesse
contexto, derivando a expressao para p em rela¢ao z obtém-se dp/dz = m(z),
em que m(z) = dM(z)/dz. Por outro lado, por inspegao da equacao (E=81)
conclui-se que dp/0z = h(r), em que h(r) é uma funcdo apenas da variavel r.
Desde que h(r) = m(z) s6 é possivel se as fungoes forem constantes, podemos
concluir que G = —0dp/0z é uma constante. Observa-se que 0 mesmo nao pode
ser dito sobre o gradiente de pressao radial.

Para adimesionalizar as equagoes foram selecionadas as quantidades
usuais. O comprimento e a velocidade caracteristicas sao, respectivamente,
L.=ReU, = Q/R? em que Q é a vazao do escoamento. O gradiente de
pressdo e a taxa de cisalhamento caracteristicos sao dados por G, = pUZ2/R e

4. = U,/ R. Dessa maneira, a equacao ([4=87)) adimensional fica

1d (_du 1d /., ~
Far (d—~) + g (L) =—ReG. (4-89)
em que
r v ~ G od
F'=— U=—. G=—. 5¢= 4-90
r R’ u UC’ GC’ o ILL’)/C ( )
e Re é o nimero de Reynolds dado por
U.R
Re=" = (4-91)

Supondo que o perfil de velocidade é simétrico em relacao a coordenada

z temos que du/dt(0) = 0. Podemos entao integrar a equacao de balango de

momento (4=89) encontrando

du ReG_  _
—+o., = — T, re|0,1 4-92
~ 4 . 0.1 (492

sujeita a condicao de contorno de aderéncia do fluido a parede dada por
u(l) = 0. No caso de nao haver contribuicdo da fase dispersa (¢ = 0), a
equacio ([@=92) recupera a lei classica de Hagen-PoiseuilldZ. A equacao (@=92)
e sua condicao de contorno sozinhas nao constituem um problema fechado,

uma vez que o gradiente de pressao adimensional, G, e o nimero de Reynolds

. e o GR? 72
Em termos de varidveis dimensionais, u(r) = 1 1— (E) .
i
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sao dependentes. Em outras palavras, nao é possivel arbitrar simultaneamente
esses dois parametros. Isso ocorre porque, se impomos um gradiente de pressao
ao escoamento (como muitas vezes acontece na pratica experimental), a vazao
determina-se em funcao do fluido que escoa e, portanto, U, e em tltima
instancia Re, ficam também determinados. O fechamento do problema pode

ser feito pela definicao de vazao. Na forma adimensional temos

Q=m, (4-93)
em que

Q=2r /0 1 A(7)F dF. (4-94)

A vazao também pode ser usada para definir a viscosidade aparente no
escoamento de Poiseuille. Em geral, para qualquer fluido, podemos realizar
um experimento em que a vazao e o gradiente de pressao sao medidos e uma

viscosidade aparente fi,, ¢ definida de tal forma que satisfaca a lei

TR*G
= —. (4-95)
Slhap
Certamente, se o fluido que escoa pelo tubo for nao-newtoniano, podemos

esperar que fq, seja uma funcao da vazao do escoamento. Considerando que
Q = 7R?U,, é possivel mostrar que

flp = 22, (4-96)
em que flgp = Hap/pr- A relacdo (=96 é geral para escoamentos em tubos
podendo ser empregada com fluidos nao-newtonianos, misturas polifasicas e até
escoamentos turbulentos. As equagoes ([4=92)) e (A=93) juntas, mais a condigao
de aderéncia do fluido a parede do tubo, formam um problema diferencial
fechado e de solugao tnica. No entanto, para obter sua forma final é necessério

d

conhecer o tensor de tensoes da fase dispersa da emulsao, o, nesse escoamento.

4.5.2
Modelo constitutivo microestrutural aplicado ao escoamento de emulsoes
através de tubos

A partir desse ponto a notacao pelo til de grandeza adimensional sera
suprimida mais uma vez. Considerando as grandezas caracteristicas do esco-
amento de Poiseuille definidas na secao 4.5.1l o nimero de capilaridade pode
ser redefinido fazendo

Cay = AMYea  ApUe a

~ o R
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em que Ca, ¢ o nimero de capilaridade definido para o escoamento de Poiseuille
e o é a razao entre o raio da gota e o raio do tubo. A razao de raios aparece
como um fator de re-escala do problema, fazendo a ligacao entre o niimero
de capilaridade do escoamento macroscopio, Ca,, com o seu equivalente no
escoamento na escala das gotas, C'ay. Por outro lado, o faz o papel do niimero
de Knudsen desse escoamento se considerarmos que a é um comprimento
tipico da escala interna do material® e R um comprimento caracteristico da
fisica do problema macroscopico. Portanto, se p ~ 1, entao uma abordagem
continua para o problema nao é apropriada. Considerando o caso a/R < 1, o
modelo constitutivo microestrutural para emulsoes diluidas de altas razoes de

viscosidade pode ser aplicado sendo

A
dd_t = Ca,oW - A —Ca,0A - W + _25A Ca, oE — cA,  (4-97)
o 25 15
— _ 2 VE+4 1A+ — F[A E|. 4-
6 (5 2A> T4Ca 0" A+ FlA, B (+-98)

O campo de velocidade u = u(r)e, implica em E = (1/2)(du/dr)(e.e, +
e.e,) e W = (1/2)(du/dr)(e,e, — e,e.). Nessa aplica¢do trataremos apenas
da resposta permanente do problema. Sendo assim, dA/dt = 0 e a equagao
(@=97) torna-se um sistema de equagoes algébricas para as componentes de A.

A solucao desse sistema resulta em

5¢ (du\? du\? -
5ve du du\> B
A, = —— — 1 4-1
s A\ dr [5 (dr) L (4-100)

em que ¢ = (Ca, o/c)?. Substituindo a solugao do tensor distor¢ao na equagao

(#-98) obtemos

—1
5 25\ du  5¢ du\”

d __ b et b et _

Urz—¢(2 4)\> dr+c/\ [6<d7’) +1] . (4-101)

Substituindo a equacao [E=I0I) em (HE=92), apds algumas manipulagoes
algébricas é possivel escrever a equacgao do momento na direcdo z como

(Oliveira et. al, 2006)

8Na definicdo original seria o caminho livre médio .
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du
o +e€

du\® GRe [du\® G Re
B <%> + 5 T(%) ] =" Ty (4-102)

emquer € [0,1] eu(1l) = 0 e as defini¢oes de pr e p1p podem ser encontradas na
tabela [Tl A equagao ({=I02)) é uma equagao diferencial ordinéria de primeira
ordem, nao-linear. No caso de ¢ = 0, entao ur = up = 1 e ([@=102) pode ser

du)® | [ GRe ]
“\ar dr 2 | T

Desde que € > 0, o primeiro fator da expressao anterior é sempre maior do que

fatorada na forma

zero, de maneira que a unica solu¢ao do problema é du/dr + (G Re/2)r = 0.
Assim sendo, a solucao classica do problema para um fluido newtoniano é
recuperada pelo modelo. No limite de ¢ — 0, ou seja, se Ca, — 0, temos que
(#=102) reduz-se a du/dr+ pur(G Re/2)r = 0 e o material se comporta como um
fluido newtoniano equivalente, com viscosidade igual a viscosidade de Taylor.
No limite de altas taxas de cisalhamento, em que € — oo, apenas o termo
entre colchetes de (=102]) é importante. Nesse caso, a equa¢ao do momento na
dire¢do z fica du/dr + pup(G Re/2)r = 0, e a emulsao escoa como um fluido
newtoniano com viscosidade aparente igual a pup. Dessa forma constatamos
que o modelo recupera os dois platos newtonianos tipicos do comportamento

pseudo-plastico de emulsoes.

4.5.3
Solucao da equacao do movimento por métodos de perturbacao

O problema diferencial completo, resultante da aplicacao do modelo
constitutivo microestrutural para emulsoes diluidas para o escoamento em

tubos, é dado por

du +e
a dr

Q—’TF:O,
u(l) =0.

d_u 3+GR67“ @ 2 ——GRer r € [0,1]
KB dr 2 dr N 2 T

(4-103)
No problema ([Z=103]) o parametro ¢ assume pequenos valores quando Ca, < 1.

Esse fato motiva a utilizacdo de métodos de perturbagao (Van Dyke (1975) &

Hinch (1991)) para produzir solugoes aproximadas do problema em regimes de
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baixas taxas de cisalhamento. Nesse sentido, o método de perturbacao regular

propoe uma série na forma

u(r) = e u,(r) (4-104)

para aproximar a solugao do problema em regimes em que ¢ < 1. Em (@=104)),
N é a ordem da aproximagao. Se desejamos produzir uma solucao de segunda

ordem, por exemplo, usa-se

u(r) = ug(r) + euy(r) + 2 ug(r) + O(e3). (4-105)
Substituindo (@=105) na equagao diferencial (4=103)), é possivel coletar os termos
de mesma ordem de . Assim, trés equagoes diferenciais, uma referente a cada

ordem de aproximacao da solucao sao encontradas, de forma que

duy G Re
—_— = 4_1
U I + 5 r =0, (4-106)
duy dug\®> GRe [dup\?
— ] = 4-1
o +'uB(dr> +— T(dr 0, (4-107)

dus duyg 2 duy G Re [ dugduy
P +3“B<dr) dr * 2 T(dr dr

As equagoes diferenciais ordinarias de (4-106]) a (4-108) devem ser resolvidas

) —0. (4-108)

seqilencialmente, aplicando-se a condi¢ao de contorno ug(1) = uy(1) = us(1) =
0. Uma vez encontradas as solucoes para ug, U1 € us, a solugao assintética é
construida utilizando (4=I03]). Procedendo dessa forma é possivel mostrar que

o perfil de velocidade resulta em

G Re (G Re)?

u(r) = fi(N) (L=7%) +efa(N) D) (1—r")
+ 2f3(N) (G1§;)5 (1—7% + 0O, (4-109)

em que

b _ Hr — MB ~ (pr — pB)(2pr — 3pp)
AO) = ) = e () - i

(4-110)
A equacao ([=109)) sozinha nao é capaz de descrever o perfil de velocidade

ao longo do raio do tubo. Isso ocorre porque a velocidade média, U, e portanto
o niumero de Reynolds, Re, sao funcoes do escoamento. Em outras palavras, o
numero e Reynolds estd acoplado a solucao do perfil de velocidade, uma vez

que este depende da vazao do fluido através do tubo. Vale comentar ainda que,
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apesar dessa dependéncia, Re nao é funcao da coordenada radial. Portanto
calculando a vazao, utilizando (4=94)) e substituindo o resultado na equacao
@ — ™ =0, obtém-se

G Re (G Re)?

(GR€)5 2
8 + () 48 256

fi(A) 56 © +0(E*) =1 (4-111)

e+ f3(A)

Utilizando a definicao de viscosidade aparente dada pela equagao (4=94)), é

possivel reescrever ([E=I11]) como

Fr(N) ptap + %fﬂ)\) € figy + 128 f3(N) €25, + O(€°) = 1. (4-112)

A equagao ([=112) é um polinémio do quinto grau na variavel pia,. Os
coeficientes desse polinomio sao funcoes racionais de A e €. Tendo em vista que
estamos interessados em explorar o limite ¢ < 1, podemos utilizar técnicas
de teoria assintética para solugao de equagoes algébricas, como o método de
substitui¢oes sucessivas, também para solucionar (4-112)). Utilizando a prépria

equagao (4=112]), podemos sugerir a férmula recursiva

1 32 3 2 5
Hapmn = m <1 - §f2<)\)€luap,(nfl) - 128f3(/\)€ /Lap,(nl)) ) (4_113>

emquen =1,2,... € g ¢ definido para € = 0. No sentido preservar a ordem

de aproximagao considerada no método de perturbacao regular, utilizamos a

férmula ([A=IT3) até n = 2. Dessa maneira obtemos

1 32/5(\) _ (1024f22(>\)_128f3()\)
SN TPVIEYZIPY 3F7(V) ey

Usando as expressoes para f1(\), fo(A) e f3(\) e coletando apenas os termos

) 2+ 0. (4-114)

O(¢) da expressao resultante é possivel mostrar que

152
Pap = HT — ? {%5 + 60852} +O(e). (4-115)

A expressdo para fi,, dada por (4=I15]) prevé o comportamento pseudo-pléstico
da emulsao escoando em um tubo. Trata-se de um polindmio de segundo
grau em € que prediz o comportamento de i, em regimes de baixas taxas
de cisalhamento.

Em regimes de altos ¢, isto ¢, Ca, > 1, também ¢ possivel desenvolver
uma teoria assintotica que prevé o comportamento reolégico da emulsao, em

termos da viscosidade aparente. Para isso, dividindo-se toda a equagao (4=102))
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por ¢ e substituindo-se 1/e por &’ podemos reescrever a equagao governante do
problema (=103) na forma

du G Re , du G Re du
- = — — . 4-11
HB + 5 T £ {MTdr + r} ( ) (4-116)

2 dr
A equacao (4=116]) claramente recupera o regime newtoniano, com viscosidade
aparente igual a pp, em altas taxas de cisalhamento (¢/ — 0). Para regimes de
escoamento em que £ < 1 a técnica de substitui¢oes sucessivas, utilizada na
solucdo da equagao (@=112)), pode ser empregada novamente para obter solugoes
fechadas aproximadas de (B=116]). Nesse sentido, propoe-se a seguinte férmula

recursiva

du G Re g du G Re du\ 2
auy o _ _ s au = . 4-11
<dr)n 2/’LB : MB |:IuT (dr)n—l + 2 T:| (dr>n—l ( 7)

Nesse contexto a equagao (@=110) é tratada como uma equagao algébrica na

variavel du/dr. Dessa maneira, a férmula recursiva ({=IT7)) produz expressoes
explicitas para du/dr. Uma aproximagcao de primeira ordem é obtida fazendo

n = 1, de forma que

du _GR€T+ 2(pr — pB)
dr  2up G Rer

Integrando a equagao (4=I18)) e aplicando a condigao de contorno u(1) = 0

g+ O(?). (4-118)

obtemos o perfil de velocidade

u(r) = i/ie(l — %) + W In(r)e’ + O(?). (4-119)

Realizando os mesmos procedimentos adotados na andlise do limite ¢ < 1, em
que a vazao é calculada e substituida na equacao ) — 7™ =0 e o termo G Re é

substituido por 8ji,,, chega-se a

JaON) ey + Ms’ +0(e?) =1, (4-120)

8htap
em que fi(A) = s e f5(\) = (up — pr). A equacio (EEIZ) pode ser
escrita na forma de um polindomio do segundo grau e, portanto, tem solucao
fechada. A raiz positiva dessa equacdo é obtida em termos de ve’. Como
estamos interessados em uma soluc¢ao de O(g’), expandimos esse resultado em
uma série de MacLaurin de €’ e coletamos apenas os dois primeiros termos.

Obtém-se desse célculo que, p,, = pup + [(ur — pp)/8le’ + O(e?), ou ainda,

19¢ _, 2
= — . 4-121
Hap UB + 32\ € + 0(6 ) ( )

O mesmo resultado pode ser obtido se empregamos a técnica das substitui¢oes

. ) . N .. N
sucessivas para solucionar Solucoes de segunda ordem nesse limite nao
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produziram diferencas significativas em relacao a solucao de primeira ordem.
O mesmo acontece se utilizamos um método de perturbacgao regular ao invés
das substituicoes sucessivas.

Além da viscosidade aparente, outro parametro importante no estudo
do escoamento com gradiente de pressao é o fator de atrito, representado
aqui por fp. Por definicao, o fator de atrito é a tensao cisalhante na parede
do tubo adimensionalizada pela pressao dinamica do escoamento, tal que
fp = 7u/(1/2pU?), em que 7, é a tensao na parede. De um balango de
quantidade de movimento em um volume de controle cuja superficie de coincide
com a superficie do tubo, mostra-se que a tensao na parede é a metade
do produto do raio pelo gradiente de pressad?. Dessa forma, considerando
as grandezas caracteristicas definidas para esse escoamento, mostra-se que
fp = G, ouainda que fp = (8/Re)fiqp. Vale lembrar que o nimero de Reynolds
aqui ¢ baseado no raio do tubo ao invés do diametro. Considerando entao as
solugoes assintoticas encontradas para os limites ¢ < 1 e € > 1, podemos
facilmente chegar a expressoes também para o fator de atrito. Sendo assim, e

resumindo os resultados anteriores para a viscosidade aparente, obtemos

( 152
Hap = P — % (Te + 608£2> + O(e%)
<1 (4-122)
8 ¢ (152 ) ;
\fD_Re{MT )\(35+6O85)]+O(5)
( 19¢ _ _
e>1: (4-123)
8 19¢ _, »
- 9 O(e2).
| /r Re[“3+32A8 }+ (=7)

454
Solucao numérica da equacao do movimento

Em regimes de £ que nao se encaixam dentre os explorados pelas técnicas
assintdticas da segao anterior (tipicamente € ~ 1), métodos numéricos podem
ser usados para determinar solugoes do problema (=103]). Dado um valor para o
gradiente de pressao adimensional GG e para o parametro ¢, é possivel construir

um processo iterativo que convirja para o valor de Re que corresponda a

9Considerando varidveis dimensionais, temos que 7,, =
dp
0z

5 em que R é o raio do tubo

eG =
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esse regime de escoamento. Dessa maneira, a viscosidade aparente pode ser
determinada utilizando-se a relagao p,, = G Re/8.

Ao invés de se trabalhar com o problema na forma (4-103)), a equagao (4
[M02) é substituida por ([4=92]). Assim, o procedimento que se ird descrever nessa
secao torna-se mais geral quanto a utilizacao de modelos constitutivos, inclusive
para outros tipos fluidos. Para delinear a metodologia numérica empregada
nesta parte do trabalho, consideremos uma situacao em que G e ¢ sao dados
e aproximagoes iniciais para du/dr e Re sao conhecidas. Especificamente,
utilizou-se como aproximacao inicial o caso em que € = 0, de maneira que
prdu/dr = —(G Re/2)r e Re = 8ur/G. Sobre a coordenada radial sao
definidos N pontos de controle, segundo uma abordagem de diferencas finitas.
Considerando a equagao ([A=102) e também que G, Re e r estao fixos, podemos
definir a fungao M (du/dr) tal que

M(du/dr) = fl—;f + ot (du/dr) + S

Utilizando um método de Newton-Raphson é possivel determinar a raiz de

T. (4-124)

(#=124)) para cada ponto de controle sobre a coordenada radial. Observe que
nesse contexto, M(du/dr) = 0 é uma equagao algébrica na variavel du/dr,

cuja solucao permite reescrever o problema diferencial original como

du )
%(ri)—F(ri), i=1...N,

u(ry) = 0.

(4-125)

Uma vez na forma ([=125), um método de diferencas finitas é utilizado para
resolver o problema diferencial de contorno. Um esquema central de segunda

ordem leva a equacao discreta

i1 — Uiy = —2ArF (1), (4-126)
em que Ar é o incremento na coordenada radial. Considerando todos os pontos
de controle, a equagao ([A=120) leva a um sistema de N equagoes algébricas,
tridiagonal. Para a solugao desse sistema de equagoes empregou-se algoritmo de
Thomas (TDMA) com pivoteamento parcial (Wilkinson, 1965). Conhecendo-
se o novo perfil de velocidade é possivel calcular a vazao, (), por integracao
numérica, usando a regra do trapézio, por exemplo. Técnicas mais acuradas sao
desnecessdrias ja que o erro da aproximacao é O(Ar?), em virtude do método
de diferencas finitas. Finalmente defini-se a fun¢ao Q(Re) = ) — 7. Interpreta-
se @ como uma fungdo apenas do numero de Re. A equagao Q(Re) = 0
faz o fechamento do problema. Para determinar a raiz de Q (Re) mais uma
vez usa-se um método de Newton-Raphson. O algoritmo (=127 representa o

procedimento numérico na sua forma mais ampla.
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1. Defini-se G, e e ARe;
Sur  duy G Re
2. A - ;
he = G “ar 2pur "o
3. Q(Re) «— Q(Re) — ;
4. Se |Q(Re)| < tol entio — FIM (4-127)
5. Q(Re+ ARe) «— Q(Re + ARe) — ;
ARe Q(Re)
6. R Re — ;
© T 7 Q(Re + ARe) — Q(Re)’
| 7. Retorna ao passo 3.

Vale lembrar que no algoritmo (A=127)), a cada chamada da fun¢ao Q (passos
3 e b) é preciso realizar a solu¢ao da equagao algébrica M(du/dr) = 0, para
todos os valores de r;, determinar o perfil de velocidade resolvendo (4=125]) por
diferencas finitas e fazer o calculo da vazao pela regra do trapézio. A tolerancia
nos algoritmos e Newton-Raphson é determinada com base na precisao do
método de diferencas finitas. No presente caso, utilizou-se tol = Ar? x 1071
Para N = 10* temos tol ~ 107, por exemplo. Apesar das tolerancias
estreitas, os algoritmos para determinar zeros de fungoes convergiram em, no
maximo, 3 iteragoes para a solugao de M(du/dr) = 0 e 4 iteragbes para a
solucdo de Q(Re) = 0. Na figura (4.I8) podemos ver o comportamento das
solugoes assintoticas para a viscosidade aparente nos limites de baixos e altos
e das teorias desenvolvidas. Observa-se um comportamento o comportamento
pseudo-plastico da emulsao semelhante ao caso do cisalhamento simples. Os
platos newtonianos em baixas e altas taxas de cisalhamento sao capturados

tanto pela solugao numérica como pelas aproximacoes assintoticas.

4.5.5
Solucao da equagcao do movimento via tabelamento do tensor de tensoes

Outro ponto relevante explorado no estudo numérico do escoamento de
emulsoes em tubos foi a solucao do problema diferencial com o fornecimento
de o via tabela de dados. Nesse caso, ao invés de usar a expressao analitica
({=I0T)), emprega-se uma tabela contento o valor de o, em funcio da taxa de
cisalhamento. Como nas vizinhangas da pequena gota (a/R < 1) o escoamento
nao percebe o cardter parabdlico do perfil de velocidade, ja que o < 1,
uma tabela gerada em cisalhamento simples pode ser utilizada. Para isso, a
taxa de cisalhamento experimentada pela gota deve ser avaliada. Em termos
adimensionais, isso significa que o nimero de capilaridade local C'a, precisa ser
determinado, para posicao ao logo da coordenada radial. Para o escoamento

nas vizinhancas de uma gota isolada no escoamento, temos que
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Figura 4.18: Viscosidade aparente em funcao de e. Linha cheia: solucao
numérica; Linhas pontilhadas: solugoes assintéticas. Detalhe nos encartes para
o comportamento das solugoes assintéticas O(e), O(e?) e O(1/e)

Cay = /\,ua"y(r)7 (4-128)
o
em que (r) é a taxa de cisalhamento na posigao da gota. Levando em conta
as grandezas caracteristicas do problema, temos que ¥(r) = (U./R) |du(r)/dr]|.
Substituindo essa expressao para ¥(t) na equagao ([@=128) obtemos
du(r)
dr

Assim sendo, definidos Ca,, e g, uma tabela de ¢, x Ca,1 pode ser acessada

Cay=Cay,p

(4-129)

diretamente fazendo Cay = Cay, que é dado por ([@=129). Foram realizadas
simulagoes em que o,, era lido de uma tabela gerada em cisalhamento sim-
ples ou calculado pela equagao (@=I0T]). Desde que a tabela fosse gerada com
espacamento entre as linhas menor do que a tolerancia, tol, o desvio entre
as solugoes é sempre menor do que a precisao da discretizacao por diferencas
finitas. importante ressaltar que esse procedimento pode ser utilizado inclu-
sive com tabelas de dados provenientes de simulagoes numéricas em situacoes

nas quais as teorias assintéticas nao sao mais validas. Dessa forma, regimes

0Em cisalhamento simples oty = 0 | em cisalhamento quadratico ofy = o?, .

Ty?
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de baixas razoes de viscosidade ou altas concentragoes podem estudados em
escoamento de Poiseuille.

Considerando o caso particular de uma emulsao diluida de altas razoes de
viscosidade, o perfil de velocidade pode ser escrito como u(r) = u®(r) + u/(r),
em que u™(r) é a parcela quadratica do escoamento e u'(r) a contribuigao
nao-linear da fase dispersa. Nesse caso (emulsao diluida de altas razoes de
viscosidade), temos que |u'|/|u*®| < 1. Portanto, é razodvel sugerir que a
taxa de cisalhamento experimentada por uma gota isolada no escoamento
¢ majoritariamente determinada pela parcela quadratica. Dessa forma, para
o célculo do capilaridade local utilizamos o perfil u™ () para determinar
|du/dr|, tal que Ca; = 4 Cay r. Manipulado a equagao ([4=102)) e observando a

definicao de e temos que

@—i—l Ca d_u 2 d—u—i-GRer ——GRe'r
'qur c2 pgdr qur 2 a 2

Sendo (Ca, odu/dr)? = Ca? = 16 Ca3 r* obtemos

1 2,3 1 2,2\ !
du  GRe (r+ 6Casr ) <,MT+ 6pp Casr ) ‘ (4.130)

dr 2 c? c?
A equagao (=I30) é uma equacao diferencial ordindria da primeira ordem,
linear, que pode ser resolvida por integracao direta. Aplicando a condicao de
contorno u(1) = 0, determina-se o perfil de velocidade. Integrando esse perfil
para calcular a vazao e utilizando-se a equacao de fechamento ) — 7 = 0, é

possivel determinar uma expressao para a viscosidade aparente tal que

B pp Caj

~ Cab + (V0@ + go(A) In(16p5Ca3 + prc?) + gs(N)’

em que 1(N) = —(un — pr), ) = L) ¢ ga(A) = —In ()

o _ _ — = —In(c .
que g1 8115 B — pr), g2 16115 (251 g3 ur

Na figura (£I9) é possivel verificar que as solu¢oes numérica e assintética sao

ey (4-131)

muito préximas. De fato, o méximo desvio percentual da equagao (4=I31]) em
relagao a solu¢do numérica (considerada exata) é menor do que 0,4% e ocorre
para Cay proximo da unidade. O fato da solugao assintética aproximar-se
tanto da numérica pode dar a impressao de que essa tltima é desnecessaria. No
entanto a solucao tedrica obtida é vélida apenas para emulsoes monodispersas,
diluidas e de altas razoes de viscosidade. Em contrapartida, a metodologia

oo

= —4U, em que

2 d
UEm termos dimensionais u® = 2U, {1 — (%) }, portanto u %,
GR?
U —

C_8NB.
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MM, M)/ @
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Figura 4.19: Viscosidade aparente em fungao do nimero de capilaridade para
cisalhamento simples e parabdlico. Linha cheia: equagao (4=I31l); Circulos:

solugao numérica do escoamento de Poiseuille usando tabela do cisalhamento
simples; Linha pontilhada: cisalhamento simples.

numérica pode ser empregada para escoamentos parabdlicos de fluidos nao-
newtonianos em geral. Para isso, é preciso conhecer a equacgao constitutiva de
o?, ou uma tabela em que este tensor é funcao da taxa de cisalhamento. No
caso do estudo de emulsoes, incursoes em regimes de razoes de viscosidade
moderadas ou mesmo baixas e de concentracoes maiores do que 30% podem
ser realizadas com a ajuda dessa metodologia. Resultados ilustrando o regime
de deformacoes moderadas sao apresentados no capitulo

Na figura (£I9) podemos verificar também que em cisalhamento
quadratico os efeitos nao-newtonianos acontecem prematuramente em relacao
ao cisalhamento simples. Esse fenomeno esta ligado ao fato de que ainda que
Cay = Ca,p, o nimero de capilaridade local médio experimentado pelo esco-
amento no tubo é superior a Ca,. Utilizaremos momentaneamente a diferen-
ciagao entre as grandezas dimensionais e adimensionais feita pelo til (adimen-
sionais assinaladas). A média espacial, na se¢@o transversal do tubo, pode ser

determinada por

— Apa 1 R du
Cap= —— — 2nrd 4-132
““ o wR? /0 ar < ( )


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321171/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0321171/CA

Capitulo 4. Teoria de pequenas deformagcbes 142

em que du/dr = 4U.r/R?. Substituindo esse resultado na equagao ([E=132) é
8 A\ua U

possivel mostrar que Ca; = — —, ou ainda que
3 0 R
—-— 8
Cay = 3 Cay. (4-133)
De outra forma, observado a relacao Ca, = 4rCa,, entre os nimeros de

capilaridade, segue que se r > 1/4 = Ca, > Cay,. Em outras palavras, ao
longo de 3/4 do tubo o ntimero de capilaridade local experimentado pela gota
¢ maior do que se ela estivesse submetida a um escoamento cisalhante simples.
No entanto, nao ha como sustentar que esse comportamento se mantenha para
emulsoes concentradas. Nesse caso, efeitos de migracao das gotas devido aos
gradientes de taxa de cisalhamento, com eventual formagcao de regides de baixa
concentracao préximo a parede, podem promover comportamentos diversos dos

observados no caso diluido.

4.6
Solucdo assintética de segunda ordem

4.6.1
Equacdes de evolucao da forma da gota

A solucao assintética de segunda ordem em A~2 é obtida aplicando-se
as condicoes de contorno de velocidade e tensao sobre a superficie da gota
deformada. Ou seja, no calculo do campo de velocidade, obtido da solucao de
Lamb (1932), ao invés de se aplicar as condigdes de contorno usando r = a, em
que a é o raio da gota esférica, usa-se r = a(l + n - A -n). Este procedimento
foi realizado de maneira generalizada por Barthes-Biesel & Acrivos (1973). A
equacao geral adimensional para a distorcao A, encontrada por esses autores

foi

DA 1
E :flCa,\E—fg)\A—ngCa,\.'F[A,E]—|—f4§)\.7:[A,A]

—|'f5 Ca,\ E(A . A) + f6 CCL,\ A(E . A) + f?f'[E,A . A], (4—134)

em que f;(\), i = 1,...,7 sao fungdes racionais da razao de viscosidade. Vale,
ainda, lembrar que o termo convectivo da derivada de Jaumman da equagao
(@=134)) é nulo, desde que VA = 0 sobre a superficie da gota. No trabalho
de Barthes-Biesel & Acrivos (1973), os autores desenvolveram uma teoria de

segunda ordem generalizada de pequenas deformacoes. Deseja-se aqui utilizar
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esses resultados como ponto de partida para a formulagao de uma teoria para
altas razoes de viscosidade, com taxas de cisalhamento arbitraria. Para isso,
um método de perturbacao regular pode ser usado em que as variaveis do
problema sao escritas em termos de séries de poténcias de ¢ = A71. Sendo

assim, segue que

A = cAY 124D 1 0P
foo= fO4ef0 42504063, =17, (4-135)

Como antes, a técnica do método de perturbacoes regular requer que as
expressoes de ([E=135) sejam substituidas na equagao (4=I134]) e os termos de
mesma ordem de e sao coletados. Obtém-se com esse procedimento, apds
diversas manipulagoes algébricas o seguinte sistema de equacoes diferenciais
para AD ¢ A®).

AWM
‘Z—t = CayW-AY - Ca,AY - W
+ fYeoaE— VAW (4-136)
A®?
dd—t = CayW-A® — e, A® . W

17 Cor B~ ;7 AV - 7 A%
M Cay FIAY, E] + % FUFIAD, AM)
£ Cay E(AY : AV 4 19 Cay AV(E - AD)
1O cay FIE, AV . AW, (4-137)

+ o+ 4+

As constantes racionais sao determinadas pela expansdo em série de A7! das
fungoes f; encontradas no trabalho de Barthes-Biesel & Acrivos (1973). Dessa

maneira determina-se que

A0 =52, 1% = —15/a, {10 =20/19, £% = —510/361,
A =57 p = 3288/2527, fO =1, (0 =—2 f9=3 (4138

A equagao (A =T130) ¢é idéntica a equagao do tensor distor¢ao obtida na
secao [l Esse fato é tipico do método de perturbacao regular e garante que
a teoria de segunda ordem engloba integralmente os resultados da teoria de
primeira ordem. O conjunto de equacdes para AY ¢ A® pode ser resolvido

por um método de Euler em geral, ou analiticamente para o caso permanente.
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Para a determinacao de uma equagao de segunda ordem para o tensor
de tensoes da fase dispersa procedeu-se de forma similar, usando-se uma teoria
desenvolvida por Frankel & Acrivos (1970) segundo a qual o tensor de tensoes

devido a fase dispersa é dado por

8A 12

d
o
— = uE A+ =\N-12f*F[A E
5 4 +f5oaA + (A= 1) F(A, B
_ _1oA (6 —\) FlA, A] (4-139)
1750&)\ 7 ’ i

em que pp = 100X —1)/(2A+3), f = f1 =5/(2X + 3). Aplicando o método de
perturbagoes regulares em (4=139) segue

ol = 0O tcoW +26@ 1+ 0O?)
A = AW 1+ 224D L 0
wo= ) +ep +e ) + O

fo= e fO 420 Lo, (4-140)

Substituindo as séries para o, A, 1 e f na expressao da tensao e organizando

termos de mesma ordem, obtemos

)

e m B, O(1) (4-141)
o 1) 8
g _ Eo S )40
¢ ”b +5CCL)\f
12 2 _
+ %(f(l)) FIAV E], o\ (4-142)
o @) 8
g _ E S (@ A0 L p1) 4@
gb /’Lb +5Ca)\(f +f )
12 2
+ 3 {200 - FO)FIAD, B+ (1) A, B}
16 2
MY* FlA®, AW A2 4-14
+ 175OCM(f ) FlAW, AN O(A7?) (4-143)

em que [ = fl(l), f@ = fz(l), /Ll()o) =5, ,ul()l) =—25/2¢e ,ul(f) =T75/4.

Em exames preliminares, constatou-se que em cisalhamento simples a
contribuicdo de o® diminui os efeitos ndo-newtonianos em relacdo & teoria
Ni| e [Ny

calculados utilizado a teoria O(A~2) sdo menores do que se for considerada

O(A™1). Ou seja, para o mesmo nimero de capilaridade g,

apenas a teoria O(A7!). No entanto, como se verd adiante, a teoria O(A?)
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prevé maiores deformagcoes da gota em relacao a teoria O(A~1), para um mesmo
regime de taxa de cisalhamento. Sendo assim, esperava-se que a resposta em
tensao apresentasse comportamento justamente contrario ao que se obteve.
Além disso, quando comparamos os resultados para a reologia obtidos pelas
teorias O(A7!) e O(A2) com dados numéricos resultantes deste trabalho,
observamos que a segunda afasta-se da solucao numérica, tomada como de
referéncia. Tais evidéncias sdo indicativos de que a teoria O(A™2) ¢é deficiente.
Certamente isso decorre do fato de que no trabalho original de Frankel &
Acrivos (1970) nao estao disponiveis todos os termos O(A™?), necessarios para o
correto estabelecimento de uma teoria de alta ordem de A~! para a tensao. Para
isso é necessario realizar a integracdo na equacio (2=I16)™M, sobre a superficie
da gota ja deformada. Essa tarefa constitui um desafio algébrico e analitico de
grandes proporgoes, cujo resultado pode nao representar avanco significativo
no entendimento da interacao entre a microhidrodinamica e a reologia em
emulsoes. Pelos motivos expostos, nas secoes subseqiientes do capitulo atual,
nao serao explorados resultados referentes a resposta em tensao da emulsao.
Por ora, vale a pena comentar que, a exemplo da equagao para o tensor
distorgao, as equagoes ([@=I141]) e (=142 também recuperam o resultado da
teoria desenvolvida na secao .11

No entanto, ainda que os resultados para a reologia da emulsao obtidos
pela teoria de segunda ordem nao tenham gerado os resultados esperados,
argumenta-se que a forma funcional da equacdo (4-I43]) pode ser utilizada
como parte do modelo constitutivo. Nesse sentido, os coeficientes de cada
termo da equacao, que fazem o papel de constantes materiais, sao tomados

como incognitas, tal que

ey

5 = C1E + CoF[AY B + C3F[AP E]
T <C4A(1) +C5A® + CF[AWY, A<1>]) S (4-144)
C’a,\

As constantes materiais C;, com i = 1...6, podem ser determinadas utilizando-
se resultados de simulagoes diretas como as realizadas no presente trabalho.
O procedimento para se encontrar as constantes C; é motivado pela técnica
de residuos ponderados. Inicialmente, consideramos um espaco de funcoes
tensoriais f C T = Vo, — R3 X R3 em que Vo, = [Ctpmin, Cmae] compreende
toda a faixa de variacao dos nimeros de capilaridade que se pretende explorar.

Defini-se o produto escalar desse espago por

g — / IAF @ + () — 1)(un + nu)] dS.
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(f.9) = /V (f :g) dCay (4-145)

a

Seja um tensor de tensdes de referéncia o/ como funcdo do nimero de
capilaridade. Seja agora uma base de um sub-espago de tensores T';, i = 1... N.
Imaginando que a contribuicao O(A72) da tensao possa ser representada
nessa base, temos que o = Zij\ilci T;. Por outro lado, se desejamos que
o® aproxime-se o maximo possivel de "¢, devemos escolher C; tal que
(0@, T;) = (o7, T;), ou ainda

N
S CUTLT,) = (07, T). (4-146)
=1

A equagao (4=I40)) é um sistema linear de N equagoes e N incégnitas, cuja
solugao fornece os valores de C;.

A base para representar o é escolhida em funcio da equacéo [@=144).
E desejavel que os tensores {E, .’F[A(l), E], .‘F[A(Q), E], A(l)/Ca,\, A(Q)/C’aA,
F[AD AW]/Cay} formem uma base. No entanto, nio é possivel dizer que
tais tensores sao LIT3 para qualquer escoamento. No caso de um escoamento

permanente, por exemplo, temos que
Cay W+ AD — Cay AD . W+ 11V Cay B — ) A =,

ou ainda, realizando a operacao F| ,A(l)] em ambos os lados da equagao

anterior

1(1) Cay f[E, A(l)] _ fz(l) .7:'[14(1)7 A(l)] =0,

desde que é possivel mostrar que F[W - A(l),A(l)] — .’F[A(l) . W,A(l)] =0

para cisalhamento simples. Sendo assim, temos que

—FlAD, AW = L F[E AW, (4-147)
OCL)\

Podemos concluir, portanto, que em cisalhamento simples permanente, os
tensores F[AV, AW]/Cay e FIE, AY] sao LD™ e nao podem estar presentes
simultaneamente na base de um sub-espacgo. Dessa maneira, escolhemos como

base para decompor o tensor o os vetores T); tais que

T,=E, T,=F[AY E], T;=F[AY E|
1 1
T,=——AY Ts=—-——A®.
4 CCLA ’ b CCL)\

(4-148)

B[ I= Linearmente Independentes.
LD = Linearmente Dependentes.
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Para o tensor de tensoes de referéncia escolheremos dados de simulagoes
numéricas diretas, realizadas neste trabalho. Tendo-se uma tabela de ¢ x
Cay, fazemos 6™ = ¢ — (6 + \~'g(M). Dessa forma, mesmo sendo as
funcoes materiais C; determinadas de forma empirica, mantém-se o® como
um termo O(A7?). Depois de determinados os coeficientes C;, com i = 1...5
utilizando o cisalhamento simples como escoamento viscométrico, podemos
reescrever a expressao de o® com seis tensores de base, como na equacao
(#=144)). Para isso, observamos que CoT's + CgTg = CoT, em que Cy foi
determinado pelo procedimento de ajuste utilizando cinco tensores de base
e T¢ = F[AD AW]/Cay. Os coeficientes Cy e Cg sdo correspondentes
aos tensores de base Ty e Ty quando a base é formada por seis tensores.
Utilizando a relacio (=I47) entre T e T temos que Co+ (f1V/f{) Cg = Ca.
Em principio, podemos escolher qualquer valor para C5 e (g, desde que
essa relacao seja obedecida. Porém, especula-se que o coeficiente do termo
FIAY, AW /Cay da equacio [@=IZ3) é proveniente de harmonicos resultantes
da acao da tensao superficial isoladamente, e nao dos efeitos de aplicacao
das condig¢oes de contorno considerando o escoamento gerado pela gota ja
deformada. Essa tese sustenta-se no fato de o tensor taxa de deformacao
E nao participar explicitamente do termo em questao. Por esse motivo,
supoe-se que o referido coeficiente esteja correto, motivando que facamos
Cs = % ( f1(1)>2. Em suma, procedendo com os cédlculos algébricos, segue
que para esse ultimo valor de Cg temos que Cy = Cy — % Os resultados
desse procedimento, como graficos e os valores das fungoes materiais C; serao

apresentados posteriormente.

4.6.2
Cisalhamento simples

Nos interessa o caso permanente, de forma que dAY /dt = dA® /dt = 0
e ({=I30) e ([=I3T) tornam-se sistemas de equagoes algébricas, cujas solugoes
sao as componentes dos tensores AD e A® . Para um escoamento cisalhante
simples E = 1/2(ejes + eze;) e W = 1/2(ejes — ezeq), a exemplo do que
foi feito na secao .3l Assim sendo, é possivel determinar uma solucao para as
quantidades geométricas associadas a forma da gota, Dy e Ds. A solucao desses
sistemas lineares é laboriosa, e programas de matemadtica simbdlica foram
utilizados para realizar tal tarefa. Os resultados com o auxilio do programa
MAPLE® obtidos levam a

5 cCay n 1 a10a§+a20a,\
TN (CaR + @) 24X (Cdd + 2)?

(4-149)
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e 5 Ca? 1 asCa} 4+ ayCa?
2= Oy 2 5 oy T 2 : /\2 42 2 /\7 (4-150)
AN (Cas + %) 2402 (Caj + ?)
em que a;, ¢ = 1...4 sao dados por
0 — _261775 0 — 720000 e — 195 wr— _6884000 (4_151>
L7 o507 0 TP 1303217 P 4 YT 48013

Para calcular o angulo de inclinacao da gota em relacao ao escoamento, os

autovetores de A foram determinados numericamente, utilizando rotinas da

biblioteca IMSLF90 (IMSL, Inc., 1997).

2

40 AN

Geometria

10° 10" 10° 10" 10°

Figura 4.20: Deformacao da gota como fung¢ao do nimero de capilaridade em
cisalhamento simples para A = 5. Linha pontilhada: teoria O(A™1), linha cheia:
teoria O(A72).

Na figura (£.20) temos a comparagao entre as previsoes para Di e Do
como fungoes da taxa de cisalhamento feitas pelas teorias O(A™!) e O(A7?),
para o escoamento cisalhante simples. Podemos observar que a partir de
Cay, =~ 1, a teoria de segunda ordem prevé maiores deformacoes da gota,
em relacao a teoria de primeira ordem. Dessa forma, pelo menos nesse regime
de escoamento, esperava-se que as fungoes viscométricas oriundas da teoria
O(A?) apresentassem valores maiores do os da teoria O(A™1). Entretanto,
como ja foi mencionado, verificou-se o contrério, indicando falhas na teoria
de alta ordem da tensao. Na figura (L.2I]) sdo apresentadas as previsdes das

teorias de primeira e segunda ordem para D; e Dy, como funcao do inverso da


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321171/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0321171/CA

Capitulo 4. Teoria de pequenas deformagcbes 149

0.7

0.6

0.5

Geometria

0.4
10° 10" 10°

Figura 4.21: Deformacao da gota como funcao da razao de viscosidade em
cisalhamento simples para Cay = 1. Linha pontilhada: teoria O(A71), linha
cheia: teoria O(A™2).

razao de viscosidade. Verifica-se que ja para A ~ 10 a teoria de segunda ordem
afasta-se da de primeira, apontando para a necessidade de se utilizar técnicas

mais robustas de anélisé™® para emulsdes em que A < 10.

4.6.3
Escoamento de pura extensao

Em escoamentos de pura extensao, tem-se que W = 0. Nesse caso, a
equacao para o tensor distorcao de primeira ordem de A\~! para gotas de alta
viscosidade reduz-se a dA/dt = fl(l) Ca: E — f2(2) A, com Ca; = \uag/o, em
que € é a taxa de extensao do escoamento. Essa equacao é a mesma encontrada
para o caso de escoamentos em baixas taxa de cisalhamento, na secao 4.2l De
fato, como escoamentos de pura extensao sao irrotacionais, o mecanismo de
restauracao da forma de gotas de alta razao de viscosidade devido & rotacad™

nao atua como no cisalhamento simples. Dessa maneira, mesmo gotas de

5Como é o caso do Método Integral de Contorno .
16Ver secao @3


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321171/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0321171/CA

Capitulo 4. Teoria de pequenas deformagcbes 150

alta razao de viscosidade estdo sujeitas a deformagoes arbitrarias (inclusive
rupturas), quando solicitadas por escoamentos extensionais puros.

Como em extensao pura a teoria O(A™!) nao traz avango em relagao a
teoria classica de baixos nimeros de capilaridades, sua exploragao nesse tipo
de escoamento fica desestimulada. No entanto, a teoria O(A~?) produz termos
de mais alta ordem de aproximacao que podem prever o comportamento da
gota em regimes de numeros de capilaridade extensionais mais elevados. No
caso permanente, é possivel mostrar por simples manipulacao algébrica que as

equacgoes para o tensor distor¢ao ficam

f(l)
AL % Ca: E (4-152)
2
A(Z) = g£2) C’aé E + géQ) CCL? T[Ea E]
+ ¢V C FIE,E-E|+ ¢ Ci}(E:E)E,  (4-153)

(2)

i
coeficientes dos termos das equagoes para a distor¢ao (E=136]) e ([E=137), dados
em (4=138).

Um exemplo tipico de escoamento extensional puro é o escoamento

em que g;~', ¢ = 1...4 sao numeros racionais resultantes de combinacoes dos

hiperbdlico em que E = % (elel — %8282 — %6363). Substituindo esse tensor
taxa de cisalhamento nas expressoes ({=152) e (4-I53), e lembrando que
A=X"1TAW £ \24®) ¢ possivel determinar que D; = A1y =0 e

Ay~ Ay 1 1
= SR Sh Gt (WP Ca2 = n Ca?), (4154)

D
2 2 by 22

em que hgl), h§2) e héz) sao funcoes racionais dadas por
57 (2) 34257 @2 9

- aa h/l - I h2 = —.
32 8960 32

O comportamento de Dy como funcao do nimero de capilaridade e da

Y (4-155)

razao de viscosidade pode ser observado na figura ([{.22]). No grafico principal
notamos que a teoria de segunda ordem prevé maiores deformagoes da gota
para uma mesma taxa de extensao, em relagao a teoria de primeira ordem.
Esse comportamento ja havia sido observado no caso do cisalhamento simples,
em grande parte da faixa de variagdo de Cay. No encarte da figura (4.22)
temos Dy como funcao de A7!. Verifica-se também ai que a contribuicao de
segunda ordem prevé maiores deformacoes do que a de primeira ordem e que

essa tendéncia amplifica-se a medida que diminuimos o valor de A. Finalmente,
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Figura 4.22: Geometria da gota como fungdao do niimero de capilaridade em

pura extensdo. Linha tracejada: teoria O(A7!); Linha cheia: teoria O(A72).
Gréfico principal A = 5. Encarte Ca: = 1/2.

=
Qo
N

vale comentar que o gréfico principal da figura (£22]) indica que a medida que
se aumenta o valor da taxa de extensao a gota deforma-se continuamente
tendendo para uma condicao de possivel ruptura. Esse comportamento ocorre
sem que se perceba nenhuma tendéncia de se alcancar um platd, como é no
caso do cisalhamento simples. Esse resultado esta de acordo com observacoes
experimentais de diversos trabalhos na literatura (Taylor (1934), Rallison
(1981), Li et. al. (1988), Stone (1994), entre outros).
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