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 Apêndice A 

 

Cálculo da Saída do Modelo NFHB-T2 

  

 

Seja o modelo NFHB-T2 dado pela Figura A.1: 

 

 

 

Figura A.1 - Exemplo de uma arquitetura do modelo NFHB-T2 

   

Para a célula BSP-T2 12 

 

O ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída da 

célula BSP-T2 12 é dado por: 
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O ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1de saída da 

célula BSP-T2 12 é dado por: 
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onde, do teorema C.1 descrito no apêndice C: 

 

se     
122121 11 cc 〈   então 

122122121121
fgefg ll ==  

se    
122121 11 cc 〉    então 122122121121

fgefg ll ==
−

 

se    
122121 22 cc 〈    então 122122121121

fgefg rr ==
−

 

se    
122121 22 cc 〉    então 

122122121121
fgefg rr ==  

 

portanto, a saída crisp da célula BSP-T2 12 é dada por: 
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Para a célula BSP-T2 1 

 

O ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída da 

célula BSP-T2 1 é dado por: 
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O ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída da 

célula BSP-T2 1 é dado por: 
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onde, do teorema C.1: 

 

se     
1211 11 cc 〈   então 

12121111
fgefg ll ==  

se    
1211 11 cc 〉    então 12121111

fgefg ll ==
−

 

se    
1211 22 cc 〈    então 12121111

fgefg rr ==
−

 

se    
1211 22 cc 〉    então 

12121111
fgefg rr ==  

 

portanto, a saída crisp da célula BSP-T2 1 é dada por: 
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Para a célula BSP-T2 2 

 

O ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída da 

célula BSP-T2 2 é dado por: 
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O ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída da 

célula BSP-T2 2 é dado por: 
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onde, do teorema C.1: 

 

se     
2221 11 cc 〈   então 

22222121
fgefg ll ==  

se    
2221 11 cc 〉    então 22222121

fgefg ll ==
−

 

se    
2221 22 cc 〈    então 22222121

fgefg rr ==
−

 

se    
2221 22 cc 〉    então 

22222121
fgefg rr ==  

 

portanto, a saída crisp da célula BSP-T2 2 é dada por: 
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Para a saída do Modelo NFHB-T2 

 

O ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída do 

modelo NFHB-T2 é dado por: 
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O ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída do 

modelo NFHB-T2  é dado por: 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220898/CA



Apêndice A 146 

21

2

2

2

1

2

1

2

1 21

rr

rr

M

i

i

r

M

i

i

r

i

r

r
gg

cgcg

g

yg

y
+

+
==

∑

∑
=

=

=

=      Equação 

A.11 

 

onde, do teorema C.1: 

 

se     
21 11 cc 〈   então 

2211
fgefg ll ==  

se    
21 11 cc 〉    então 2211

fgefg ll ==
−

 

se    
21 22 cc 〈    então 2211

fgefg rr ==
−

 

se    
21 22 cc 〉    então 

2211
fgefg rr ==  

portanto, a saída crisp do modelo NFHB-T2 é dada por: 

 

2

rL yy
y

+
=        Equação A.12 

 

Da Figura A.1 pode-se observar que: 

 

lyc 111
=  e ryc 12 1

=  

lyc 21 2
=  e ryc 22 2

=   

lyc 12112
=  e ryc 122 12

=  

 

assim, substituindo as equações de A.1 até A.9 nas equações A.10 e A.11 têm-se 

que, o ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída do 

modelo NFHB-T2  passa a ser: 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220898/CA



Apêndice A 147 

21

2221

1

22

1

21

2

1211

1

12

1

11

1

21

1

2

1

1

22211211

21

ll

ll

ll

l

ll

ll

l

ll

ll

l
gg

gg

cgcg
g

gg

cgcg
g

gg

cgcg
y

+















+

+
+













+

+

=
+

+
=    

Equação A.13 

 

21

2221

1

22

1

21

2

1211

122121

1

122

1

121

12

1

11

1 2221

122121

11

ll

ll

ll

l

ll

ll

ll

ll

l

l
gg

gg

cgcg
g

gg

gg

cgcg
gcg

g

y
+















+

+
+





















+















+

+
+

=        

Equação A.14 

 

e o ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída do modelo 

NFHB-T2  passa a ser: 

 

21

2221

2

22

2

21

2

1211

2

12

2

11

1

21

2

2

2

1

22211211

21

rr

rr

rr

r

rr

rr

r

rr

rr

r
gg

gg

cgcg
g

gg

cgcg
g

gg

cgcg
y

+












+

+
+










+

+

=
+

+
=  Equação A.15 

 

21

2221

2

22

2

21

2

1211

122121

2

122

2

121

12

2

11

1 2221

122121

11

rr

rr

rr

r

rr

rr

rr

rr

r

r
gg

gg

cgcg
g

gg

gg

cgcg
gcg

g

y
+















+

+
+





















+















+

+
+

=  

Equação A.16 

 

portanto, são demonstradas as equações 3.18 e 3.19 do capítulo 3. 

 

Das Equações 3.13, 3.14 e 3.15 do capítulo 3, e, já que usamos funções de 

pertinência sigmóides do tipo 2 complementares obtêm-se as seguintes 

simplificações: 

 

121 =+ ll gg  
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11211 =+ ll gg  

12221 =+ ll gg  

1122121 =+ ll gg       

 Equações A.17 

 

121 =+ rr gg  

 

11211 =+ rr gg  

 

12221 =+ rr gg  

 

1122121 =+ rr gg        Equações A.18 

 

aplicando as equações A.17 e A.18 nas equações A.14 e A.16, têm-se: 

 

( )( ) ( )
222112212111 1

22

1

212

1

122

1

12112

1

111 cgcggcgcggcggy lllllllll ++++=  Equação A.19 

 

( )( ) ( )
222112212111 2

22

2

212

2

122

2

12112

2

111
cgcggcgcggcggy rrrrrrrrr ++++=  Equação A.20 

 

portanto, a saída crisp do sistema da Figura A.1 é dada pela equação A.21, a 

seguir. 

 

( )( ) ( )[ ]

( )( ) ( )[ ]
222112212111

222112212111

2

22

2

212

2

122

2

12112

2

111

1

22

1

212

1

122

1

12112

1

111

21

21

cgcggcgcggcgg

cgcggcgcggcggy

rrrrrrrr

llllllll

++++

+++++=

     

Equação A.21 

 

O conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída genérico, e a saída crisp 

genérica do sistema NFHB-T2 de 3 níveis de hierarquia são dados pelas equações 

A.22, A.23 e A.24. As variáveis ki , kij e kijk assumem apenas valores iguais a ‘0’ 
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ou ‘1’, indicando a existência ou não das bi-partições de ordem ‘i’, ‘ij’ e ijk’ , 

respectivamente. 

 

∑ ∑ ∑∑ ∑∑
=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

++=
2

1

2

1

2

1

1

2

1

2

1

1

2

1

1

M

i

M

j

M

k

ijk

ijk

l

ij

l

i

l

M

i

M

j

ij

ij

l

i

l

M

i

i

i

ll ijiji
ckgggckggckgy  Equação A.22 

 

∑ ∑ ∑∑ ∑∑
=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

=

++=
2

1

2

1

2

1

2

2

1

2

1

2

2

1

2

M

i

M

j

M

k

ijk

ijk

r

ij

r

i

r

M

i

M

j

ij

ij

r

i

r

M

i

i

i

rr ijkiji
ckgggckggckgy  Equação A.23 

 

2

rL yy
y

+
=

        Equação A.24 

 

onde: 

=ijk

l

ij

l

i

l ggg ,, pontos limites (esquerdos, 
ijkiji

fff ,,  , ou direitos, 
ijkiji

fff ,, ) do 

conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 do nível de disparo das regras 

do tipo 2 de cada bi-partição i, ij, ijk,  respectivamente, que estão 

associados aos 
ijkiji

ccc 111 ,, ; os valores de ijk

l

ij

l

i

l ggg ,, são 

calculados através do teorema C.1 descrito no apêndice C; 

=ijk

r

ij

r

i

r ggg ,, pontos limites (esquerdos, 
ijkiji

fff ,, , ou direitos, ijkiji
fff ,, ) do 

conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 do nível de disparo das regras 

do tipo 2 de cada bi-partição i, ij, ijk,  respectivamente, que estão 

associados aos 
ijkiji

ccc 222 ,, ; os valores de ijk

r

ij

r

i

r ggg ,, são 

calculados através do teorema C.1; 

=
ijkiji

ccc 111 ,,  pontos limites esquerdos dos conjuntos fuzzy intervalares do tipo 1 

conseqüentes das regras do tipo 2 de cada bipartição i, ij, ijk; 

=
ijkiji

ccc 222 ,,  pontos limites direitos dos conjuntos fuzzy intervalares do tipo 1 

conseqüentes das regras do tipo 2 de cada bipartição i, ij, ijk; 

=ijkiji kkk ,,    variáveis cujo valor será igual a ‘1’ se a partição i, ij, ijk,  existir, e 

‘0’ caso contrario;  
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Ajuste de Parâmetros e Equações de Gradient Descent 

para a Célula NFHB-T2  

 

 

B.1 

Ajuste dos Parâmetros Antecedentes 

 

Para uma célula NFHB-T2 o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída é 

defuzzificado usando a média de 
ly  e ry , obtendo-se a saída (crisp) y da célula 

dada pela equação B.1.  

 

[ ]
2121 2

2

2

1

1

2

1

1

2

1
cgcgcgcgy rrll +++=

   Equação B.1 

 

na equação B.1 aplicando o teorema C.1 tem-se:  

 

Se    
21 11 cc 〈    então )()(

2211
xfgexfg ll µρ ====

−

 

Se    
21 11 cc 〉    então )()( 2211

xfgexfg ll µρ ====
−

 

Se    
21 22 cc 〈    então )()( 2211

xfgexfg rr µρ ====
−

 

Se    
21 22 cc 〉    então )()(

2211
xfgexfg rr µρ ====  

onde:  

x    = variável de entrada; 

i
c1 = ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente da 

i-ésima regra do tipo 2; 

i
c2 = ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente da i-

ésima regra do tipo 2;
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i

lg = ponto limite (esquerdo 
i

f  ou direito i
f ) do conjunto fuzzy intervalar do 

tipo 1 do nível de disparo da i-ésima regra do tipo 2 associado a 
i

c1 . Os 

valores de i

lg  são calculados através do teorema C.1 descrito no apêndice C; 

i

rg = ponto limite (esquerdo 
i

f  ou direito i
f ) do conjunto fuzzy intervalar do 

tipo 1 do nível de disparo da i-ésima regra do tipo 2 associado a 
i

c2 . Os 

valores de i

rg  são calculados através do teorema C.1; 

)()(~ xx ρµρ = , )()(~ xx ρµ
ρ

=
 

= graus de pertinência superior e inferior do 

conjunto fuzzy intervalar do tipo 2 baixo ρ~ , respectivamente; 

)()(~ xx µµµ =
, 

)()(~ xx µµ
µ

=  = graus de pertinência superior e inferior do 

conjunto fuzzy intervalar do tipo 2 alto µ~ , respectivamente;  

 

Na célula NFB-T2 os 1
f  e 

1
f  se confundem com os )(xρ  e )(xρ  ;  e os 

2
f  e 

2
f  se confundem com os )(xµ  e )(xµ , respectivamente. 

 

As funções de pertinência primárias das funções de pertinência sigmóides do 

tipo 2 ρ~  e µ~  são dadas pelas equações B.2 e B.3. A equação B.2 descreve as 

funções de pertinência primárias sigmóide de ρ~  e µ~  com inclinação, ‘a’, de valor 

fixo e ponto médio de transição com incerteza assumindo valores em [b1, b2]. 

 

)(1

1
],,[)(

bxa
e

xbasigx
−−+

==ρµ , ],[ 21 bbb ∈    Equação B.2 

 

)(1)( xx ρµ µµ −=       Equação B.3 

 

onde: 

a = parâmetro que define a inclinação das funções de pertinência do tipo 2 ρ~  e µ~  

b1 , b2 = parâmetros que definem a incerteza relacionada ao ponto médio de 

transição das funções de pertinência do tipo 2 ρ~  e µ~  
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As funções de pertinência intervalares do tipo 2 ρ~  e µ~  são tais que 

)(xρ e )(xµ , e, )(xρ  e )(xµ  são complementares: 

 

1)()( =+ xx µρ        Equação B.4 

 

1)()( =+ xx µρ  Equação B.5 

 

Através do método de Gradient Descent cada parâmetro antecedente 

ajustável é atualizado segundo a equação B.6.   

 

 ( )
n

te
nn

θ
αθθ θ

∂

∂
−=+

)(

)(1  Equação B.6 

onde:  

θ  = qualquer parâmetro dos antecedentes ou conseqüentes do 

modelo NFHB-T2 

θα  = taxa de aprendizado 

 

Para minimizar o erro médio quadrático pelo método de Gradient Descent 

é necessário calcular o gradiente do erro em relação aos parâmetros antecedentes 

ajustáveis da célula BSP-T2: a, b1 , b2. 

O erro médio quadrático é dado pela equação B.7: 

 

[ ]
2

)()()( )()(
2

1 tdtt
xyxye −=     Equação B.7 

 

2

)()(
)(

)()(
)(

t

r

t

lt xyxy
xy

+
=     Equação B.8 

 

 

onde:  

)( )(t
xy  = saída crisp do modelo NFHB-T2; 

)( )(td
xy  = saída crisp desejada do modelo NFHB-T2; 
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)( )(t

l xy  = ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de 

saída do modelo NFHB-T2; 

)( )(t

r xy  = ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de 

saída do modelo NFHB-T2; 

 

portanto, derivando o erro médio quadrático e
(t)

 em relação ao parâmetro 

antecedente a ser ajustado, tem-se: 

 










∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

)(

)(

)(

)(

)( )(

)(

)(

)(

)(

)()(

t

r

t

t

l

t

t

tt

xy

xy

xy

xy

xy

ee

θ
   Equação B.9 

 










∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

θθθ

)(

)(

)()(

)(

)(

)(

)(

)(

)()(

)(

)(

)(

)()( t

r

t

r

tt

l

t

l

t

t

tt xy

xy

xyxy

xy

xy

xy

ee
Equação B.10 

 

finalmente obtêm-se: 

 

[ ] 








∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂

θθθ

)()(
)()(

2

1
)()(

)()(
)( t

r

t

ltdt
t xyxy

xyxy
e

  Equação 

B.11 

 

 [ ] 








∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂

θθθ

)()(

2

1
)()()( t

r

t

l

t xyxy
E

e
    Equação B.12 

 

Desta forma é necessário calcular a derivada parcial de )()( )()( t

r

t

l xyexy  

do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída para cada parâmetro antecedente 

ajustável (a, b1 , b2) de cada célula do modelo NFHB-T2. 

Seja kcel
y

_ o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída da célula ‘k’ 

dentro de uma estrutura NFHB-T2, e kcel

ly
_  , kcel

ry
_  os pontos limites esquerdo e 

direito do conjunto de saída kcel
y

_ ,  como mostrado na Figura B.1. 

 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220898/CA



Apêndice B 154 

 

 

Figura B.1. Detalhe de um modelo NFHB-T2 mostrando a saída da célula k 

 

Das equações 3.22 e 3.23 no capítulo 3, a contribuição da saída desta 

célula k sobre os pontos limites esquerdo )( )(t

l xy  e direito )( )(t

r xy do conjunto 

fuzzy intervalar do tipo 1 de saída total do modelo NFHB-T2 são, 

respectivamente: 

 

kk
cgggcgggH

k

ll

v

l

k

ll

v

l

k

l 12 1

112

1

212 µµ +=    Equação B.13 

e 

kk
cgggcgggH

k

rr

v

r

k

rr

v

r

k

r 12 2

112

2

212 µµ +=    Equação 

B.14 

 

Da equação B.13 para k

lH  tem-se: 

 

( )
kk

cgcgggH
k

l

k

ll

v

l

k

l 12 1

1

1

212 += µ    Equação B.15 

 

( )
kk

cgcggH
k

l

k

l

k

l

k

l 12 1

1

1

2 +Π=     Equação B.16 

 

onde: 
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k
c

21 = ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente 

da 2k-ésima regra do tipo 2 da célula k; 

k
c

11 = ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente da 

1k-ésima regra do tipo 2 da célula k; 

k

lg
2  = ponto limite (esquerdo 

k
f

2
 ou direito k

f
2 ) do conjunto fuzzy intervalar 

do tipo 1 do nível de disparo da 2k-ésima regra do tipo 2 associado a 
k

c
21 ; 

k

lg
1  = ponto limite (esquerdo 

k
f

1
 ou direito k

f
1 ) do conjunto fuzzy intervalar do 

tipo 1 do nível de disparo da 1k-ésima regra do tipo 2 associado a 
k

c
11 ; 

 

e o fator k

lgΠ corresponde ao produto de todos os pontos limites esquerdos sf
i
'   

ou direitos sf i '  dos conjuntos fuzzy intervalares do tipo 1 dos níveis de disparo 

das regras do tipo 2 associadas aos sc
i
'1  das células que ligam a célula k à saída. 

Na Figura B.1 este fator é dado por:  

 

µ12

l

v

l

k

l ggg =Π       Equação 

B.17 

 

onde: 

v

lg
2 = ponto limite (esquerdo 

v
f

2
ou direito vf 2 ) do conjunto fuzzy intervalar 

do tipo 1 do nível de disparo da 2v-ésima regra do tipo 2 da célula v 

associado ao ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 

conseqüente 
v

c
21 desta regra; 

u

lg1  = ponto limite (esquerdo 
iu

f ou direito 
uf 1
) do conjunto fuzzy intervalar 

do tipo 1 do nível de disparo da 1u-ésima regra do tipo 2 da célula u 

associado ao ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 

conseqüente 
u

c
11 desta regra; 

e os valores de v

lg
2  e u

lg
1  são determinados pelo teorema C.1. 

 

Da equação B.14 para k

rH  tem-se: 
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( )
kk

cgcgggH k

r

k

rr

v

r

k

r 12 2

1

2

212 += µ    Equação B.18 

( )
kk

cgcggH k

r

k

r

k

r

k

r 12 2

1

2

2 +Π=     Equação 

B.19 

 

onde: 

k
c

22 = ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente da 

2k-ésima regra do tipo 2 da célula k; 

k
c

12 = ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente da 

1k-ésima regra do tipo 2 da célula k; 

k

rg 2  = ponto limite (esquerdo 
k

f
2

 ou direito kf 2 ) do conjunto fuzzy intervalar 

do tipo 1 do nível de disparo da 2k-ésima regra do tipo 2 associado a 
k

c
22 ; 

k

rg1  = ponto limite (esquerdo 
k

f
1

 ou direito kf 1 ) do conjunto fuzzy intervalar do 

tipo 1 do nível de disparo da 1k-ésima regra do tipo 2 associado a 
k

c
12 ; 

 

o fator k

rgΠ corresponde ao produto de todos os pontos limites sf
i
'  ou direitos 

sf i '  dos conjunto fuzzy intervalares do tipo 1 dos níveis de disparo das regras do 

tipo 2 associadas aos sc
i
'2  das células que ligam a célula k à saída. Na Figura B.1 

este fator é dado por:  

 

µ12

r

v

r

k

r ggg =Π      Equação 

B.20 

onde: 

v

rg 2   = ponto limite (esquerdo 
v

f
2

ou direito vf 2 ) do conjunto fuzzy intervalar 

do tipo 1 do nível de disparo da 2v-esima regra do tipo 2 da célula v 

associado ao ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 

conseqüente 
v

c
22 desta regra;  

u

rg1   = ponto limite (esquerdo 
iu

f ou direito uf 1 ) do conjunto fuzzy intervalar 

do tipo 1 do nível de disparo da 1u-esima regra do tipo 2 da célula u 
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associado ao ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 

conseqüente 
u

c
12 desta regra; 

os valores de v

rg 2  e u

rg1  são determinados pelo teorema C.1.  

 

Desta forma, a dependência dos pontos limites esquerdo )( )(t

l xy  e direito 

)( )(t

r xy  do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída total )( )(txy  em relação a 

kcel

ly
_  e kcel

ry _  são dados pelas equações B.21 e B.22:  

 

l

k

ll Hy ψ+=      Equação B.21 

e 

r

k

rr Hy ψ+=      Equação B.22 

 

nas equações B.21 e B.22 e em adiante, para fins de simplificação, serão 

utilizados os seguintes termos: )( )(t

ll xyy = , )( )(t

rr xyy = , )( )(txyy = . Portanto 

tem-se: 

l

kcel

l

k

ll ygy ψ+Π= −     Equação B.23 

 

r

kcel

r

k

rr ygy ψ+Π= −     Equação B.24 

onde: 

kk
cgcgy k

l

k

l

kcel

l 12 1

1

1

2 +=−
   Equação B.25  

 

  
kk

cgcgy k

r

k

r

kcel

r 12 2

1

2

2 +=−
   Equação B.26 

 

rl eψψ  representam a soma das parcelas que influenciam os pontos 
ly e ry  do 

conjunto de saída total y  exceto a célula k  respectivamente.  

O cálculo das derivadas parciais dos pontos 
ly  e ry  do conjunto de saída 

total y  do modelo NFHB-T2 em relação a cada um dos parâmetros antecedentes  

kkk beba 21,  da célula k é dado pelas seguintes equações: 

 

( ) k

l

kcel

l

k

l

k

l aygay ∂+Π∂=∂∂ − /ψ    Equação B.27 
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( ) k

r

kcel

r

k

r

k

r aygay ∂+Π∂=∂∂ − /ψ    Equação B.28 

 

( ) k

l

kcel

l

k

l

k

l bygby 11 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ    Equação B.29 

( ) k

r

kcel

r

k

r

k

r bygby 11 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ    Equação B.30 

 

( ) k

l

kcel

l

k

l

k

l bygby 22 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ    Equação B.31 

 

( ) k

r

kcel

r

k

r

k

r bygby 22 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ    Equação B.32 

 

como k

r

k

lrl gg ΠΠ ,,,ψψ são independentes dos parâmetros kkk beba 21, , as 

equações acima tornam-se: 

 

( )kkcel

l

k

l

k

l aygay ∂∂Π=∂∂ −    Equação B.33 

 

( )kkcel

r

k

r

k

r aygay ∂∂Π=∂∂ −    Equação B.34 

 

( )kkcel

l

k

l

k

l bygby 11 ∂∂Π=∂∂ −     Equação 

B.35 

 

( )kkcel

r

k

r

k

r bygby 11 ∂∂Π=∂∂ −    Equação B.36 

 

( )kkcel

l

k

l

k

l bygby 22 ∂∂Π=∂∂ −    Equação B.37 

 

( )kkcel

r

k

r

k

r bygby 22 ∂∂Π=∂∂ −    Equação B.38 

 

Da Equação B.12, a derivada parcial do erro médio quadrático e
(t)

 em 

relação a cada um dos parâmetros antecedentes passa a ser: 
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



















∂

∂
Π+









∂

∂
Π=

∂

∂ −−

k

kcel

rk

rk

kcel

lk

lk

t

a

y
g

a

y
gE

a

e

2

1)(

  Equação 

B.39 

 





















∂

∂
Π+









∂

∂
Π=

∂

∂ −−

k

kcel

rk

rk

kcel

lk

lk

t

b

y
g

b

y
gE

b

e

111

)(

2

1
  Equação 

B.40 

 





















∂

∂
Π+









∂

∂
Π=

∂

∂ −−

k

kcel

rk

rk

kcel

lk

lk

t

b

y
g

b

y
gE

b

e

222

)(

2

1
  Equação 

B.41 

 

Desta forma, é necessário calcular as derivada parciais de  kcel

ly
_  e 

kcel

ry _ em relação a os parâmetros antecedentes kkk beba 21, . 

Das equações B.25 e B.26 tem-se: 

 

kk
cgcgy k

l

k

l

kcel

l 12 1

1

1

2 +=−
 

    

kk
cgcgy k

r

k

r

kcel

r 12 2

1

2

2 +=−  

e sabe-se que: 

 

k

k fxx
k

1
~ )()( == ρµρ   e 

k

k
fxx

k

1

~ )()( == ρµ
ρ

 

 

k

k fxx
k

2
~ )()( == µµµ   e 

k

k
fxx

k

2

~ )()( == µµ
µ

 Equações B.42 

 

onde, das equações B.4 e B.5 tem-se: 

 

   ( ) ( )[ ] k

kk

k

fxbaxbaf
2

22

1

1,,1,, −=−== µρ   Equação B.43 
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( )xbaf
k

k
,, 2

2 µ=      Equação B.44 

e 

( ) ( )[ ]
k

kk

k
fxbaxbaf

2

11

1
1,,1,, −=−== µρ   Equação B.45 

 

( )xbaf k

k

,, 1

2

µ=      Equação B.46 

 

portanto, dependendo dos valores de k

lg
2  e k

rg 2 que resultem da aplicação do 

teorema C.1 descrito no apêndice C, teremos diversas expressões para kcel

ly
_  e 

kcel

ry _ ;  sendo assim: 

• se 
kk

l fg
22 =  então, 

    ( )
kk

ccy
kk

kcel

l 12 11 1 µµ −+=−   Equação B.47 

• se kk

l fg 22 =  então, 

    ( )
kk

ccy kk

kcel

l 12 11 1 µµ −+=−   Equação B.48 

• se kk

r fg 22 =  então, 

    ( )
kk

ccy kk

kcel

r 12 22 1 µµ −+=−
  Equação B.49 

• se 
kk

r fg
22 =  então, 

    ( )
kk

ccy
kk

kcel

r 12 22 1 µµ −+=−   Equação B.50 

 

além disso, considerando que: 

 

( ) ( ) ( )[ ]ττττ sigsigsig −⋅=∂∂ 1/   Equação B.51 

 

onde, ( )τsig  é a função sigmóide dada por: 

 

( )
( )τ

τ
−+

=
exp1

1
sig     Equação B.52  

sendo:  

( ) ( )[ ]xbasigxba
k

−= 22 ,,µ    Equação B.53 
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( ) ( )[ ]xbasigxbak −= 11,,µ    Equação B.54 

 

então, pela equação B.51, tem-se: 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )τρτµτµτµττµ kkkkk
=−=∂∂ 1   Equação B.55 

 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )τρτµτµτµττµ
kkkkk =−=∂∂ 1   Equação B.56 

 

as derivadas parciais dos pontos kcel

ly
−  e kcel

ry
−  do conjunto de saída kcel

y
− da 

célula k em relação aos parâmetros antecedentes kkk
beba 21, dependem dos valores 

de k

lg
2  e k

rg
2  resultantes da aplicação do teorema C.1 descrito no apêndice C. 

Portanto, tem-se os seguintes casos para o cálculo destas derivadas: 

 

• se 
k

kk

l fg µ==
22 , neste caso ( )xba

kk

k
,, 2τµ = . Derivando, então,  

kcel

ly
_ em função do parâmetro k

a e usando as equações B.47, B.53 e  

B.55. tem-se: 

( )[ ]
kk

ccbxay
k

kk

kkcel

l 12 112

_ −−=∂∂ ρµ   Equação B.57 

 

• se k

kk

l fg µ== 22 , neste caso ( )xba
kk

k ,, 1τµ = . Derivando, então, 

kcel

ly
_ em função do parâmetro k

a e usando as equações B.48, B.54 e  

B.56. tem-se: 

 

( )[ ]
kk

ccbxay
k

kk

kkcel

l 12 111
_ −−=∂∂ ρµ   Equação B.58 

 

• se 
k

kk

r fg µ==
22 , neste caso ( )xba

kk

k
,, 2τµ = . Derivando, então, 

kcel

ry
_ em função do parâmetro k

a e usando as equações B.50, B.53 e  

B.55. tem-se: 
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( )[ ]
kk

ccbxay
k

kk

kkcel

r 12 222
_ −−=∂∂ ρµ   Equação B.59 

 

• se k

kk

r fg µ== 22 , neste caso ( )xba
kk

k ,, 1τµ = . Derivando, então, 

kcel

ry
_ em função do parâmetro k

a e usando as equações B.49, B.54 e  

B.56. tem-se: 

 

( )[ ]
kk

ccbxay
k

kk

kkcel

r 12 221
_ −−=∂∂ ρµ   Equação B.60 

• se 
k

kk

l fg µ==
22 , neste caso ( )xba

kk

k
,, 2τµ = . Derivando, então, 

kcel

ly
_ em função do parâmetro k

b1 e usando as equações B.47, B.53 e  

B.55. tem-se: 

 

01 =∂∂ − kkcel

l by      Equação B.61 

 

• se k

kk

l fg µ== 22 , neste caso ( )xba
kk

k ,, 1τµ = . Derivando, então, 

kcel

ly
_ em função do parâmetro k

b1 e usando as equações B.48, B.54 e  

B.56. tem-se: 

 

[ ]
kk

ccaby
k

kk

kkcel

l 12 111
_ −−=∂∂ ρµ    Equação B.62 

 

• se 
k

kk

r fg µ==
22 , neste caso ( )xba

kk

k
,, 2τµ = . Derivando, então, 

kcel

ry
_ em função do parâmetro k

b1 e usando as equações B.50, B.53 e  B.55 

tem-se: 

 

01 =∂∂ − kkcel

r by      Equação B.63 

 

• se k

kk

r fg µ== 22 , neste caso ( )xba
kk

k ,, 1τµ = . Derivando, então, 

kcel

ry
_ em função do parâmetro k

b1 e usando as equações B.49, B.54 e  

B.56. tem-se: 
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[ ]
kk

ccaby
k

kk

kkcel

r 12 221

_ −−=∂∂ ρµ    Equação B.64 

 

• se 
k

kk

l fg µ==
22 , neste caso ( )xba

kk

k
,, 2τµ = . Derivando, então, 

kcel

ly
_ em função do parâmetro k

b2 e usando as equações B.47, B.53 e  

B.55. tem-se: 

 

[ ]
kk

ccaby
k

kk

kkcel

l 12 112
_ −−=∂∂ ρµ    Equação B.65 

• se k

kk

l fg µ== 22 , neste caso ( )xba
kk

k ,, 1τµ = . Derivando, então, 

kcel

ly
_ em função do parâmetro k

b2 e usando as equações B.48, B.54 e  B.56 

tem-se: 

 

02 =∂∂ − kkcel

l by      Equação B.66 

 

• se 
k

kk

r fg µ==
22 , neste caso ( )xba

kk

k
,, 2τµ = . Derivando, então, 

kcel

ry
_ em função do parâmetro k

b2 e usando as equações B.50, B.53 e  B.55 

tem-se: 

 

[ ]
kk

ccaby
k

kk

kkcel

r 12 222

_ −−=∂∂ ρµ    Equação B.67 

 

• se k

kk

r fg µ== 22 , neste caso ( )xba
kk

k ,, 1τµ = . Derivando, então, 

kcel

ry
_ em função do parâmetro k

b2 e usando as equações B.49, B.54 e  B.56 

tem-se: 

 

02 =∂∂ − kkcel

r by      Equação B.68 

 

Finalmente, substituindo as equações de B.57 até B.68 nas equações B.39, 

B.40 e B.41 pode-se escrever as derivadas parciais do erro e
(t)

 em relação aos 

parâmetros antecedentes kkk
beba 21, da célula k para cada caso:  
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• se 
kk

l fg
22 =  e kk

r fg
22 =  

 

( )[ ]{ } ( )[ ]{ }[ ]
kkkk

ccbxgccbxgE
a

e k

kk

k

r

k

kk

k

lk

t

1212 221112

)(

2

1
−−Π+−−Π=

∂

∂
ρµρµ  

         Equação B.69 

[ ]{ }[ ]
kk

ccagE
b

e k

kk

k

rk

t

12 22

1

)(

2

1
−−Π=

∂

∂
ρµ     Equação B.70 

[ ]{ }[ ]
kk

ccagE
b

e k

kk

k

lk

t

12 11

2

)(

2

1
−−Π=

∂

∂
ρµ     Equação B.71 

 

• se kk

l fg
22 =  e 

kk

r fg
22 =  

 

( )[ ]{ } ( )[ ]{ }[ ]
kkkk

ccbxgccbxgE
a

e k

kk

k

r

k

kk

k

lk

t

1212 222111

)(

2

1
−−Π+−−Π=

∂

∂
ρµρµ  

        Equação B.72 

[ ]{ }[ ]
kk

ccagE
b

e k

kk

k

lk

t

12 11

1

)(

2

1
−−Π=

∂

∂
ρµ     Equação B.73 

 

[ ]{ }[ ]
kk

ccagE
b

e k

kk

k

rk

t

12 22

2

)(

2

1
−−Π=

∂

∂
ρµ     Equação B.74 

 

• se 
kk

l fg
22 =  e 

kk

r fg
22 =  

 

( )[ ]{ } ( )[ ]{ }[ ]
kkkk

ccbxgccbxgE
a

e k

kk

k

r

k

kk

k

lk

t

1212 222112

)(

2

1
−−Π+−−Π=

∂

∂
ρµρµ  

        Equação B.75 

0
1

)(

=
∂

∂
k

t

b

e
        Equação B.76 

 

[ ]{ } [ ]{ }[ ]
kkkk

ccagccagE
a

e k

kk

k

r

k

kk

k

lk

t

1212 2211

)(

2

1
−−Π+−−Π=

∂

∂
ρµρµ  
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        Equação B.77 

 

• se kk

l fg
22 =  e kk

r fg
22 =  

 

( )[ ]{ } ( )[ ]{ }[ ]
kkkk

ccbxgccbxgE
a

e k

kk

k

r

k

kk

k

lk

t

1212 221111

)(

2

1
−−Π+−−Π=

∂

∂
ρµρµ  

         Equação B.78 

[ ]{ } [ ]{ }[ ]
kkkk

ccagccagE
b

e k

kk

k

r

k

kk

k

lk

t

1212 2211

1

)(

2

1
−−Π+−−Π=

∂

∂
ρµρµ  

         Equação B.79 

0
2

)(

=
∂

∂
k

t

b

e
        Equação B.80 

 

B.2 

Ajuste dos Parâmetros Conseqüentes 

 

Para uma célula NFHB-T2 o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída é 

defuzzificado usando a média de 
ly  e ry , obtendo-se desta forma a saída (crisp) y 

da célula dada pela equação B.1.  

 

[ ]
2121 2

2

2

1

1

2

1

1

2

1
cgcgcgcgy rrll +++=

  Equação B.1 

 

Através do método de Gradient Descent cada parâmetro conseqüente 

ajustável é atualizado segundo a equação B.81.   

 

 ( )
n

t
e

nn
θ

αθθ θ
∂

∂
−=+

)(

)(1     Equação B.81 

onde:  

θ  = qualquer parâmetro dos antecedentes ou conseqüentes do modelo 

NFHB-T2 

θα  = taxa de aprendizado 
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Para minimizar o erro médio quadrático pelo método de Gradient Descent 

é necessário calcular o gradiente do erro em relação aos parâmetros conseqüentes 

ajustáveis da célula BSP-T2: ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  e ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂ . 

 

O erro médio quadrático esta dado pela equação B.82: 

 

[ ]2)()()( )()(
2

1 tdtt
xyxye −=     Equação B.82 

 

2

)()(
)(

)()(
)(

t

r

t

lt xyxy
xy

+
=     Equação B.83 

onde:  

)( )(t
xy  = saída crisp do modelo NFHB-T2 

)( )(td
xy  = saída crisp desejada do modelo NFHB-T2 

)( )(t

l xy  = ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de 

saída do modelo NFHB-T2 

)( )(t

r xy  = ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de 

saída do modelo NFHB-T2 

 

portanto, derivando o erro médio quadrático e
(t)

 em relação ao parâmetro 

conseqüente a ser ajustado tem-se: 

 










∂

∂
+

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

)(

)(

)(

)(

)( )(

)(

)(

)(

)(

)()(

t

r

t

t

l

t

t

tt

xy

xy

xy

xy

xy

ee

θ
   Equação B.84 

 










∂

∂
⋅

∂

∂
+

∂

∂
⋅

∂

∂

∂

∂
=

∂

∂

θθθ

)(

)(

)()(

)(

)(

)(

)(

)(

)()(

)(

)(

)(

)()( t

r

t

r

tt

l

t

l

t

t

tt xy

xy

xyxy

xy

xy

xy

ee
Equação B.85 

 

finalmente obtêm-se: 
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[ ] 








∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂

θθθ

)()(
)()(

2

1
)()(

)()(
)( t

r

t

ltdt
t xyxy

xyxy
e

  Equação 

B.86 

 

 








∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂

θθθ

)()(

2

1
)()()( t

r

t

l

t xyxy
E

e
    Equação B.87 

 

na equação B.87 e em adiante, para fins de simplificação, serão utilizados os 

seguintes termos: )( )(t

ll xyy = , )( )(t

rr xyy = , )( )(t
xyy = .  Portanto, a equação 

B.87 passa a ser: 










∂

∂
+

∂

∂
=

∂

∂

θθθ

)()()(

2

1
t

r

t

l

t yy
E

e
     Equação B.88 

 

Desta forma, é necessário calcular a derivada parcial de )()( t

r

t

l yey  do 

conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída total y do modelo NFHB-T2 em 

relação a cada parâmetro conseqüente ajustável 
kk

cc
11 21 , correspondentes a 

( )
kk

cck 11 211 ,=⊂ e  
kk

cc
22 21 , correspondentes a ( )

kk
cck 22 212 ,=⊂  de cada célula do 

modelo NFHB-T2. 

 

Das Equações B.16, B.19, B.23 e B.24 tem-se que: 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  

   

( )
kk

cygcy l

kcel

l

k

ll 11 11 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ     Equação B.89 

 

( )
kk

cygcy r

kcel

r

k

rr 11 11 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ     Equação 

B.90 

 

( )
kk

cygcy l

kcel

l

k

ll 11 22 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ     Equação B.91 

 

( )
kk

cygcy r

kcel

r

k

rr 11 22 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ     Equação B.92  
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• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  

 

( )
kk

cygcy l

kcel

l

k

ll 22 11 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ     Equação B.93 

 

( )
kk

cygcy r

kcel

r

k

rr 22 11 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ     Equação B.94 

 

( )
kk

cygcy l

kcel

l

k

ll 22 22 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ     Equação B.95 

 

( )
kk

cygcy r

kcel

r

k

rr 22 22 / ∂+Π∂=∂∂ − ψ     Equação 

B.96 

como k

r

k

lrl gg ΠΠ ,,,ψψ são independentes dos parâmetros conseqüentes 

kk
cc

11 21 , correspondentes a ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂ e  
kk

cc
22 21 , correspondentes a 

( )
kk

cck 22 212 ,=⊂ , as equações acima tornam-se: 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  

 

( )
kk

cygcy
kcel

l

k

ll 11 11 ∂∂Π=∂∂ −  Equação B.97 

 

( )
kk

cygcy
kcel

r

k

rr 11 11 ∂∂Π=∂∂ −  Equação B.98 

 

( )
kk

cygcy
kcel

l

k

ll 11 22 ∂∂Π=∂∂ −  Equação B.99 

 

( )
kk

cygcy
kcel

r

k

rr 11 22 ∂∂Π=∂∂ −  Equação B.100 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  

 

( )
kk

cygcy
kcel

l

k

ll 22 11  ∂∂Π=∂∂ −  Equação B.101 
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( )
kk

cygcy
kcel

r

k

rr 22 11 ∂∂Π=∂∂ −  Equação B.102 

 

( )
kk

cygcy
kcel

l

k

ll 22 22 ∂∂Π=∂∂ −  Equação B.103 

 

( )
kk

cygcy
kcel

r

k

rr 22 22 ∂∂Π=∂∂ −
 Equação B.104 

 

da equação B.87, a derivada parcial do erro médio quadrático e
(t)

 em relação a 

cada um dos parâmetros conseqüentes passa a ser: 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  
























∂

∂
Π+











∂

∂
Π=

∂

∂ −−

kkk
c

y
g

c

y
gE

c

e
kcel

rk

r

kcel

lk

l

t

111 111

)(

2

1
 Equação B.105 

 
























∂

∂
Π+











∂

∂
Π=

∂

∂ −−

kkk
c

y
g

c

y
gE

c

e
kcel

rk

r

kcel

lk

l

t

111 222

)(

2

1
 Equação B.106 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  

 
























∂

∂
Π+











∂

∂
Π=

∂

∂ −−

kkk
c

y
g

c

y
gE

c

e
kcel

rk

r

kcel

lk

l

t

222 111

)(

2

1
 Equação B.107 

 
























∂

∂
Π+











∂

∂
Π=

∂

∂ −−

kkk
c

y
g

c

y
gE

c

e
kcel

rk

r

kcel

lk

l

t

222 222

)(

2

1
 Equação B.108 

 

desta forma, é necessário calcular as derivada parciais de  kcel

ly
_  e kcel

ry
_ em 

relação a os parâmetros conseqüentes 
kk

cc
11 21 , correspondentes a ( )

kk
cck 11 211 ,=⊂ e  

kk
cc

22 21 , correspondentes a ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  

  

Das Equações B.25 e B.26 tem-se: 
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kk
cgcgy

k

l

k

l

kcel

l 12 1

1

1

2 +=−  

    

kk
cgcgy

k

r

k

r

kcel

r 12 2

1

2

2 +=−  

sendo assim: 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  

 

k

l

kcel

l gcy
k

1

11
=∂∂ −  Equação B.109 

 

0
11 =∂∂ −

k
cy

kcel

r  Equação B.110 

 

0
12 =∂∂ −

k
cy

kcel

l  Equação B.111 

 

k

r

kcel

r gcy
k

1

21
=∂∂ −

 Equação B.112 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  

 

k

l

kcel

l gcy
k

2

12
=∂∂ −  Equação B.113 

 

0
21 =∂∂ −

k
cy

kcel

r  Equação B.114 

 

0
22 =∂∂ −

k
cy

kcel

l  Equação B.115 

 

k

r

kcel

r gcy
k

2

22
=∂∂ −  Equação B.116 

 

Finalmente, substituindo as equações de B.109 até B.116 nas equações 

B.105, B.106, B.107 e B.108 pode-se escrever as derivadas parciais do erro e
(t)

 em 

relação aos parâmetros conseqüentes 
kk

cc
11 21 , correspondentes a ( )

kk
cck 11 211 ,=⊂ e  

kk
cc

22 21 , correspondentes a ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  da célula k, da seguinte forma:  
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• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  

 

[ ]k

l

k

l

t

ggE
c

e

k

1

1

)(

2

1

1

Π=
∂

∂
 Equação B.117 

 

[ ]k

r

k

r

t

ggE
c

e

k

1

2

)(

2

1

1

Π=
∂

∂
 Equação B.118 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  

 

[ ]k

l

k

l

t

ggE
c

e

k

2

1

)(

2

1

2

Π=
∂

∂
 Equação B.119 

 

[ ]k

r

k

r

t

ggE
c

e

k

2

2

)(

2

1

2

Π=
∂

∂
 Equação B.120 

 

Para o caso de ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  e ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  ser conseqüentes 

combinações lineares das entradas com conjuntos fuzzy intervalares do tipo 1, 

estas derivadas parciais do erro e
(t)

 em relação aos parâmetros conseqüentes são 

obtidas da seguinte forma: 

da equação B.25 tem-se: 

 

kk
cgcgy

k

l

k

l

kcel

l 12 1

1

1

2 +=−
  

 

onde, substituindo a equação 3.8 do capítulo 3 na equação anterior obtêm-se: 

 









+







= ∑∑

==

−
n

z

zk

k

l

n

z

zk

k

l

kcel

l xgxgy
ZZ

0

1

1

0

2

2
11 ςς   Equação B.121 

 

e da equação B.26 tem-se: 

 

kk
cgcgy

k

r

k

r

kcel

r 12 2

1

2

2 +=−
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onde, substituindo a equação 3.9 do capítulo 3 na equação anterior obtêm-se: 

 









+







= ∑∑

==

−
n

z

zk

k

r

n

z

zk

k

r

kcel

r xgxgy
ZZ

0

1

1

0

2

2
22 ςς  Equação B.122 

 

onde:  

Zx  = entrada z-ésima do sistema, onde, 10 =x ; 

 n   = número total de entradas ao sistema; 

Zk11ς = ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 que 

representa o peso da entrada Zx  na combinação linear para a 1k-esima 

regra do tipo 2 da célula k;  

Zk12ς = ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 que representa 

o peso da entrada Zx  na combinação linear para a 1k-esima regra do tipo 2 

da célula k; 

Zk21ς = ponto limite esquerdo do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 que 

representa o peso da entrada Zx  na combinação linear para a 2k-esima 

regra do tipo 2 da célula k;  

Zk22ς = ponto limite direito do conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 que representa 

o peso da entrada Zx  na combinação linear para a 2k-esima regra do tipo 2 

da célula k; 

calculando, as derivada parciais de  kcel

ly
_  e kcel

ry
_ em relação a os parâmetros 

conseqüentes 
Zk11ς , 

Zk12ς , correspondentes a ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂ e 
Zk21ς e 

Zk22ς  

correspondentes a ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  obtêm-se:  

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  

 

z

k

lk

kcel

l xgy
Z

1

11 =∂∂ − ς  Equação B.123 

 

011 =∂∂ −

Zk

kcel

ry ς  Equação B.124 
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021 =∂∂ −

Zk

kcel

ly ς  Equação B.125 

 

z

k

rk

kcel

r xgy
Z

1

12 =∂∂ − ς  Equação B.126 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  

 

z

k

lk

kcel

l xgy
Z

2

21 =∂∂ − ς  Equação B.127 

 

012 =∂∂ −

Zk

kcel

ry ς  Equação B.128 

 

022 =∂∂ −

Zk

kcel

ly ς  Equação B.129 

 

z

k

rk

kcel

r xgy
Z

2

22 =∂∂ − ς  Equação B.130 

 

Finalmente, fazendo 
KZ

ck 1111 =ς , 
KZ

ck 1212 =ς , 
KZ

ck 2121 =ς e 

KZ
ck 2222 =ς nas equações B.105, B.106, B.107 e B.108, e, substituindo as 

equações da B.123 à B.130 nestas pode-se escrever as derivadas parciais do erro 

e
(t)

 em relação aos parâmetros conseqüentes 
Zk11ς , 

Zk12ς correspondentes a 

( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  e 
Zk21ς e 

Zk22ς  correspondentes a ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  da célula k, da 

seguinte forma: 

 

• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 11 211 ,=⊂  

 

[ ]z

k

l

k

lK

t
xggEe

Z

1

1

)(

2

1
1 Π=∂∂ ς  Equação B.131 

 

[ ]
z

k

r

k

rK

t
xggEe

Z

1

1

)(

2

1
2 Π=∂∂ ς  Equação B.132 
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• para o conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 conseqüente ( )
kk

cck 22 212 ,=⊂  

 

[ ]
z

k

l

k

lK

t
xggEe

Z

2

2

)(

2

1
1 Π=∂∂ ς  Equação B.133 

 

[ ]z

k

r

k

rK

t
xggEe

Z

2

2

)(

2

1
2 Π=∂∂ ς  Equação B.134 
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Cálculo do Conjunto Tipo-reduzido para a Célula Básica 

NFB-T2  

 

O conjunto fuzzy intervalar do tipo 1 de saída ],[ rl yyy = de uma célula 

NFB-T2 é calculado através das equações C.1 e C.2 e do teorema C.1 descritos a 

seguir. 

21

1

2

1

1

2

1

2

1 21

ll

ll

M

i

i

l

M

i

i

l

i

l

l
gg

cgcg

g

yg

y
+

+
==

∑

∑
=

=

=

= ;   Equação C.1 

21

2

2

2

1

2

1

2

1 21

rr

rr

M

i

i

r

M

i

i

r

i

r

r
gg

cgcg

g

yg

y
+

+
==

∑

∑
=

=

=

= ;    Equação C.2 

onde: 

 

[ ]rl yy ,  = pontos limites do conjunto intervalar do tipo 1 de saída da célula        

NFB-T2  

M = número de regras do tipo 2 da célula. (M=2) 

i

lg = ponto limite (esquerdo 
i

f  ou direito i
f ) de iF  associado a 

i
c1 do 

conjunto conseqüente i⊂ , para a i-ésima regra. Os valores de i

lg  são 

calculados através do teorema C.1. 

i

rg = ponto limite (esquerdo 
i

f  ou direito i
f ) de iF  associado a 

i
c2 do 

conjunto conseqüente i⊂ , para a i-ésima regra. Os valores de i

rg  são 

calculados através do teorema C.1. 

 

TEOREMA C.1. Procedimento iterativo para o cálculo de yr  e yl  [MEND00-I]: 

• Cálculo de yr : 
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1.- ordenar de forma ascendente os valores pré-calculados 
i

c2 . Desta forma, 

tem-se 
M

ccc 222 21
≤≤≤ �  

2.- calcular yr da equação C.2, fixando inicialmente 2)(
iii

r ffg +=  para 

Mi …1= . Em seguida, fixa-se rr yy =' . 

3.- encontrar um número )11( −≤≤ MRR tal que 1' +≤≤ R

rr

R

r yyy . 

4.- calcular yr usando a equação C.2, fixando Rifg
ii

r ≤∀=  e 

Rifg
ii

r >∀= . Fixa-se rr yy =" . 

5.-  se '" rr yy ≠ , então ir ao passo 6. Se '" rr yy = , então parar e fixar rr yy =" . 

6.-  fixar "' rr yy = , e voltar ao passo 3. 

 

• Cálculo de yl : 

O procedimento para calcular yl é muito similar ao cálculo anterior. Neste 

caso, substituí-se 
i

c2  por 
i

c1 e, no passo 2, encontra-se um número 

)11( −≤≤ MLL  tal que 1' +≤≤ L

ll

L

l yyy . Adicionalmente, no passo 3, calcula-se 

yl  usando a equação C.1, fixando Lifg
ii

l ≤∀=  e Lifg
ii

l >∀= . 

Portanto, aplicando o teorema C.1 tem-se:  

 

Se    
21 11 cc 〈    então 

2211

−

== fgefg ll  

Se    
21 11 cc 〉    então 2211

fgefg ll ==
−

 

Se    
21 22 cc 〈    então 2211

fgefg rr ==
−

 

Se    
21 22 cc 〉    então 

2211
fgefg rr ==  

Este conjunto de saída é defuzzificado usando-se a média de ly  e ry , 

(equações C.3 e C.4) obtendo-se:  

 

2

rl yy
y

+
=

      Equação C.3
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













+

+
+

+

+
=

+
=

21

2

2

2

1

21

1

2

1

1

2121

2

1

2
rr

rr

ll

llrl

gg

cgcg

gg

cgcgyy
y  Equação C.4 
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 Apêndice D 

 

Cálculo do Conjunto Tipo-reduzido para SIF Intervalares do 

tipo 2 Mamdani com entradas Singleton  

  

Em um SIF intervalar do tipo 2 Mamdani com entradas singleton, a saída 

do processo de tipo-redução centro de conjuntos, Ycos (x), é dada por: 

 

[ ]
[ ] [ ] ∫ ∑

∑
∫∫∫





∈

=

=





∈∈∈

== MMMM
r

M
l

M
rl fff M

i

i

M

i

ii

fffyyyyyy
rl

f

yf
yyxY

,

1

1

,,,
cos 1,)( 111111

��

          

Equação D.1 

onde: 

∑
∑

=

==
M

i

i

l

M

i

i

l

i

l

l

f

yf
y

1

1       Equação D.2 

∑
∑

=

==
M

i

i

r

M

i

i

r

i

r

r

f

yf
y

1

1       Equação D.3 

    

onde:  

Ycos (x) = conjunto intervalar de pontos limites [ ]rl yy , . Os valores de 
ly e 

ry são calculados pelo procedimento iterativo descrito abaixo 

(este procedimento é descrito com maior detalhe no Teorema 9.1 

em [MEND00-I]). 

[ ]i

r

i

l yy ,  = centróide do conjunto conseqüente intervalar do tipo 2, i
G
~

, e 

que deve ser pré-calculado antes de calcular Ycos (x) . 

 M  = número de regras, Mi …1= . 

i

r

i

r yf , = valores de ii
yf ,  que estão associados a ry  respectivamente. 

Estes valores são calculados pelo procedimento iterativo descrito 

abaixo. 
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i

l

i

l yf , = valores de ii
yf ,  que estão associados a 

ly  respectivamente. 

Estes valores são calculados pelo procedimento iterativo descrito 

abaixo. 

 

TEOREMA D.1. Procedimento iterativo para o cálculo de yr  e yl : 

• Cálculo de yr : 

1.- ordenar em ordem ascendente os pré-calculados i

ry . Desta forma, tem-se 

M

rrr yyy ≤≤≤ �

21  

2.- calcular yr da equação D.3, fixando inicialmente 2)(
iii

r fff +=  para 

Mi …1= , onde, 
ii

ff ,  são calculados previamente usando as equações 

2.26 e 2.27 do capítulo 2. Em seguida, fixa-se rr yy ≡' . 

3.- encontrar um número )11( −≤≤ MRR tal que 1' +≤≤ R

rr

R

r yyy . 

4.- calcular yr usando a equação D.3, fixando Riff
ii

r ≤∀=  e 

Riff
i

i

r >∀= . Fixa-se rr yy ≡" . 

5.-  se '" rr yy ≠ , então ir ao passo 6. Se '" rr yy = , então parar e fixar rr yy =" . 

6.-  fixar "' rr yy = , e voltar ao passo 3. 

 

• Cálculo de yl : 

O procedimento para calcular yl é muito similar ao cálculo anterior. Neste 

caso, substituí-se i

ry  por i

ly , e, no passo 2 encontra-se um número 

)11( −≤≤ MLL  tal que 1' +≤≤ L

ll

L

l yyy . Adicionalmente, no passo 3, calcula-se 

yl  usando a equação D.2, fixando Liff
ii

l ≤∀=  e Liff
ii

l >∀= . 

Devido a que Ycos (x) é um conjunto intervalar, então a saída defuzzificada 

do SIF intervalar do tipo 2 Mamdani com entradas singleton é dada por: 

2
)()( 2

rl

s

yy
fy

+
== xx     Equação D.5 
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Exemplo de um SIF intervalar do tipo 2 Mamdani com entradas 

singleton:  

 

Considerando a função ]10,10[para100 2 ∈−= xxy , e fazendo 10 

realizações de cada medida para 9 pares de dados (x,y), como segue: 

[ ]( ) [ ]( )49.6,79.7,10,, 1

max

1

min

1 −−=yyx
 

 

[ ]( ) [ ]( )93.52,72.34,5.7,, 2

max

2

min

2 −=yyx  

 

[ ]( ) [ ]( )1.84,12.66,5,, 3

max

3

min

3 −=yyx
 

 

[ ]( ) [ ]( )75.101,93.84,5.2,, 4

max

4

min

4 −=yyx
 

 

[ ]( ) [ ]( )95.109,09.93,0,, 5

max

5

min

5 =yyx
 

 

[ ]( ) [ ]( )53.103,02.88,5.2,, 6

max

6

min

6 =yyx
 

 

[ ]( ) [ ]( )32.84,37.65,5,, 7

max

7

min

7 =yyx  

 

[ ]( ) [ ]( )85.50,14.34,5.7,, 8

max

8

min

8 =yyx  

 

[ ]( ) [ ]( )62.9,62.9,10,, 9

max

9

min

9 −=yyx
 

 

cada um destes pares de dados incluí valores de y corrompidos por ruído aditivo 

uniformemente distribuído em [10,10]. Para cada entrada aplicada ),9,1( …=ix
i  

obtém-se o valor mínimo i
ymin  e o valor máximo i

ymax  dos 10 valores de y. 
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Neste exemplo usamos um SIF intervalar do tipo 2 com entradas singleton, 

onde cada regra é da forma:  GéyentãoAéxSe
~

, . 

Para as regras escolhemos conjuntos fuzzy antecedentes gaussianos do tipo 

1 e conjuntos fuzzy conseqüentes intervalares do tipo 2 com função de pertinência 

primária com incerteza na média, onde a média assume valores em [ ]ii
yy maxmin , . 

As funções de pertinência para os conjuntos antecedentes e os FOUs para os dois 

conjuntos conseqüentes são mostradas na Figura D.1. 

O SIF intervalar do tipo 2 Mamdani deste exemplo usa fuzzificação 

singleton, o máximo para t-conorm, o produto para t-norm, implicação produto e o 

processo de tipo-redução centro de conjuntos. 

Para uma entrada 5.5'=x  têm-se graus de pertinência diferentes de zero 

nos conjuntos antecedentes: 6, 7 e 8. Portanto três regras são ativadas. 

 

   

Figura D.1. (a) Funções de pertinência para os conjuntos antecedentes. (b) FOU dos 

conjuntos conseqüentes 1 e 7. 

 

O processo de tipo-redução centro de conjuntos substitui cada conjunto 

conseqüente pelo seu centróide e escala este usando seu próprio grau de ativação 

(implicação produto e usando o produto para t-norm), isto é mostrado na Figura 

D.2.(a). 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0220898/CA



Apêndice D 182 

 

Figura D.2. (a) Centróides dos três conjuntos conseqüentes ativados pelas três regras 

ativadas e seus correspondentes graus de ativação. (b) Conjunto de saída do processo de 

tipo-redução centro de conjuntos e saída crisp correspondente. 

 

O conjunto tipo-reduzido resultante do processo de tipo-redução para 

5.5'=x é ilustrado na Figura D.2.(b), este foi calculado usando o procedimento 

iterativo descrito acima. 

O valor atual da função em 5.5'=x  é 69.75. Os dois pontos limites do 

domínio do conjunto tipo-reduzido indicam os limites inferior e superior para a 

saída crisp de valor 68.55. Estes limites dão uma medida da incerteza produzida 

pelo ruído nos dados durante a aproximação. Isto não pode ser obtido em um SIF 

do tipo 1. 
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