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3
Eixo Medial

O eixo medial de uma figura nos d4 uma representacao compacta de
suas caracteristicas e sua conectividade. O eixo medial é, as vezes, chamado de
esqueleto, pois a simetria do esqueleto de um ser vivo é parecida com o eixo
medial da forma do membros. A complexidade do eixo medial esta relacionada
com a complexidade do objeto. Além disso, existe uma série de relagoes entre

o eixo medial e seu objeto. Como referéncia, podemos citar (3) e (L3]).

Definicao 3.1 (Eixo Medial) O eizo medial interior (ou simplesmente eizo
medial) X de um objeto O € o fecho do conjunto de pontos m € O tal que m

¢ centro de bola tangente ao 0O em pelo menos dois pontos.

O eixo medial é, entao, o conjunto dos centros de bolas maximais
contidas em O que tangenciam o O em pelo menos dois pontos. Isso o torna

particularmente adaptado para representar unioes de bolas.

3.1
Eixo Medial de uma Uniao de Bolas

Considere uma bola b contida em um objeto O e tocando 0O em pelo
menos dois pontos. A definicao de eixo medial implica que o centro p de b é

um ponto no eixo medial de O, como, por exemplo, a curva fechada da Figura

B.1

O

Figura 3.1: Bolas e o Eixo Medial em R2.
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Teorema 3.2 ((13)), Teo 1) Seja U uma uniao de bolas, seja V seus vértices

e S o 0-shape, entdo o eizo medial X de U consiste de:
(i) faces singulares de S, e

(ii) subconjunto do diagrama de Voronoi Vor(V) tais que o ponto mais prozimo

do OU é um vértice em V.

Observe a Figura

. Face Singular

Componente Regular

. Subconjunto do Var(V)

Figura 3.2: Eixo Medial de uma uniao de bolas.

Observacao: Identificar algoritmicamente os elementos que satisfazem
a condicao (i) ¢ facil, mas nao é ébvio fazé-lo para a condigao (i7). Primeiro
é preciso localizar os vértices, arestas e faces do Vor(V) e determinar quais
deles, ou quais partes, estao mais préximos de um vértice de )V do que de qual-
quer outro ponto no 0. Combinatorialmente, isso tem algumas dificuldades
numéricas, motivando, assim, a caracterizacao combinatorial do subconjunto

do Vor(V) pertencente ao eixo medial, que serd visto adiante.

3.2
Caracterizacao Combinatorial

O teorema a seguir d& a caracterizacao do eixo medial de uma uniao de

bolas U.

Teorema 3.3 ((13), Teo 2) Seja U uma uniio de bolas em R?, seja V os
vértices de U e seja S o 0-shape de U. O eizo medial X de U consiste de:

(i) faces singulares de S, e

(ii) o subconjunto do diagrama de Voronoi Vor(V) que intersecta as componen-

tes requlares de S.

Para provar o Teorema algumas propriedades do 0O-shape serao usadas.
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Observagao 3.4 ((13])) Note que os pontos U — S nao pertencem ao eixo
medial de U.

Observacao 3.5 ((13), Obs 3) Para cada ponto v € U—S, existe um ponto
u € OU tal que para todo v € AU, d(u,z) < d(v,x).

Para ilustrar as observacgoes 3.4 e vide Figura 3.3

Figura 3.3: U — S.

Observagao 3.6 ((13)), Obs 4) Se y € or, onde op € um simplezo em 0S,

entio y € o centro de uma bola® b, com face dual sy C 6b, C U. Vide Figura

B

Figura 3.4: Simplexos em S e duais no oU.

Observacao 3.7 ((13), Obs 5) Uma (d — 1)-face singular em S € dual a
0-face contendo dois vértices de U. Uma (d — 1)-face que pertence a uma

componente reqular de S € dual a um unico vértice de U.

Em duas dimensoes, uma aresta singular de § é dual a uma 0-componente
do bordo de U contendo dois pontos do conjunto de vértices V de Y. Um 1-

simplexo que pertence a fronteira C de uma componente regular C de S ¢ dual


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521438/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521438/CA

Unido de bolas, eixo medial e deformagcdes no espago tridimensional 28

a uma O-componente do bordo de U contendo um tnico ponto do conjunto
de vértices V de Y. Um 0O-simplexo em IC pode ser dual a mais de uma 1-

componente do bordo de U.

Lema 3.8 ((13), Lema 6) Qualquer k-simplezo de 0S, para 0 < k < (d—1)

pertence ao eixo medial X de U.

Prova do Lema: Considere a k-face or de S, com k < (d —1). A dimensao
st, a face dual op, é maior do que zero. Pela Observacao B.6], qualquer ponto
x contido em op é o centro de uma bola b com sp C b, C U. Desde que a
dimensao de sy seja pelo menos um, db contém mais de um ponto do éU e x

é um ponto do eixo medial. O

Em R?, 0 < k < 1, ou seja, k = 0. A 0-face op estd em S, logo serd
um ponto e sua face dual sy no S tem dimensao maior do que 0. Dai, pela
Observagao [3.6] teremos mais de um ponto mais préximo no OlU, ou seja, sera

um ponto do eixo medial.

Lema 3.9 ((13), Lema 7) Qualquer ponto pertencente a face singular de S

pertence ao eixo medial X de U.

Prova do Lema: Considere o7 de dimensao (d — 1) e um ponto x contido
neste simplexo. Pela Observagao B.7, a face dual sy consiste de dois vértices
que, pela Observacao B.6l serdo mais proximos de x no 0. Logo, = pertence

ao ao eixo medial. O

O Lema [B.§ mostrou que, para k < (d — 1), qualquer ponto na k-
face no bordo da componente regular C pertence ao eixo medial. Agora sera
considerado o interior de C. Comecando, serd mostrado que, para qualquer

ponto em C, os pontos mais proximos no ol é um vértice de U.

Lema 3.10 ((13), Lema 8) Seja C uma componente reqular de S. Entao,

para qualquer v € C
(i) = tem exatamente um ponto mais proximo p no OU e p € vértice de U, ou

(ii) x tem mais de um ponto mais proximo de OU, pelo menos dois deles sao

vértices de U.

Alguns pontos na componente regular C de S e respectivos pontos mais
préximos no bordo de U sao mostrados na Figura 3.5

Agora é possivel provar o Teorema [3.3] que caracteriza o eixo medial X
de U.
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()

Figura 3.5: Pontos na componente regular C de S e respectivos pontos mais
proximos em U.

Prova do Teorema: Primeiro serd provado que qualquer ponto da face
singular de S ou pertence a componente regular de S e ao Vor()) é um ponto
do eixo medial. Em seguida, sera demonstrado que qualquer ponto do eixo
medial pertence a face singular ou a componente regular de S e ao Vor(V).

Pelo Lema B9, qualquer ponto da face singular de S pertence ao eixo
medial. Com isso mostramos (i). Qualquer ponto x na componente regular
pertencente ao Vor()) tem mais de um ponto mais préximo do oU. O Lema
[B.10/ implica que nao existe outro ponto no OU mais proximo de x e, entao,
tem que pertencer ao eixo medial U.

Agora considere um ponto m no eixo medial /; m nao pode ser um ponto
em U — 8, pela observacao 3.5l O fato de m pertencer a uma face singular ja foi
feito. Caso contrario, m pertence a componente regular e precisa ter mais de

um ponto mais préximo de V. Assim, pelo Lema BI0, m pertence ao Vor(V).
[

. Face Singular

Componente Regular

. Subconjunto do Var(V)

Figura 3.6: Faces singulares, componentes regulares e arestas do Vor(V).
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3.3
Crossing Edges e Arestas do Alpha Forma

Pelos Teoremas e ¢ sabido que parte do eixo medial consiste do
subconjunto do diagrama de Voronoi que esté contido na componente regular
C. Essa se¢ao, mostra que s existem dois modos nos quais os simplexos do 9C
interagem com Vor(V). Essa diferenciacao evitard instabilidade numérica na

construcao do eixo medial.

Lema 3.11 ((13), Lema 9) O interior de qualquer (d — 1)-simplexo o € OC

de vértice dual v estda no interior das células de Voronos.

Lema 3.12 ((13), Lema 10) Cada k-simplexo op € OC para k < (d — 1) é
parte da face do Vor(V) de dimensdo < (d —1).

Teorema 3.13 ((13)), Teo 11) Seja o um (d — 1)-simplexo no bordo de OC
e seja v €V seu vértice dual. A face o divide a célula de Voronoi Vor(v) de v

em duas partes, uma dentro e outra fora de C. Vide Figura[5.7]

. . Parte de fora
° r
. o . Parte de dentro

G

Figura 3.7: Simplexo ¢ particiona a célula de Voronoi de v.

O préximo Lema implicard que a intersecao das arestas do Vor(V) com 9C

recaem em duas categorias.

Lema 3.14 ((13), Lema 12) Seja e uma aresta do Vor(V) que intersecta
0C, e seja o uma face do OC de menor dimensao que contém a intersecdo de
e e C. Entao
(i) o € um vértice de C, ou
(ii) o € idéntico a e.

Quando e intersecta OC em um vértice chamamos e de aresta cortante

(item 7) e quando e é a prépria aresta do IC chamamos e de aresta do 0-shape

(item 7).
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A Figura[3.8 d4 um exemplo de unido de bolas induzindo uma aresta do
0-shape: a aresta longa que une os centros das duas bolas maiores no 0-shape ¢é
também aresta do Vor(V), eqiiidistante dos quatro vértices na intersegao das

duas maiores bolas.

e

Figura 3.8: Arestas do 0-shape.

Os proximos dois Lemas mostram como as crossing egde e arestas do
0-shape, respectivamente, podem ser identificadas, examinando o conjunto de

bolas que induzem caracteristicas do Vor(V) e de C.

Lema 3.15 ((13), Lema 13) Seja e, uma aresta do Vor(V) induzida pelo
conjunto V-C V. Seja o um vértice de C, que € centro da bola de entrada b. A

aresta e, passa por o se, e somente se, todos os vértices em V estao no bordo

de b.

Lema 3.16 ((13), Lema 14) Seja e, uma aresta do Vor(V) induzida pelo
conjunto V- C V. Seja 0 uma aresta no OC, que conecta 0s centro das bolas
b1, by. A aresta e, € idéntica a o se, e somente se, os vértices em V estdao na

intersecao de by N by.

B Aresta do Voronoi
‘ B Vértice do bordo de C

Vértice da Uniao

Figura 3.9: Aresta do O-shape e crossing edge.

Observe que, em duas dimensoes, nao teremos aresta de Voronoi como

Voronoi como aresta do 0C.
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Usando os lemas[3.15]e[3.16]identificamos as crossing edges e as arestas do
O-shape. Para cada aresta e, no Vor()), calcularemos a intersegao do conjunto

de familias:

B=({T|vrce}

Se B consiste de uma tnica bola b, e, é uma crossing edge. Se B contém

um par de by, bo, e, € uma aresta do O-shape.
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