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Conceitos Preliminares

Neste capitulo introduziremos conceitos geométricos usados para descre-
ver uma colecao finita de bolas, com o objetivo de desenvolver ferramentas e

dar suporte para a realizagao deste trabalho.

2.1
Estruturas Fundamentais

Definigao 2.1 (bola?) Seja |z,z| a distincia Euclidiana entre dois pontos
r,z € R Um subconjunto B C R? é uma bola® se existe um ponto z € R e
um real > 0 tal que B = {x € R? / |z, 2| <r}. z é chamado de centro e r

de raio de b.

Uma d-esfera é o bordo de (d + 1)-bola. Note que uma 0-bola é um ponto,
uma 1-bola é um segmento de reta e 2-bola é um disco. Uma 0-esfera é um
par de pontos, 1-esfera é um circulo e 2-esfera é o que chamamos, em R3, de
esfera, vide (10) e Figura 2.11

Figura 2.1: 2-Esfera (corpo oco)/ 3-Bola (corpo macigo).

Defini¢ao 2.2 (Simplexo) Um p-simplexo é o fecho convexo de p+1 pontos
Vo, ..o, Up, €m RY, quando os vetores vy — vy, ..., v, — vy SGo linearmente inde-

pendentes.

Note que um 0-simplexo é um vértice, um 1-simplexo é uma aresta, um
2-simplexo ¢ um triangulo, um 3-simplexo é um tetraedro e um 4-simplexo é

um pentachoron (Figura 2.2]).
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vértice aresta face célula

Figura 2.2: Exemplos de simplexos.

2.2
Uniao de Bolas

Um objeto composto de bolas com, possivelmente, diferentes raios pode
ser definido como uma unido de bolas. O estudo de uniao de bolas possui
aplicagoes em diversas areas da Matematica. Em Geometria Computacional,
por exemplo, muitas vezes é desejado que um objeto, em R?, seja aproximado
por um numero finito de bolas. Descreveremos abaixo alguns dos resultados
que podem ser encontrados em (I3]) com mais detalhes.

Seja B um conjunto de bolas em R? e seja U sua uniao, vide Figura 2.3
Assumiremos que essas bolas estdao em posicao geral: no plano isto significa que
trés centros nao estarao em uma mesma reta e quatro nao estarao no mesmo
circulo; generalizando para o caso n-dimensional, n + 1 centros nao estarao no

mesmo hiperplano e n + 2 nao poderao estar na mesma hiperesfera.

O

Figura 2.3: Conjunto de bolas B e uniao U em R2.

Definicao 2.3 (Escrita Minima) Seja U uma unido de bolas. Dizemos que
U= Bi, 1<i<k éuma escrita minima de U se U nao pode ser escrita

como a unidgo de um subconjunto dos Bls.

E importante observar que a estrutura de uma uniao de bolas nao
é necessariamente minima. Observe na Figura 4] que algumas bolas sao

supérfluas.
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Figura 2.4: Escrita Nao Minima Escrita Minima.

Defini¢ao 2.4 (k-face) Uma k-face de U é um subconjunto da fronteira OU

contido na intersecao de um subconjunto de B de cardinalidade (d — k).

Definicao 2.5 (Vértices) Os vértices de U sao os pontos formados pelas 0-

faces de U. Denominaremos V como o conjunto dos vértices de U.

A uniao de bolas e seus vértices sao exibidos na Figura 2.5

O,

Figura 2.5: Vértices do bordo da uniao U.

2.3
Triangulacao de Delaunay e Diagrama de Voronoi

Apresentaremos os conceitos da triangulacao de Delaunay e do seu dual,
o diagrama de Voronoi. O diagrama de Voronoi divide o espago em células
poliédricas convexas e cada uma delas é formada pelos pontos mais préximos a
um bola b € B. Essas estruturas permitem calcular eficientemente a geometria,
a topologia e o eixo medial de uma uniao de bolas Y. Para mais detalhes, vide
(17).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521438/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521438/CA

Unido de bolas, eixo medial e deformagcdes no espago tridimensional 17

2.3.1
Diagrama de Voronoi

Definimos diagrama de Voronoi de um ponto M; em uma colecao finita
M C R como o conjunto de pontos de R? mais préximos a M; do que de

qualquer outro ponto de M:

Vor(M;) = {z € R? | |z, M;| < |z, Mj|, para todo j # i}

onde |,| denota a distancia Euclidiana em R? O conjunto de todos os
Vor(M;)’s formam uma particio de R?. Essa decomposicao é chamada dia-

grama de Voronoi de M e é denotada por Vor(M;).

2.3.2
Triangulacao de Delaunay

A triangulagdo de Delaunay é classicamente definida como dual do
diagrama de Voronoi. Assumindo que o conjunto de pontos M estd em
posicao geral, existe uma unica triangulacao do conjunto M construida da
seguinte forma: se duas regides de Voronoi Vor(M;) e Vor(M;) sao vizinhas
no diagrama de Voronoi, entao essas regioes sao conectadas por uma aresta, que
definem os triangulos de Delaunay com vértices nos pontos M;. A triangulacao
de Delaunay é um tipo especial de triangulagao que possui propriedades

Interessantes.

Definigao 2.6 (Triangulagao de Delaunay) Dado um conjunto M C R?

em posicao geral. A Triangula¢do de Delaunay DT (S) consiste em:

(i) Todos os d-simplexos or, com T C M tais que o circulo circunscrito a T

nao contém nenhum ponto de M e

(i) Todos os k - simplezos (k < d) que sao faces de algum outro simplexo em

DT(S).

A triangulacao de Delaunay, em R?, consiste de tetraedros de Delaunay
e de seus triangulos, arestas e vértices incidentes. Na Figura temos um

exemplo de diagrama de Voronoi e diagrama de Delaunay, em R?.
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Figura 2.6: Triangulacao de Delaunay e Diagrama de Voronoi.

2.4
Triangulacao Regular e Diagrama de Poténcia

O diagrama de Poténcia Pow(B) de um conjunto de bolas B é uma
generalizacao do diagrama de Voronoi para pontos com peso, dividindo o
espaco em células poliédricas convexas, onde cada uma delas divide o espago
em pontos “mais proximos” de um conjunto de bolas b € B. Para definicoes e
propriedades detalhadas, pode-se citar (3)), (10) e (I7). Assim como o diagrama
de Voronoi tem como dual a triangulagao de Delaunay, Pow(B) tem como dual
a triangulacdo regqular, consistindo de simplexos que conectam os centros de
todo conjunto de bolas formando uma face de Pow(B).

Restringindo a subdivisao do espaco definido por Pow(B) a uniao U
teremos uma subdivisdao de U, em R3, em células poliédricas. O subconjunto
das faces do Pow(B) na subdivisdo de U corresponde ao subconjunto de
simplexos que formam o complexo de B. Este complexo (ou seja, a uniao de

todos os simplexos) é denominado a-shape S.

24.1
Diagrama de Poténcia

Poténcia (de um ponto a um ponto com peso)

Dado um ponto com peso P = (p/,w), onde p’ € R? é dito posicao de P,
w € R é dito peso de P e o raio 7 = Jw. A poténcia = de um ponto x € R? a
P é definido como

mp(x) = |p, ) —w

Definigao 2.7 (Poténcia entre dois pontos com peso) Seja S C RYxR.

Um conjunto de pontos com peso denotado por p = (p',w,), com p' € R? como
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posi¢do e w, € R o peso. Para dois pontos com peso, p = (p',w,) ex = (2, w,),
definimos

77(]9, J}) = ’plv I/|2 — Wp — Wy

A Figura [2.7] mostra a poténcia entre dois pontos com peso.

Jo

Figura 2.7: Poténcia de p em relagao a x.

Defini¢ao 2.8 (Ortogonalidade) Dois pontos com peso p e x sao ditos

ortogonais se w(p,x) = 0.

Diagrama de Poténcia ou Diagrama de Laguerre

Dado um conjunto S = pq,...,p, de pontos com peso, o diagrama de
Poténcia é a divisao do espaco em regioes convexas, onde o i-ésimo pedaco
¢ do conjunto de pontos mais préximos de um vértice p;, na distancia de

poténcia. Ou seja,

W; = {p € R | n(pi,p) < w(pj,p), para todo j # i}

O conjunto de todos os W/s formam uma parti¢ao de R,

2.4.2
Triangulacao Regular

A triangulacdo reqular é dual ao diagrama de Poténcia, assim como
a triangulacao de Delaunay ¢ dual ao diagrama de Voronoi. Os vértices da
triangulacao sao conectados se, e somente se, as células de Voronoi com peso

correspondentes tem uma face comum.

Defini¢ao 2.9 (Simplexo Regular) Seja T um conjunto de trés bolas. O
simplexo or € dito reqular se existe uma bola X tal que m(X,p;) =0, Vp; € T
en(X,p;)>0,Vp; e S-T

Defini¢ao 2.10 (Triangulagao Regular) A colecao de todos os d-simplexos
requlares define a Triangulagdo Regular de S, denotada por R(S).

A Figura 2.8 nos mostra exemplos em 2D.
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e R T

Diagrama de Poténcia Triangulagdo Regular Diagrama e Triangulacdo

Figura 2.8: Triangulacao Regular e Diagrama de Poténcia.

2.5
Alpha-Shape

Assuma que, dado um conjunto de pontos, deseja-se descrever a figura
formada por esses pontos. Essa é uma nocao vaga e teremos possivelmente
varias interpretagoes, o a-shape S serda uma delas. A Figura ilustra o a-

shape de um conjunto de pontos para diferentes valores de «. Para maiores
detalhes sobre este assunto sao sugeridos (8)), (16]), (IT)) e também ().

(2

Figura 2.9: a-shapes para diferentes valores de o em R2.

2.5.1
Alpha-Shape de Pontos sem Peso

Para a > 0, o a-shape de S é definido por conter uma aresta entre
pontos p,q € S se existir um disco de raio o sem pontos de S em seu interior
onde p e ¢ estarem no bordo desse disco. A definicao de a-shape é baseada
nas triangulagdes de Delaunay e regular. O a-shape basico é sempre parte da
triangulacao de Delaunay e a-shape com peso é parte da triangulacao regular.

Para « suficientemente grande, obtemos o fecho convexo de S. Quanto

menor o valor de «, mais fina é a resolucao da forma de S. Note que a nao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521438/CA


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0521438/CA

Unido de bolas, eixo medial e deformagcdes no espago tridimensional 21

contém arestas se o é menor do que a distancia dos pares mais préximos de S,
vide Figura .10

Figura 2.10: Triangulagao de Delaunay e a-shape.

Definicao 2.11 (Bola Vazia / Simplexo a-exposto) Para 0 < a < oo,
seja a-bola uma bola aberta de raio o e S um conjunto de pontos. Uma a-bola
b é vazia se b S = (). Além disso, um k-simplexo o € dito a-exposto se existe

uma a-bola b vazia com T = 0bN S.

Observe que, para d = 3, 0b é (a superficie de) uma esfera. A Figura 2.11] é

um exemplo de simplexo a-exposto em R2.

Figura 2.11: Aresta a-exposto/ Simplexo nao a-exposto.

Definigao 2.12 (a-complexo) Para um conjunto de pontos S C R? e 0 <
a < 00, 0 a-complezo Cy(S) é um subcomplexo simplicial de DT(S). Um

simplexo op de DT(S) estd em Cy:

(i) se o circulo de menor raio r que passa pelos vértices de or nao contém

nenhum outro ponto de S —T e € tal que r < « ou

(ii) se or € face de outro simplexo em C..

Definigao 2.13 (a-shape) O a-shape S de um conjunto de pontos S C R?

consiste na realizacdo geométrica do complexo simplicial C,,.

Teorema 2.14 (Bordo 0S) O bordo 0S do a-shape S de um conjunto de

pontos S consiste de todos os k-simplexos (0 < k < d) de S que sdo a-expostos.
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A Figura 2.12] mostra trés formas do mesmo conjunto de pontos. Na
esquerda a triangulacao de Delaunay, no meio o bordo do a-shape e na direita

o a-complexo.

Figura 2.12: DT'(S)/ 0S/ C,.

2.5.2
Alpha-Shape de Pontos com Peso

O conceito de a-shape também pode ser generalizado para um conjunto

de pontos com peso. Como referéncia, sugerimos (9)).

Defini¢ao 2.15 (Simplexo a-exposto) Considere um conjunto S de pontos

com peso. Um k-simplexo o (k < d) é dito a-exposto se existe um ponto com
peso X = (z,«) tal que m(p, X)=0,VpeT en(q,X)>0,Vqge S—T.

Definigao 2.16 (a-complexo) Para um conjunto de pontos S C R? e
0 < «a < o0, 0 a-complezo C,(S) de S é um subcomplexo simplicial de
R(S).

Seja or um simplezo de R(S) e X = (x,w) o circulo de menor peso

ortogonal aos circulos cujos centros sao os vértices de or. op estd em estd em

Co(S) se:
(i) w? < aen(p,X)>0,VS —T ou
(ii) or é face de outro simplexo em R(S).

Defini¢ao 2.17 (a-shape) O a-shape S, de um conjunto de pontos com peso

S consiste na realizacao geométrica do complexo simplicial C,.

Teorema 2.18 (Bordo 0S) O bordo S do a-shape S de um conjunto de
pontos com peso S consiste de todos os k-simplexos (0 < k < d) de S que sao

Q-expostos.
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Defini¢ao 2.19 (Face Singular/Componente Regular) Uma face no
bordo OS do «-shape é singular se nao € uma face de um simplexo d-
dimensional no a-complexo Co(S). O conjunto das componentes conezas
que ficam se removermos as faces singulares do a-shape S sao denominadas

componentes requlares.

Em R3, uma componente regular C do a-shape S é um sélido que
nao precisa, necessariamente, ter todas as arestas congruentes. Note que as

componentes regulares sao as componentes de dimensao mais alta do a-shape.

Face Singular

Componente Regular

O

Figura 2.13: Faces Singulares e Componentes Regulares de S.

2.5.3
0-Shape

Suponha que a uniao de bolas U estd na sua escrita minima. Um
simplexo o da triangulacao regular esta no O-shape se, e somente se, as bolas
correspondentes se interceptam.

De fato, se or estd no O-shape, existe um ponto X que define a mesma
poténcia negativa em relacao as bolas cujos centros determinam op. Assim, X
¢ interior a todas as bolas que definem o7, o que significa que X é um ponto
comum as bolas que definem op. Reciprocamente, se as bolas cujos centros
definem o7 se interceptam, o ponto X que realiza a mesma poténcia em relacao
as bolas de o7 deve estar no interior de todas as bolas correspondentes. Assim,
a poténcia de X em relacao as bolas é negativa e o simplexo o7 esta no 0-shape.
A Figura .14 é um exemplo de 0-shape.

Poderiamos fazer o calculo das intersegoes externas V sem utilisar o 0-
shape, porém ficaria computacionalmente mais lento. De fato, essas intersecoes
poderiam ser calculadas intersectando as bolas duas a duas, e depois testar
para cada intersecao de duas bolas se ela esta contida numa terceira bola. Isso
seria um algoritmo de ordem de complexidade pelo menos O(n?), onde n é o

nimero de bolas da uniao. O 0-shape por sua parte tem complexidade média
O(n - log(n)).
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Figura 2.14: O-shape.
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