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Apêndice A 
Método PRIMER 

Ao longo dos últimos anos, muitos métodos foram desenvolvidos para se 

resolver equações diferenciais numericamente e de forma segregada (uma equação 

de cada vez). Nestes métodos, para a solução das velocidades, são utilizadas as 

equações de Conservação da Quantidade de Movimento. Ao contrário da 

velocidade, para a pressão não existe uma equação onde a mesma seja a variável 

principal. A única equação disponível para a solução da pressão é a Equação de 

Conservação de Massa onde ela não aparece explicitamente. Este problema foi 

resolvido pela substituição da Equação da Conservação da Quantidade de 

Movimento na Equação da conservação da Massa, criando assim uma equação 

para a solução da pressão. 

Existem diversos algoritmos para calcular os campos de pressão e 

velocidade como o SIMPLE e o SIMPLEC. Em 1981 foi introduzido um novo 

método chamado Pressure Implicit Momentum Explicit (PRIME) por Maliska e 

Raithby (1981). Ortega (2006) apresentou uma revisão deste método a qual 

denominou de PRIMER. Este foi o método selecionado para resolver as equações 

de conservação de forma segregada. 

Este algoritmo aplicado ao Modelo de Deslizamento consiste em determinar a 

velocidade da mistura a partir da Eq. (3.2), utilizando um campo de pressão 

estimado. A pressão é obtida através da solução da Eq. (3.1), utilizando a equação 

discretizada correspondente a Eq. (3.2). Com este campo de pressão a velocidade da 

mistura é corrigida de forma explícita. Finalmente a fração de gás é determinada 

pela solução da Eq. (3.3) discretizada. Equações de estado são utilizadas para 

determinar a massa específica de cada fase em função da pressão, Eqs. (2.33) e 

(2.34). Já as velocidades de cada fase são obtidas a partir da velocidade média e 

velocidade de Drift modificada, Eqs. (2.21) e (2.22). A força devido ao atrito é 

função da velocidade média mu , Eq. (2.24). 
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A técnica de solução segregada foi empregada para solução das equações de 

conservação para as variáveis primitivas αg, mu  e P conforme indicado por Ishii 

(2003). As equações de conservação são reescritas aqui para facilitar a 

apresentação:  

Conservação da massa para o gás: 
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Conservação da massa para a mistura: 
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Conservação da quantidade de movimento para a mistura: 
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 (A.3) 

As equações (A.1) a (A.3) foram discretizadas pelo método de volumes 

finitos, com as mesmas malhas e aproximações descritas no Capitulo 3, i.e., 

integração totalmente implícita no tempo e aproximação upwind para os termos 

convectivos.  

A.1 
Equação Discretizada de Conservação da Massa para o Gás 

A equação de conservação de massa para o gás toma a seguinte forma:  

baaa WgWEgEPgP ++= ,,, ααα  (A.4) 

0,~0,~0,~0,~
2211
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t
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 (A.5) 
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21 wwW FFa +=
 (A.6) 
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sendo 
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~ ρ=                        ;      AuF wmwgw ,,1

~ ρ=  (A.8) 
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A equação de conservação de massa na entrada é discretizada de forma 

análoga ao apresentado no Capitulo 3, de tal forma que a especificar a vazão de 

massa na entrada. Para a saída, gα  é extrapolada para o interior do domínio: 
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A.2 
Discretização da Equação da Quantidade de Movimento para a 
Mistura 

A velocidade de mistura mu  é obtida a partir da solução da Equação de 

Conservação de Quantidade de Movimenta da Mistura, Eq. (A.3), discretizada 

para o volume de controle deslocado como  

( )APPbuauaua PWwwmwwemewmw −+++= ,,,  (A.11) 
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onde 
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( ) ( ) 22 ,,,,1 AuAuFFF ememwmwmewP ρρ +=+=         (A.15) 

( ) ( ) 22 ,,,,1 AuAuFFF wmwmwwmwwmwwwW ρρ +=+=  (A.16) 
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Como as vazões mássicas são prescritas na entrada, a velocidade da mistura 

pode ser escrita da seguinte forma: 
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A velocidade da mistura foi extrapolada da mesma forma que as velocidades 

das fases, como descrito no capitulo 3, de acordo com a fórmula abaixo: 
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A.3 
Discretização da Equação para a Pressão 

A pressão é determinada de forma indireta através da solução da equação de 

conservação de massa da mistura, que na forma discretizada é 
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As velocidades de mistura nas faces do volume de controle são obtidas 

explicitamente a partir da equação algébrica para a Quantidade de Movimento da 

Mistura (Eq. A.11), onde o termo de pressão pode ser separado dos demais termos 

conforme apresentado abaixo: 
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A dependência da massa específica com a pressão também é considerada, 

resultando em: 

bPaPaPa WWEEPP ++=  (A.21) 
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A pressão na saída é conhecida, já para a fronteira da entrada utiliza-se meio 

volume de controle. Aplicando-se a equação de conservação de massa neste 

volume de controle, os coeficientes são os mesmos para os volumes de controle 

centrais exceto pelo coeficiente Wa  que será considerado zero e pelo 

comprimento do volume que será ∆x/2. 
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A.4 
Procedimento de Execução para a Solução Seqüencial (TDMA) 

O Fluxograma ilustrado na Fig. A1, apresenta o procedimento de solução 

seqüencial descrito a seguir para a solução das variáveis  mu , gu , lu , P , gα  e lα : 

1) Definição das condições iniciais do problema: velocidade da mistura na 

entrada e pressão na saída. 

2) Consideração da solução do passo de tempo anterior como estimativa 

inicial para a solução do passo de tempo atual 

3) Cálculo das massas específicas das fases 

4) Cálculo da velocidade de Drift 

5) Cálculo do atrito 

6) Cálculo dos coeficientes para os sistemas de equações algébricas de mu  

7) Cálculo do resíduo para os sistemas de equações algébricas de mu  

8) Solução do sistema de equações algébricas de mu  pelo método TDMA 

9) Cálculo dos coeficientes para os sistemas de equações algébricas de P  

10) Cálculo do resíduo para os sistemas de equações algébricas de P  

11) Solução do sistema de equações algébricas de P  pelo método TDMA 

12) Correção das velocidades utilizando o novo campo de pressão 

13) Cálculo dos coeficientes para os sistemas de equações algébricas de gα  

14) Cálculo do resíduo para os sistemas de equações algébricas de gα  

15) Solução do sistema de equações algébricas de gα  pelo método TDMA 

16) Verificação dos resíduos das equações. Caso todos os resíduos estejam 

abaixo de uma tolerância pré-determinada ou o número máximo de 

iterações seja atingido deve-se avançar no tempo e voltar ao passo (2), 

caso contrário deve-se voltar ao passo (3) e repetir a seqüência de 

cálculos até que a convergência seja atingida. 
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t = t +   t

t < tfinal? FimNão
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Solução da equação para a velocidade da mistura
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Figura A.1 – Fluxograma esquemático – PRIMER sequencial 
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Apêndice B 
Teste de Malha e Passo de Tempo para o Caso de Golfada 
Severa 

Diante dos resultados apresentados no Item 5.2 do Capítulo 5, foram 

realizados testes de malha e de passo de tempo para o mesmo exemplo. Para todos 

os casos garantiu-se o atendimento à condição CFL (Item 4.8). 

O teste de malha foi feito mantendo-se o passo de tempo fixo em 0,0001 s 

para os espaçamentos de 1; 0,5 e 0,25 m, já no teste de passo de tempo foi 

mantido um espaçamento de 1 m para os passos de tempo de 0,001; 0,0005 e 

0,0001 s. 

Foram gerados gráficos dos resultados para a base do trecho vertical  

(x = 60 m). Os resultados da Fração de Líquido para o teste de malha e passo de 

tempo estão apresentados a seguir. 
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Figura B.1 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,001 s 
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Figura B.2 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,0005 s 
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Figura B.3 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,0001 s 
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Figura B.4 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 0,5 m e Dt = 0,0001 s 
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Figura B.5 – Variação da Fração de Líquido com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 0,25 m e Dt = 0,0001 s 

 

Os resultados da Pressão para o teste de malha e passo de tempo estão 

apresentados abaixo. 
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Figura B.6 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,001 s 
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Figura B.7 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,0005 s 
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Figura B.8 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 1 m e Dt = 0,0001 s 
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Figura B.9 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 0,5 m e Dt = 0,0001 s 
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Figura B.10 – Variação da Pressão com o tempo em x = 60 m para  

Dx = 0,25 m e Dt = 0,0001 s 

Observa-se que com o refinamento do passo de tempo, a variação temporal 

tanto da Fração de Líquido (Figuras B1, B2 e B3) quanto da Pressão (Figuras B.6, 

B.7 e B.8), apresentou uma tendência ao aparecimento de seqüências de picos e 

vales menos uniformes, i.e., o ciclo da golfada severa apresentou picos de pressão 

de Fração de Líquido não uniformes. Pode-se afirmar com os resultados obtidos 

que a solução tornou-se independente do passo de tempo para passos de tempo 

menores que 0,0001 s. Este resultado está de acordo com os testes e conclusões 

obtidas no Capítulo 5. 

Analisando o teste referente ao refinamento da malha, tanto para a Fração de 

Líquido (Figuras B3, B4 e B5) quanto para a Pressão (Figuras B.8, B.9 e B.10), 

observa-se que houve uma tendência ao aparecimento de seqüências de picos e 

vales mais uniformes. Por limitação de recursos computacionais e tempo não foi 

possível obter uma solução independente da malha. Portanto, os resultados 

apresentados aqui, devem ser considerados apenas como resultados qualitativos 

referentes ao ciclo de uma golfada severa.  

Apesar do refinamento da malha e do passo de tempo terem provocado 

alterações nos padrões de picos e vales, não foram observadas alterações 

significativas nos períodos entre dois picos (quando consecutivos) ou em suas 

magnitudes. Não foi observada também uma diminuição nas oscilações 

(instabilidades) quando a fração de líquido tende à unidade. 
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