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4
Método Numeérico

Para a solucdo numerica das equacbes de conservacdo do Modelo de
Deslizamento, 0 método dos volumes finitos (Patankar, 1980) foi escolhido. Na
abordagem apresentada aqui, a Equacdo de Conservacdo de Quantidade de
Movimento da Mistura € discretizada utilizando uma malha deslocada (staggered
grid), isto é, as velocidades s@o armazenadas numa posicao deslocada em relacdo
aos nos onde as grandezas escalares (fracGes volumétricas, massas especificas e
pressdo) sdo armazenadas. Os simbolos mailsculos P, W e E referem-se aos
pontos nodais principais e seus vizinhos oeste (west) e leste (east),
respectivamente, e correspondem aos centros dos volumes de controle escalares e
as faces dos volumes de controle vetoriais (Fig. 4.1). J& os simbolos minusculos
w, ww e e, referem-se as faces dos volumes de controle escalares e seus vizinhos
dos lados oeste e leste, respectivamente, sendo os centros dos volumes de controle
vetoriais (Fig. 4.2). A malha foi considerada uniforme, com espacamento definido
por Ax. Nas fronteiras, as grandezas vetoriais (velocidades especificas das fases)

ficam restritas a meio volume de controle.
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Figura 4.1 — Volumes de controle de grandeza escalar
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Figura 4.2 — Volumes de controle de grandeza vetorial
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Na solucdo do sistema de equacOes descrito no Item 3.5.2, as variaveis
dependentes pan, pyog € praau + pyogly serdo referenciadas daqui para frente

respectivamente como ws, W, € wz conforme apresentado abaixo:

Wi= o o (4.1)
W2 = pg Oy (4.2)

Desta forma, as Eqgs. (3.31) a (3.33) podem ser reescritas da seguinte forma:

owp 0
—=+—(wpu)=0 4.4
St M un) (4.4)
owy 0

+—I\wo ugy )=0 4.5
ot ax( 2 g) (4.5)

=————F, —(w, +w,)gsend (4.6)

e i)

4.1
Calculo da Pressao

A pressdo € calculada em funcdo de w; e w, da seguinte forma:

primeiramente, isola-se o da Eq. (4.1) e o da Eq. (4.2):

W W
a| =1 ; ag =2 4.7)
Pl Py

A seguir, ambas as expressdes sao substituidas na Eq. (3.2):

agta =1 = 2 M_g (4.8)
Pg Al

Substituindo as equagdes de estado para py e o, Egs. (3.25) e (3.26), na Eq.
(4.8) e colocando a pressdao em evidéncia, obtém-se uma equacdo algébrica de

segundo grau para a pressao, do tipo
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aP’+bP+c=0, (4.9)
onde
1 R.o Wzaé
a q g
2 PLo
C=-Waag| pI,0 ~—,
a
| (4.11)

A pressdo pode entdo ser facilmente determinada extraindo a raiz positiva

da Eq. (4.9), utilizando a férmula de Baskara:

_ —b+\/b2—4ac_

2a

p (4.12)

4.2
Célculo da Velocidade do Liquido

A velocidade do liquido é calculada substituindo-se a equacao que relaciona
a velocidade do gas com a velocidade do liquido, devido ao escorregamento entre

as fases (Eq. 3.20) na equacéo que define ws (EqQ. 4.3) e isolando u;:

u =|ws _Pg %9 Vg oo + Pg g Co @ (4.13)
1-Co ag 1-Co ag

4.3
Célculo da Velocidade do Gas

A velocidade do gés é calculada a partir da equacdo que define ws (Eq. 4.6):

— W3 — pjajuj (414)

u
] Pglg

Para evitar que o termo py oy presente no denominador ndo cause problemas

relativos a diviséo por zero, tomou-se o cuidado para que ¢ nunca assuma o valor
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zero. Quando for necessario que 0 sistema represente um escoamento sem a

presenca da fase gasosa, ¢ ira assumir o valor 10°.

4.4
Discretizacdo das Equacdes de Conservacao de Massa

As equacdes de conservacdo de massa das fases sdo muito semelhantes, e 0
mesmo procedimento € empregado na discretizacdo das duas. A equacdo de
conservacao de massa da fase liquida sera utilizada para ilustrar o procedimento.

De acordo com o método de volumes finitos, a Eq. (4.4) é integrada no

volume de controle escalar (dV = AAx) ilustrado na Fig. 4.1, e ao longo do

intervalo de tempo At, alterando-se a ordem da integracdo de acordo com a

conveniéncia, como ilustrado a seguir:

t+4te

oW o(w up)
A ~——Ldtdx + A == Udxdt =0 (4.15)
va { ot { vjv 0 X
logo
e t+A4t
AT (o — (R [ dx + A [lw w)A-(m u)yJdt=0 (@16
w t

onde o termo (w )3 se refere ao instante de tempo anterior.

Na integracdo espacial do primeiro termo, consideram-se os valores
armazenados no ponto nodal como constantes no volume de controle. J& para
integracdo temporal do segundo termo, utiliza-se um esquema totalmente
implicito, i.e., as variaveis do instante de tempo t+At prevalecem durante todo o
intervalo de tempo At. Ap6s dividir toda a equacao por At, a equacdo discretizada

assume a forma:

(0]
G R 1 oy o - @

Um esquema upwind de interpolacdo (Patankar, 1980) é utilizado para avaliar o

valor de w; nas faces do volume de controle, da seguinte forma
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(W up)oA = (W)p Al upe, 0] - (W)g Al - upe, 0 (4.18)

(W up)yA = (Wi hy A uws 0 = (W)p A =i, 0 (4.19)

Nas EquagGes (4.18) e (4.19), o simbolo | a, b || denota o maximo valor

entre a e b. Assim, o sistema de equacdes algébricas resultante para w; possui a

seguinte forma:
ap(wy)p =ag (wy)g +aw (Wi hy +b (4.20)

Os coeficientes ap, ag, aw € b sdo 0s seguintes:

ag = Al e 0] i aw =A| uw 0] 5 oad - E2% @2
b=adwm)p ; ap=ag+A H up,e, 0 H + A H — Up,w» 0 H (4.22)

Nota-se, nas equagOes acima, que todos os coeficientes sé&o sempre
positivos, 0 que garante que o produto da massa especifica com a fragdo
volumétrica de liquido seja sempre maior ou igual a zero, conforme desejado.

A equacdo discretizada de w; (equacdo de conservacao para o gas) pode ser

obtida de forma analoga. A equacéo discretizada e os coeficientes sdo

ap(wz2)p =ag (w2 )g +aw (W y +b (4.23)
o AAX

aE=AH—“gse’OH . Aw :AH “gsW’OH T (4.24)

b=ap(w)p . ap =ap +A| uge,0[+A|-ugu,0] (4.25)

4.4.1
Equacéo de w; e w; para a Entrada

Para a fronteira, a Eq. (4.15) é aplicada ao meio volume de controle da
fronteira, ilustrado na Fig. 4.3. A face leste é tratada de forma analoga ao volume

de controle central. J& a condicdo de contorno para o fluxo de massa de liquido na
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entrada é especificada na fronteira oeste, logo

(W) — (va)p aAdx (wyup) A - (w up )y A =0

At 2
(pr ey Udw A =y

onde mj;, € avazdo massica da fase liquida na entrada do duto.

AX

é’

P E
-
e o o
e \
| \
w € ee

Figura 4.3 — Primeiro volume de controle escalar

(4.26)

Utilizando as mesmas aproximagoes utilizadas para um volume de controle

central, a equacéo para o liquido na fronteira de entrada € igual a:

ap(wy)p =ag (wy)g +b

onde

aE:AH—uLe,OH ;oaw =0 ;ad=—""T--

_,0 0 . . _ .0
b=ap(w)p+m. ; ap —aP+AH U|,e,0H
De forma analoga para o gas, a equacao discretizada na entrada é:

ap(wp)p = ag(wp)g +b

onde

A /2
e = Al - Uger0| . ay -0 ap = =222

b=ap (wy)p +mg ap:ag+AH ug,e,OH

in

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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4.4.2
Equacédo de w; e w; para a Saida

Assim como para a entrada, na saida utiliza-se meio volume de controle,

como ilustrado na Fig. 4.4:

AX

é

w P
.
o o "o
\ I |
\ R
ww W €

Figura 4.4 — Ultimo volume de controle escalar

A Eg. (4.15) é aplicada ao volume de controle da fronteira e a face oeste é
tratada de forma analoga ao volume de controle central. Neste caso a fronteira

leste coincide com o ponto nodal principal, P. A equagdo discretizada resultante é

ap(Wl)P =ay (Wl)\/v +b (4.33)
onde
AAx/2
ay :AH u|,W,0H . ag=0; ap =A—); (4.34)
b=agw)p ; ap=ap +AH—u|’W,O H+ Upe (4.35)

De forma analoga para o gas, a equacdo discretizada na saida é:
ap(wp)p =ay (wp )y +b (4.36)

onde

aw =A| ugw,0| ag=0 ; ad="""% (4.37)

b=ag(wy)p : ap=ap +A”—ug’w,0 H+ug,e (4.38)
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4.5
Discretizacdo da Equacdo de Conservacdo da Quantidade de
Movimento da Mistura

A obtencdo da equacdo discretizada de conservacdo de quantidade de
movimento da mistura é obtida de forma analoga as equacgdes de conservagdo de
massa. A Eq. (4.6) é integrada ao longo do intervalo de tempo At, e no volume de
controle vetorial (dV = AAx), que é deslocado como ilustrado na Fig. 4.2.
Novamente a ordem de integracdo é alterada dependendo da conveniéncia,

conforme a Eq. (4.39) a seguir:

P tJré"fa(wl up +wp ug)

Al | 5 dtdx+
W t
t+A4t Pa(wlu2+w2 u2+P)
TA [ ! 9" Jdxdt= (4.39)
t W 0 X
t+at P
—A | I{_fpm|um|um —g(w +wy )sin&}dxdt
Y 2D

Utilizando a integracdo totalmente implicita no tempo, obtém-se a seguinte

equacéo discretizada:

(wg)y = (w3)

(¢}
w _
T AAx+(Pp—Ry)A+

[WLP uI2,P — WLw “lz,w]A+[W2,P US,P - W2,w US,W]A = (4.40)

fw Pm,w | Um ‘w Umy A 4X

=— 2D —g(Wl,W+W2’W)Sin49AAX

0

onde (w3)y,

é referente ao instante de tempo anterior. Os termos wy,, € Woy

sdo avaliado nas faces de acordo com o esquema de interpolacdo linear da

seguinte forma:

PtWw | Wo,p + W2,

Uma interpolagdo linear também é utilizada para avaliar a velocidades das fases

nos pontos principais P e W;
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Uw tUww Ug,w tUg,ww

uyw =————— ; Ugw =

> (4.42)

Ul’e +UI,W UQ’e +Ug’W

Ug=—"-—5—— ; UgE-=

> (4.43)

A equacéo discretizada resultante acopla w3 com w; e w, da seguinte forma:

awwzw =b+cwyp+dwyp+ewyy +f woyy (4.44)

onde os coeficientes sdo iguais a:

0 A AX
_ 40 Aw =
qw=aw . A4t (4.45)
fw o u u A AxX
o P [0 S AR g0y~
2D (4.46)
co U|pA gsind A Ax d=u2 o A+ gsind A Ax
2 : 9 2 (4.47)
_gsind Aax B gsind A Ax
e= u w A S f_qu A-— Yy (4.48)
4.5.1

Equacéo de w; para a Entrada

Para esta fronteira, ws é prescrito em funcdo das vaz6es massicas das fases
conforme demonstrado abaixo:
My Mgip
A A

W3in =(p| al u|)in +(,Og ag Ug)in = (4-49)

Desta forma, o sistema de equacdes algébricas resultantes para ws possui a

seguinte forma:

m. M q.
in Oin

awws,w =b onde ay=1; b= A A

(4.50)
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45.2
Equacédo de w; para a Saida

A varidvel w; é armazenada nas faces. Para N pontos, existem N+1 faces,
logo ws e as velocidades da fronteira estdo armazenadas na face N+1. A solucéo
da equacdo de w3 independe do valor desta varidvel armazenada na Gltima face do
dominio. A varidvel w; sO seria necessaria para o célculo das velocidades das
fases na fronteira de saida. No entanto, esta grandeza ndo foi utilizada, optou-se
por obter as velocidades das fases a partir de extrapolacdes para o interior do
dominio. As velocidades u; e ug do meio volume de controle ilustrado na Fig. 4.4,

sdo extrapoladas para o interior do dominio de acordo com.

U, N+~ ULN-1 _ U,N —ULN-t (Bur,n — N 1)

= U = 4.51

32 y I,N+1 > (4.51)

Ug,N+1 —Ug,N-1 _ Ug,N —Ug,N-1 —u _ (3ugsN _ Ug,N—l) (4.52)
3AX/2 X g,N+1 5 .

4.6
Solucédo do Sistema Algébrico

Uma vez que a aproximagdo unidimensional foi utilizada, o sistema
algébrico resultante da discretizacdo das equacdes de conservacdo apresentadas
nas secdes anteriores ndo € grande. Dessa forma optou-se pelo Método MTDMA -
MultiTriDiagonal Matrix Algorithm (Mendes e Phillipi, 2002), que € um método
direto de solugdo das equacdes algébricas.

O algoritmo MTDMA resolve o0s trés sistemas de equaches
simultaneamente. As equacdes discretizadas podem ser representadas na seguinte

forma matricial:

Wy
ap 0 0 Wi |
0 a\gz 0 Wi |=
c d a\\,’VV3 W3
) (4.53)
Wy - W1
e 0 Olfwyg] [aw O OfTwyg] |b™
= 0 a\évz Of|wojs1|+| O a\\/lvvz 0wy, +| b2
0 0 0|wgiy e f o 0||lwgjg| [b™
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ou
Aj®; =Bj®@j,1+Cij®i_1+D;j (4.54)
onde
W ag’l 0 0
Dj = | Wy v Aj=| 0 a‘g2 0 (4.59)
W3,i c d apd
W 5 9 M0 0 W
ag Ay b
Bi=| 0 af2 0| ; Cj=| 0 ay? 0| ; Dj=|b" (4.56)
0 0 O e f 0 p'3

Nas equacOes acima, foi adicionado um sobrescrito aos coeficientes
principal ap, leste ag e oeste aw, de forma a indicar a que varidveis estes
correspondem.

Cada linha corresponde a um sistema algébrico referente a uma equacéo do
Modelo de Deslizamento. A primeira linha corresponde a Equacdo da
Conservacdo da Massa para o Liquido, Eq. (4.20), a segunda corresponde a
Equacdo da Conservacdo da Massa para o Gas, Eg. (4.23), e a terceira
corresponde a Equacéo da Conservacdo da Quantidade de Movimento da Mistura,
Eq. (4.44).

Nota-se o acoplamento entre as variaveis wi e w, na equagdo para ws
representado pelos coeficientes “fora das diagonais” ¢, d, e e f.

Para resolver este sistema, emprega-se 0 método TDMA, ou algoritmo de

Thomas (Patankar, 1980), na forma matricial como mostrado a seguir:
Aj®j =Bj®i;1+Cj®j_1+Dj (4.57)
Supondo que podemos encontrar ®; em fungéo de @ 1:
D =Pj®j,1+Qj (4.58)

Reescrevendo para o ponto i-1, tem-se: D 1 =P 1Pj+Qj_1,

substituindo em (4.57) e comparando-se com a Eq. (4.58), obtém-se:
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Bj - (Dj+Cj Qi)
icing & 97 (459

i (Ai—Cj Pi_1)

Uma vez que a matriz C do primeiro nd, Cy, é nula, as matrizes P e Q

podem ser inicializadas com

P =Dl ¢ -2t (4.60)

Finalmente, como a matriz B do ultimo nd, By, € nula, Py = 0, logo

@\ =Qp - Dessa forma, os outros valores de @; por ser obtidos por substituicdo

regressiva, utilizando a Eq. (4.58).

4.7
Procedimento de Execucdo para a Solugao Simultanea

A partir das variaveis w;, w, e ws € possivel descobrir as variaveis de
interesse g, ai, Ug, Ui € P. O fluxograma do procedimento utilizado para a solugéo
das equacOes de conservacdo e determinacdo do campo de velocidades, presséo e

fracbes em massa.é apresentado na Fig. 4.5, o qual possui 0s seguintes passos:

1) Definicao das condigdes iniciais do problema: velocidades superficiais do

liquido e do gas na entrada e pressdo na saida.

2) Consideragédo da solucdo do passo de tempo anterior como estimativa

inicial para a solucdo do passo de tempo atual
3) Calculo do atrito
4) Célculo dos coeficientes para w;
5) Caélculo dos coeficientes para w,
6) Calculo dos coeficientes para ws
7) Solucdo do sistema de equacgdes pelo método MTDMA
8) Calculo da pressédo
9) Calculo das massas especificas das fases

10) Caélculo das fracBes das fases
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11) Caélculo da velocidade de Deslizamento
12) Caélculo das velocidades das fases

13) Verificagdo dos residuos das equagdes. Caso todos 0s residuos estejam
abaixo de uma tolerdncia pré-determinada ou o nimero maximo de
iteracdes seja atingido deve-se avangar no tempo e voltar ao passo (2), caso
contréario deve-se voltar ao passo (3) e repetir a sequéncia de calculos até

que a convergéncia seja atingida.

‘ Inicializacéo ‘

| t=tHAt |«

‘ Grandezas estimadas: solucao do passo de tempo anterior
e —
‘ Célculo dos coeficientes para wi, w2 e w3 ‘

v

‘ Solucéo de wi, w2 e ws: MTDMA ‘

v

‘Célculo da Presséao

‘ Célculo das fragBes das fases ‘

‘ Célculo da velocidade do liquido ‘

v

‘ Célculo da velocidade do gas ‘

Estimativa para a proxima iteracéo:
Ultimas grandezas geradas

Figura 4.5 — Fluxograma esquematico - MTDMA

4.8
Malha Computacional e Passo de Tempo

A malha computacional foi considerada uniforme com espacamento Ax. O
passo de tempo At estd intimamente ligado ao espacamento da malha pela
Condicédo de Courant—Friedrichs—Lewy ou simplesmente Condi¢édo CFL (Courant
et al, 1967).
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A condicdo CFL estabelece um At maximo para um determinado Ax de
modo a se garantir a convergéncia do sistema algébrico utilizados para resolver as
equac0es diferenciais. Se uma onda esta atravessando um volume de controle com
largura Ax, 0 passo de tempo deve ser menor que 0 tempo necessario para que a

onda percorra todo o volume. A condicdo CFL é representada da seguinte forma:

AX

CFL (4.61)

onde Umax € @ maxima velocidade do dominio. A constante CFL depende dos tipos
de equacdo a serem resolvidos e ndo de Ax ou At e umax representa a maior
velocidade de propagacédo encontrada em um determinado instante.

A condicdo CFL tem um impacto grande quando o caso a ser estudado
necessita de uma malha muito refinada (pequenos volumes de controle), nestes
casos 0 passo de tempo também sera muito pequeno e consequentemente o
esforco computacional serd muito grande. Sabe-se que quanto mais refinada a
malha mais precisa fica a solucao.

Segundo Toumi I. (1999), ao contrario do escoamento monofasico, no
escoamento bifésico a velocidade do som na mistura ndo é a velocidade do som
associada as velocidades de onda encontradas no sistema, mas sim uma
velocidade inferior. A maior velocidade de propagacdo de uma onda seria
encontrada quando escoasse somente a fase liquida. Depois de realizar diversos
testes, adotou-se a constante CFL igual a 0,5 e uma velocidade constante e igual a
do som no liquido. Desta forma, o passo de tempo passou a depender somente do
espacamento da malha e do fluido conforme apresentado abaixo:

0,5

At = 22 Ax (4.62)
ay

4.9
Critério de Convergéncia

O processo de discretizacdo gera um sistema de equacdes algébricas para
cada uma das equacdes do Modelo de Deslizamento. Considerou-se a solucdo
convergida quando o maior residuo encontrado entre todas as equacdes foi inferior

a uma toleréncia tol pré-definida. Com a normaliza¢do dos residuos, é possivel
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considerar uma tolerancia para as trés variaveis envolvidas. Neste trabalho foi
utilizada uma tolerancia igual para as trés variaveis a serem resolvidas (wi, w; e
ws), tol= 10"
O maior residuo da equagdo para a conservacao da massa da fase liquida e
da fase gasosa é definido, respectivamente, como:
max (awl W, —(axl"li Wy, + a‘é"il wy,  +b" ))

Pi

ReSmax (Wl) = =N m (4.63)
aPi e

max (a‘;‘{z Wa, — (avv\\/lz Woiy T a\é\/'z Woi, F biW2 ))
ReSma (W, ) = E=H— | | (4.64)

W2
a “w
pi

O maior residuo da equacdo de conservacdo da quantidade de movimento da

mistura é definido da seguinte forma:

max(aW3 wy —b" +ow +dwy +e wy +f Wzmj
1<isN\ i
Res pax (W3 ) = (4'65)

W3
a *w
pi i

Nas defini¢des acima para os residuos méximos sdo calculados utilizando
coeficientes atualizados na iteracdo atual, porém as variaveis wi, W, € W3 S80 as
variaveis disponiveis da iteracdo anterior.

O critério final de convergéncia é

RES oy = MaX[ReSymay (Wy ), RESmax (W5 ), RESpay (W3 )] < tol (4.66)
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