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Modelagem Matematica

Neste capitulo serdo apresentadas as equacdes de conservacdo que
governam o escoamento bifasico em tubulacBes baseadas no Modelo de
Deslizamento.

Uma vez que o interesse do presente estudo estd relacionado com
escoamento ao longo de tubula¢Ges muito compridas, a formulacédo estudada neste
trabalho é unidimensional, ou seja, s6 serdo adotadas equacdes para 0 escoamento
ao longo do eixo do duto.

Nas formulagdes unidimensionais, as informacgdes referentes ao
comportamento das varidveis ao longo da se¢éo transversal séo perdidas ao serem
aproximadas por médias. Desta forma, a influéncia destas informacbes no
escoamento deve ser introduzida de alguma forma nas equagdes que governam o
fendmeno, sendo muitas vezes necessario introduzir correlagcbes empiricas que
representem o comportamento real das variaveis.

A média na secdo transversal de qualquer grandeza pode ser equacionada da

seguinte forma:

<F >=lj F dA (3.2)
An

O simbolo < > representa a média na area.

3.1
Fracdo do Gés e do Liquido

A definigdo das fragdes das fases varia em funcdo do método de medicéo
empregado para determinar uma proporcdo entre as fases. Caso o método de
medicdo apure as fragcdes das fases para uma secdo transversal do tubo, as fragdes
se relacionardo através da area ocupada por cada fluido (Fig. 3.1). Caso 0 método
de medicédo apure as fracOes das fases em um trecho de tubulagdo fechando as

valvulas & montante e a jusante do mesmo e medindo 0s respectivos volumes das
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fases, as fragdes se relacionardo através do volume ocupado por cada fluido no

trecho em questéo (Fig. 3.2).

)
Area do Liquido () Secdo

. @ Transversal
Areado Gas () O G do Duto
% =5

Figura 3.1 — Fracéo das fases por area ocupada por cada fluido

Volume do Gés
Volume do Liquido

Vaélvula Duto Vélvula
Figura 3.2 — Fracao das fases por medi¢éo de volume

Na presente modelagem, as fracbes de gas e liquido representam a
proporcdo que cada fase ocupa em cada volume de controle que o duto for
dividido. Apesar da definicdo das fracdes das fases poderem ser definidas de
diversas formas, a soma das mesmas serd sempre a unidade conforme mostrado

abaixo:

ag+a =1 (3.2)

3.2
Equacdes de Conservacao

Para determinar o escoamento biféasico ao longo de tubulagdes é necessario
resolver as equagdes que governam este tipo de escoamento. A seguir estas
equacdo sdo apresentadas, considerando o Modelo de Deslizamento. Como uma
primeira aproximagdo o escoamento sera considerado unidimensional, uma vez
que o principal interesse € no escoamento em tubulagfes muito longas, sendo a
variacdo na secdo transversal menos critica que ao longo do duto.

Geralmente, a troca de massa entre as fases ocorre devido a fendmenos
ligados a cavitacdo ou ebulicdo, quando a fase liquida atinge a pressdo de vapor e
parte da massa de liquido é convertida em vapor. Neste trabalho ndo seréo
consideradas as trocas de massa entre as fases e 0 escoamento sera considerado

como isotérmico.
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As equacdes de conservacao para 0 escoamento bifasico tiveram como base,
as seguintes hipoteses:

1) Escoamento unidimensional,

2) Escoamento isotérmico;

3) Auséncia de mudanca de fase;

4) Viscosidade constante;

5) Gas ideal;

6) Velocidade do som no liquido constante;

7) Escoamento localmente hidrodindmicamente desenvolvido.

8) Pressao uniforme na secéo transversal, i.e., em cada fase e na interface.

O conjunto de equagbes de conservacdo para um escoamento bifasico em
sua forma unidimensional, utilizando a média definida na Eqg. (3.1), é mostrado a
seguir para uma tubulagdo que pode possuir uma inclinagdo & em relacdo a

direcdo horizontal, como mostrado na Fig. 3.3.

Figura 3.3 — Angulo de inclinagéo com a horizontal

Conservacdo da massa para o liquido:
(o) () + < ey oy up) =0 (33)
ot OX
Conservacdo da massa para o gés:
0 0
=lpg) (ag))+ <-ag) (pg) tug)) =0 (3.4)
Conservacédo da quantidade de movimento para o liquido
9 i( 2) _
P (1) (or) (upy) + x () (o) U )=

o (P)
OX

(3.5)

= —(a]) -Fy1+F —{) (o) gsend
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Conservacédo da quantidade de movimento para 0 gas

§(<ag> (pg) <Ug>)+§(<“9> {pg) <“g>2)=

o (P)
OX

(3.6)
= —(ag) - Fw,g —Fi —(ag) (pg) 9 sen &

onde os subscritos | e g representam as fases liquida e gasosa, respectivamente. x e
t sdo as coordenadas espacial e temporal; p, U e « sdo a massa especifica,
velocidade e fragbes volumétricas (ou “hold-up”) de cada fase. P é a pressao na
secao transversal. g é a aceleragdo da gravidade e 4 é a inclinagdo da tubulacéo
com a horizontal. Fy g e Fy, representam as forgas viscosas por unidade de volume
entre gas/parede e entre liquido/parede, respectivamente, e F; é a forca por
unidade de volume que atua na interface entre as duas fases.

Para simplificar a apresentacdo, o simbolo < > serd omitido ao longo deste
trabalho.

As equacdes (3.3) a (3.6) representam as equacfes do Modelo de Dois
Fluidos. Para fechar este modelo é necessario introduzir correlacdes para as forcas
viscosas entre fases e entre fases/paredes.

Como mencionado, 0 Modelo de Deslizamento é um caso particular do
Modelo de Fluidos, onde as equacfes para as fases sdo combinadas de forma a
fornecer equacbes de conservacdo de massa e quantidade de movimento para a

mistura, isto é, para determinar a velocidade de mistura u,, e presséo P. A fracdo

volumétricas do gas oy pode ser obtida da equagdo de conservacdo de massa da
fase gasosa.

Definindo-se a massa especifica da mistura oy, como
Pm =0g pPg tal A, (3.7)
e a velocidade de mistura u,, como

o agpgUg A
me Pm ,

(3.8)

a equacdo da continuidade para a mistura pode ser obtida com combinando-se as

equacdes de conservacdo da massa para a fase liquida e gasosa, Egs. (3.3) e (3.4):
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%(agpg + “IPI)+ %(agpg“g * “lplul): 0 (39)
ou
L2 (pry )= 0 (3.10)

A conservacdo de quantidade de movimento da mistura pode ser obtida de

forma analoga, somando-se as Egs. (3.5) e (3.6) correspondentes a cada fase.

8( ) 0 2 2)_

ot (3.11)
oP
=_E_Fw_pm g senéd
ou
Daol L)+ a -
X X (3.12)

0 —2 ( 2 2)
+&{pm Un —\@gpglg +a|p|u| :|
Note que nas equagdes acima, a forca que atua na interface desaparece
naturalmente, e F,, representa a forca viscosa por unidade de volume entre a
mistura e a parede. A relacdo entre as velocidades de cada fase da Eq. (3.11),
assim como o Ultimo termo da Eqg. (3.12) dependem do escorregamento entre as
fases. Para fechar este modelo é necessario introduzir correlacbes para a forca
viscosa entre mistura/parede e para o0 escorregamento entre as fases.

A conservacdo de massa da fase gasosa na auséncia da transferéncia de

massa entre as fases é:

%(agpg )+§(agpgug)= 0 (3.13)
ou
%(ag/’g)Jfa%(“g Py %)Zg[“g Py (ﬂ‘“g)] (3.14)

Uma das vantagens do Modelo de Deslizamento em relacdo ao Modelo de
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Dois Fluidos consiste na reducdo do numero de equacOes a resolver. Outra
vantagem € a reducdo do nimero de correcGes para avaliar o atrito com a parede,
pois em vez de ser necessario estimar esta grandeza para cada fase, basta estimar o
atrito da mistura com a parede. No entanto, apesar da eliminacdo da forga
desconhecida na interface F; do Modelo de Dois Fluidos, o Modelo de
Deslizamento necessita de uma correlagdo para avaliar a relacdo entre as

velocidades de cada fase, i.e., a velocidade de escorregamento.

3.3
Equacdes de Fechamento

Como mencionado, as equacgdes de conservagdo apresentadas ndo se
encontram completas em si. Desta forma, ha a necessidade de se complementar as
equacBes com algumas relagdes empiricas para avaliar o atrito e relacdo entre as

velocidades das fases.

3.3.1
Velocidade de Escorregamento entre as Fases

Esta velocidade € descrita por uma correlacdo que representa o
escorregamento entre as fases. Esta correlagdo é obtida empiricamente e varia
com o regime de escoamento, com as caracteristicas dos fluidos e com a
inclinacdo do duto.

A formulacdo que representa a velocidade de escorregamento entre as fases
descreve a interacdo entre o Parametro de Distribuicéo (C,) e a velocidade de
Drift (Vg).

Antes de definir a relacdo entre as velocidades das fases, é conveniente
introduzir algumas definices:

1) Velocidade superficial de cada fase: séo as velocidades que seriam obtidas se

somente uma fase escoasse no duto
Q Q
Usg=—J=aglg ; Us="t=au (3.15)

i) Fluxo volumétrico total: é a velocidade composta pela soma das velocidades
superficiais Us de ambas as fases:
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j= Usg +Us| (3.16)
ou
iii) Velocidade de Drift modificada Vg;j

Vgj =Vgj +(Co —1)] (3.18)

De acordo com Zuber e Findlay (1965) a velocidade da fase gas esta

relacionada com o Fluxo volumétrico total da seguinte forma:

Combinando a Eg. (3.17) e (3.18), a velocidade da fase liquida pode ser

escrita em funcdo do Fluxo volumétrico total como

_ j—ag (Co j+Vgj)
a

Ul

(3.20)

Por outro lado, combinando as mesmas equaces, a velocidade da fase gas

pode ser escrita em funcdo da velocidade da fase liquida:

Co o1 U +Vg;i
Ug = 0 ¢ Yl TVgj

3.21
1-Co g (3.21)

Também é possivel escrever as velocidades das fases em funcdo da

velocidade de mistura up, , a0 combinarmos as Egs. (3.8), (3.16) e (3.18), como

£Pm
P [04 N
U =t -9 POy (3.23)
| m 1 gj
—Qg Pm

Note que o Modelo Homogéneo € um caso particular do Modelo de
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Deslizamento, onde a velocidade de escorregamento é nula, logo, C, = 1,0 e
Vg;.= 0,0.

3.3.2
Perda de Carga e Atrito

No presente trabalho a forga viscosa por unidade de volume entre a mistura
e a parede é calculada utilizando-se as Egs. (2.2) e (2.6), as quais sdo repetidas

aqui

f VeV,
Fy=4 ;rwz[—d—zjgonde (_d p]: ””‘2|DC| ¢ (3.24)

sendo V. a velocidade caracteristica do escoamento. As expressoes utilizadas para
o fator de atrito variaram dependendo do teste e sdo indicadas no Capitulo de

Resultados.

3.4
Propriedades

Para completar a formulagdo € necesséario definir as propriedades
termofisicas de cada fase. Como a modelagem € isotérmica, somente € necessario
definir a massa especifica e viscosidade.

As equacdes de estado para a fase gas e liquida definem o comportamento
da massa especifica dos fluidos. Tanto a fase liquida quanto a fase gasosa serdo
consideradas compressiveis, sendo que o gas serad considerado ideal, conforme as

relacdes abaixo:

P- I:1,ref
Pl =Plref +— 5 (3.25)
q
P
Py =—5 . ad =Ry (3.26)
g

onde piref € @ massa especifica de referéncia do liquido, avaliada na presséo de

referencia Py rf . @ € a velocidade do som, sendo definida como a? = (0P 1 0p)T ,
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i.e., proporcional a variacdo da pressdo com a massa especifica em processos
isotérmicos. Especificou-se a e ag como constantes, sendo ay baseada na
temperatura de referéncia Tyer.

Existem diversas equacdes para o célculo da viscosidade para escoamentos
bifasicos unidimensionais. Segundo Omgba-Essama (2004), para escoamentos
onde a fase gasosa se encontra dispersa na fase liquida e até mesmo para o
escoamento em regime de golfada, pode-se utilizar uma forma simples de equacao
para a viscosidade da mistura. Nesta equagéo, utilizada no modelo Homogéneo
(Dukler et al., 1964), e adotada neste trabalho, calcula-se uma media das

viscosidades do gas e do liquido ponderadas pela fracdo de cada fase.
Hm =g Hg t a1 (3.27)

Tendo como premissa 0 escoamento isotérmico, ndo sera considerada a
dependéncia da viscosidade de cada fluido com a temperatura. Como
simplificacdo, tambem ndo sera considerada a dependéncia da viscosidade com a

presséo.

3.5
Variaveis Dependentes

Para a determinacdo de um escoamento bifasico, baseado no Modelo de
Deslizamento, é necessario resolver trés equacdes de conservacdo. No presente
trabalho, duas formulagdes foram implementadas. Na primeira, as equac6es foram
escritas de acordo com a formulagao utilizada por Hibiki e Ishii (2003b), sendo as
variaveis dependentes a velocidade da mistura u,, a pressio P e fracéo
volumétrica de gas «g. Na segunda, utilizou-se a formulacédo de Evje e Fjelde

(2003), no qual as variaveis dependentes séo o a1, pg &g € o1 & Ui+ py og Ug.

3.5.1
um, Peay

Na formulacdo do Modelo de Deslizamento utilizada por Hibiki e Ishii

(2003b) as variaveis a serem resolvidas sdo ag, uy € P. O conjunto de equagdes

de conservacao é composto pela equacdo de conservagdo de massa da mistura, Eq.

(3.10), equacdo de conservacdo de gquantidade de movimento linear da mistura,
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Eq. (3.12) pela equacdo de conservacdo de massa da fase gas, Eq. (3.14), e pelas
as formulas de velocidade de escorregamento, as quais relacionam as velocidades

das fases com a velocidade de mistura. O conjunto de equacgdes a ser resolvido é:

+ — Un =0 3.28
ot o (Pm m) ( )
dlom um) . @ ( —2)
+ — m Um =
ot OX
. (3.29)

=—£—Fw—pm gsend — 9| Le%p \/_gj2

0 x| 1 -ag Jom
5 5 8 o —
9 L0 0)=_9 Ay 3.30
&(ag/’g) P lag pg tm) ™ {“g Py, gj} (3.30)

A velocidade caracteristica utilizada para calcular a forca devido ao atrito
Fw € a velocidade da mistura uy, .

A solucdo deste conjunto de equacOes foi testada com sucesso para
escoamentos monofasicos, porém, infelizmente, este procedimento falhou no caso
de misturas bifésicas, i.e., ndo foi possivel obter solu¢do convergida em nenhum
caso. Acredita-se que para se obter sucesso com este conjunto de equacgdes seria
necessario utilizar um procedimento de solu¢cdo mais robusto, como maior
acoplamento entre as equac@es. Detalhes do método de solucdo deste sistema de
equacdes encontram-se no Apéndice A. No Capitulo 4 sera apresentado o método
de solucdo somente para o conjunto de equagOes descrito a seguir.

3.5.2
PG, pygag€ oo Ut pgaglUg

Todos os casos testados neste trabalho, cujos resultados se encontram no
Capitulo 5, foram obtidos a partir da formulacdo utilizada por Evje e Fjelde
(2003). Neste caso, as trés equacles utilizadas para modelar o escoamento foram:
equacdo de conservacdo de massa para o liquido, Eq. (3.3), equacdo de
conservagao de massa para a fase gasosa, Eg. (3.13) e a equagédo de conservacao
de quantidade de movimento da mistura, Eg. (3.11). Nesta formulacdo as

equagdes sdo resolvidas em funcdo das variaveis pia, pgog € praui + pgagUs.
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As equacdes de conservagdo sao as seguintes:

%( IPI)+%(“IPIUI):O (3.31)
5 5
5( gpg)““&(“gpg“g)zo (3.32)

0 0
a( 4 PgUg +a|plu|)+5(agpgus +0{lp,u|2)=
op (3.33)
=_6__Fw_pm gsenéd
X

A velocidade caracteristica utilizada para calcular a forgca devido ao atrito

Fuw € o fluxo volumétrico total j.

3.6
Condicdes de Contorno e Iniciais

Como condicédo inicial dos casos analisados, considerou-se a tubulacéo
cheia de liquido em repouso com pressao uniforme.

Como condi¢do de contorno, a pressdo na saida foi sempre mantida
constante. Na entrada, foram especificadas as vaz6es em massa de cada fase.

rhgin—»

: Pressédo (Pa

[ (Pa)
Entrada X " Saida

Figura 3.4 — Condi¢des de contorno
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