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Modelo Dinamico Classico

2.1.
Hipoteses para o Escoamento Transitorio em uma Tubulacéo

Segundo Streeter e Wylie (1978), Euphemio (1998), Matko et al. (2000),
Blazic et al. (2003), Martins (2004), a base do modelo matematico para descrever
0 escoamento de um fluido através de uma tubulacdo consiste na aplicacdo das
equacdes basicas da mecénica dos fluidos em um elemento de fluido infinitesimal
para obtencdo das equacgdes de quantidade de movimento linear e da continuidade
(ou conservacdo de massa). Tais equacOes devem ser resolvidas simultaneamente
e fornecem a vazdo e pressdo (carga) em um determinado ponto da tubulacdo em
funcgéo do tempo.

Essas equacOes formam um sistema de equagOes diferenciais parciais do
tipo hiperbolico ndo-linear cuja solugcdo analitica exata ndo se pode determinar.
Todavia, desprezando ou linearizando os termos ndo lineares, diversos métodos
gréficos, analiticos e numéricos foram desenvolvidos para se chegar a uma
solucdo aproximada. As variaveis dependentes sdo a pressao p e a velocidade 7,
numa determinada secédo transversal do conduto. As variaveis independentes séo a
distdncia x, medida na tubulacdo com origem na extremidade de montante e o
tempo ¢. Portanto deve-se que determinar p = p(x,t) e V = V(x,¢t) a partir das
seguintes suposigoes:

1. O fluido é compressivel. A compressibilidade do fluido poderia resultar em
um fluxo oscilatorio.
2. O fluxo é viscoso. A viscosidade da origem a tensdo de cisalhamento em um

fluido em movimento.
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3. O fluxo é isotérmico. A mudanca de temperatura devido a variacdo de pressao
pode ser desprezada para liquidos. Dadas estas circunstancias, flutuacdes de
temperatura poderiam ser s6 o resultado de efeitos de friccdo, mas estes
também serdo negligenciados. Assim, a temperatura ao longo da tubulagéo é
considerada constante.

4. O fluxo é unidimensional. Todas as caracteristicas do escoamento, como
velocidade 7 e pressdo p, s6 dependem da coordenada x ao longo da

tubulacéo.

2.2.
Equacédo de Movimento

A equacdo de movimento € obtida a partir do escoamento de um fluido
através de tubo conico ou cilindrico. Esta equacdo é descrita em termos da pressao
da media da secgdo transversal p(x,z) e da velocidade média V(x,z) do escoamento.
Por conveniéncia, nos sistemas hidraulicos essa equacdo é convertida na forma de
carga hidraulica (head) H(x,t), também chamada de altura, carga piezométrica ou
simplesmente carga, e vazdo Q(x,t). A carga H(x,t) e a vazao Q(x,t) sao variaveis
dependentes, x e ¢ sdo as variaveis independentes.

A Figura 2.1 mostra um elemento fluido de secéo transversal com éarea A e
espessura ox. Considera-se o tubo inclinado em relacdo a horizontal de um angulo
a . As forgas atuantes no sistema na direcdo x sdo as forcas de pressdo normais as
superficies transversais, a forca lateral exercida pelo tubo no fluido e a forca
cortante devida ao atrito do fluido. Em funcdo da gravidade, adiciona-se um
componente da forca gravitacional na diregdo de z. A tensdo de cisalhamento 7,

age na direcao oposta ao movimento.
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Linha hidraulica

Figura 2.1: Volume de controle para equacdo de movimento.

Somando-se algebricamente as forcas atuantes no elemento fluido

considerado na Figura 2.1, na direcdo x, tem-se que:

ox

pA—[pA+(pA), o]+ (p +p, %JAX&C — 7, D& — yAsena = A 14 (2.1)
g
ou
ox .
—(pA), &+ pA S+ p, ?Axé‘x — 7, D& — yAdxsena = pAxV  (2.2)
ou ainda
o’ ;

—p Adox— pA dox+ pA ox+ p A, T 7,TD X — yAdxsena = pAdxV (2.3)

onde

p € presséo [Pa];

P, = Z—p é derivada parcial da presséo relativa a variavel de espago [Pa/m];
X

7 = pg é 0 peso especifico do fluido [N/m°];

A é a area da secdo transversal [m?;

ox € o infinitésimo do comprimento [m];

A4, = Z—A é derivada parcial da area relativa a variavel de espaco [m];
X

7, 6 a tensdo de cisalhamento [N/m?];

D é o didmetro da tubulagdo [m];

a € 0 angulo de inclinagdo da tubulagdo [graus];
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p 6 amassa especifica do fluido [kg/m’];

V= cil—V é a derivada total da velocidade em relacéo ao tempo (aceleracéo)[m/s?].
t

Simplificando e Desprezando o termo que apresenta (&x?), tem-se

p A+1,7D + pgAsena + pAV =0 (2.4)

No calculo de fluxo transitorio, a tensdo de cisalhamento 7, e
normalmente considerada como sendo a mesma que do fluxo permanente, assim,

em termos do fator de atrito de Darcy-Weisbach, obtém-se
44

Ty = pf 5 (2.5)

onde
fé o fator de atrito de Darcy-Weisbach (Diagrama de Moody);

V' é avelocidade do fluido [m/s].

A Equacdo (2.5) é desenvolvida a partir das relacbes para queda de
pressédo, devida a Darcy-Weisbach, e para o balanco de forgas numa tubulagéo em
regime permanente, ou seja

fLv?
-5 (2.6)

AP =p

e sendo L o comprimento o horizontal do tubo e a partir do balango de forgas tem-
se

2

AP”D

=7,7DL 2.7)

e aaceleracdo V' é dada por
V=VV, +V, (2.8)
Substituindo a Equacdo (2.8) na Equacdo (2.4) e fazendo as devidas
simplificaces obtém-se:

y
Py VV.+V, + gAsena + ﬂ/| | =0 (2.9)
o, 2D

A cota piezométrica H pode substituir a pressdo, uma vez que
p =pg(H —z) (2.10)
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px :pg(Hx_Zx):pg(Hx_sena) (211)
sendo z a elevagéo da linha de centro da tubulagdo. Substituindo a Equagéo (2.11)

na Equacdo (2.9) e fazendo as devidas simplificacGes chega-se a

V
gH +VV_+7, +w=0 (2.12)
2D
E importante ressaltar que a Equagdo (2.12) s6 é valida para escoamento
contendo fluidos incompressiveis (liquidos).

2.3.
Equacédo da Continuidade (ou Conservacédo de Massa)

A equacdo da continuidade é obtida a partir do principio de conservacgéo
de massa aplicada a um volume de controle infinitesimal oxem um instante ¢,

conforme mostra a Figura 2.2.

\ t%‘r,\: ; -r\ e
- e

,-;”\ - \‘1 ar-u)+ [(PA u)Jx
e pALV ™ I~

Figura 2.2: Volume de controle para equagéo da continuidade.

A expressao que representa a equacao da continuidade é descrita por
d
P =)= oAV —u)+[pA(V —u)], &} =~ (pd &) (2.13)

onde novamente

p 6 amassa especifica do fluido [kg/m®];
V' é avelocidade do fluido [m/s];

A é a area da secdo transversal [m?];

ox é o infinitésimo do comprimento [m];
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u € a velocidade do volume de controle [m/s];

[pA(V —u)], =w ¢ a derivada parcial do termo em relagdo a variavel
X

de espaco;

%(pA@c) é a derivada total do termo em relacdo ao tempo.

A derivada total em relacdo ao movimento axial da tubulacéo é dada por
d 0 0
dt ox Ot

e 0 aumento da taxa de variacdo do tempo no intervalo ox do volume é dado por

(2.14)

4 s usk (2.15)
dt

Fazendo as devidas simplificacbes na Equacdo (2.13) e utilizando a

Equacdo (2.14) chega-se a
(04V), —(pAu), +%(/3A)+ pAu, =0 (2.16)

Utilizando derivada total em relacdo ao movimento axial da tubulagédo
(Equacéo 2.14) na Equacdo obtém-se

(04V), = (pd),u — pAu, +u(pd), +(p4), + pdu, =0 (217)
ou em sua forma reduzida
(paV), +(p4), =0 (2.18)
que expandida leva a
pAV, +V(pA), +(pd), =0 (2.19)

Aplicando a derivada parcial em relagdo ao movimento massico da

particula nos ultimos dois termos e simplificando tem-se

1 .
—\pAd+ pA)+V_ =0 2.20
pA(p p) f (2.20)

ou
APy —o (2.21)
4 p

onde

%é a variacao da parede da tubulacao por unidade de area pelo tempo [1/s];
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P ¢ g indicador da compressibilidade do fluido [1/s].

P

Sendo a Equacdo (2.21) valida para quaisquer tubos convergentes,
divergentes, cilindricos ou ndo, altamente flexiveis e para escoamento de gases ou

liquidos. O indicador de compressibilidade do fluido é dado por

p_r (2.22)
p K
e 0 médulo de rigidez volumétrica é obtido a partir de
K= (2.23)
Aplp
A variacdo da parede da tubulacéo por unidade de area pelo tempo € obtida
a partir de
A .
e 28, (2.24)
e
. 1. .
& =4 (62— p0) (2.25)
onde

&ré adeformacdo lateral ou axial [1/s];

4 € 0 modulo de Poisson do material;

E é 0 modulo de elasticidade do material [N/m?];
o1 é a tensdo axial na tubulagdo [N/m?];

do,
dt

o, = é a derivada total da tensao axial em relacio ao tempo [N/m?s];

o» é a tenséo radial na tubulagdo [N/m?];

do, , . « : <
o, = ;2 é a derivada total da tensdo radial em relacéo ao tempo [N/m?s].
Utilizando as Equacges (2.21),(2.22),(2.24) e (2.25) chega-se a seguinte
expresséo
2. N 4
5. - + 24+ 20 2.26
E(O-z /UU1) T ( )

A tensdo radial em relagéo a presséo é obtida atraves de
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- (2.27)

onde
e é a espessura da parede da tubulagéo [m];
D é o diametro da tubulacéo [m];

p € apressdo [Pa].

Derivando a Equacdo (2.27) chega-se a

¢2=%? (2.28)

A variagdo na taxa de tensdo axial &, ira depender da forma que a linha

estiver ancorada. Segundo Streeter e Wylie (1978) séo trés as possibilidades:

I. Linha ancorada somente na extremidade:

5 = p4 _pD (2.29)
mDe  4de

I1. Linha ancorada contra movimento axial:
Oy = U0, (2.30)
I1l. Linha ancorada composta com juntas de expansao intermediérias:
6,=0 (2.31)
A linha seré considerada como ancorada composta com juntas de expansao

intermediarias, logo o Caso Il é o mais adequado. Com isto, aplicando as
Equacdes (2.26), (2.28) e (2.31) chega-se a

L ia?v. =0 (2.32)
0

onde o termo a representa a celeridade ou velocidade de propagacdo de uma

onda em um meio fluido finito, dada por

(2.33)

O numerador da Equacéo (2.33) representa a velocidade de propagacéao do
som em um meio fluido infinito, com propriedades K e p. O denominador € o
elemento modificador do som pelo fato do meio néo ser infinito e sim confinado
em tubo de diametro D, espessura e, e médulo de elasticidade E. Para o Caso

I11 - linha ancorada composta com juntas de expansdo intermediarias - C; =0.
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Aplicando a cota piezométrica na Equacdo (2.32), e considerando que 0
umbilical ndo tem movimento transversal, logo z, =0 e z_ = sena, chega-se ao
seguinte resultado

2

VH +H, —Vsena +°—V. (2.34)
g

que é uma forma conveniente para a equagdo da continuidade com ¥ e H como

variaveis dependentes e com x e ¢ como varidveis independentes.

2.4,
Forma Simplificada das Equacdes Fundamentais

Representando a equacdo de movimento dada pela Equacdo (2.12) em

Y

termos de altura H e vazdo Q, sabendo que V' == e desprezando-se 0 termo

convectivo VV_ obtém-se

Qt ZgQI'D (2.35)
onde novamente
A é a area da secdo transversal [m?];
g é aaceleracéo da gravidade [m?/s];
fé o fator de atrito de Darcy-Weisbach (Diagrama de Moody);
D é o diametro da tubulagéo [m];
H, = %—Ij ¢ a derivada parcial da carga piezométrica relativa a variavel de
espaco;
O é a vazéo volumétrica [m*/s];
0, = % é a derivada parcial da vazdo volumétrica relativa a variavel de tempo
[m3/s?].

A Equacao (2.35) constitui a "Equacdo Fundamental do Modelo Rigido",
e traduz o comportamento transitorio do escoamento de um liquido no interior de
uma tubulagdo rigida. Para a sua integragdo é necessario especificar as condigdes

iniciais (t = 0).
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Da mesma forma, representando a equagdo da continuidade dada pela
Equacdo (2.33) em termos de altura H e vazdo Q e desprezando-se o0 termo

convectivo VVH . e o terceiro termo obtém-se
0. +A—§Ht -0 (2.36)
a

Uma observacdo importante relativa a dutos onde a celeridade apresenta
valores baixos ou em que a quantidade de gas dissolvido na agua € elevada, os
termos convectivos bem como a inclinacdo do duto passam a influenciar o
fenbmeno. Nestes casos, portanto, 0s termos desprezados deverdo ser

considerados visando maior precisao dos resultados.

2.5.
Métodos de Resolucéo das Equacdes Diferenciais

Conforme tratado na parte introdutéria deste texto, diversos sdo 0s
métodos utilizados para analisar os transitérios hidraulicos. Com o decorrer do
tempo 0s métodos numéricos, passaram a substituir os métodos algébricos e
gréficos que devido a sua menor aproximagao ndo sao convenientes para a analise
de grandes sistemas ou sistemas tendo condi¢des de contorno complexas. Dos
metodos numeéricos utilizados destacam-se o Método das Caracteristicas, o
Meétodo das Diferencas Finitas e 0 Método dos Elementos Finitos. O metodo das
caracteristicas introduzido no final década de 60 por Streeter e Wylie € 0 mais
utilizado para a simulacdo de transitorios hidraulicos. As equacGes diferenciais
parciais fundamentais da quantidade de movimento e da continuidade que
modelam uma tubulagdo, sdo expressas em forma de diferencas finitas e
integradas numericamente no plano (x,t) com intervalos At e Ax constantes, ou
seja, 0s parametros s@o considerados em forma aproximada como distribuidos. Os
programas computacionais baseados neste método sdo poucos flexiveis e tém a
desvantagem de estarem limitados a casos particulares. Além do fato de
apresentar dificuldades para modelar a interacdo entre os diferentes dominios
fisicos.

Um método que ndo tem estas limitacdes, e que esta sendo utilizado nos
ultimos anos para este fim, sdo os Grafos de Ligacdo. Esta técnica se baseia no

fluxo de poténcia entre os componentes do sistema e através de sinais, linhas e
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simbolos préprios, permite representar graficamente o modelo fisico do sistema
com parametros concentrados. As vantagens dos Grafos de Ligagdo sdo as de
fornecer todas as informacgdes necessarias a modelagem matematica do sistema
através de representacgdes fisicas, facilitar a obtengdo das equagdes de estados do
mesmo, e de permitir tratamento da interagdo de sistemas de diferentes dominios

fisicos de forma consistente.

2.6.
Modelo Classico Utilizando o Método das Caracteristicas

O método das caracteristicas introduzido por Streeter e Wylie (1978 e
1982) é o mais utilizado para a simulacéo de transitorios hidraulicos. As equacdes
diferenciais parciais fundamentais da quantidade de movimento e da continuidade
gue modelam uma tubulacdo sdo expressas em forma de diferencas finitas e
integradas numericamente no plano x-¢ com intervalos A¢r e Ax constantes, ou
seja, 0s parametros sdo considerados em forma aproximada como distribuidos.

A solucdo através do método das caracteristicas é dada através da
combinacdo das duas equacOes de conservagdo através de um multiplicador

indeterminado, como L =L, + AL,. Sendo L, a equacéo de movimento Eq (2.35)

_on 100 SO

L = 2.37
Yoox gd ot 2gA’D (2:37)
e L, aequacao da continuidade Eq (2.36) em sua forma simplificada
2
=, a0 (2.38)
ot gA ox

Quaisquer dois valores reais distintos de 4 fornecem duas equagdes em Q
(vazdo) e H (head) que representam o mesmo fendmeno fisico que as duas
equacOes originais, L, e L,, e que podem substitui-las diante qualquer solugéo.
Pode acontecer gque resulte uma grande simplificacdo se dois valores particulares
de A forem encontrados. Com a substituicdo de L, e L, na expressdo de L e apos
algum rearranjo,tem-se

1= L1, 50, 100 ) D o
gA ox Ot A ox Ot 2gA°D
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O primeiro termo entre parénteses ¢ a derivada total dQ/dt se la’ = dx/dt,

pois do célculo,

40 _Qdx 00 OV, . 00 (2.40)
dt ox di o ox o

Analogamente, o segundo termo entre parénteses é a derivada total dH/dt
se dx/dt =1 4.

Para que ambas as relacdes sejam corretas, dx/dt deve ter o mesmo valor,

isto €,
g2t (2.41)
dt A
Entdo
1oiie oy (242)
A dt
Assim, a expressdo de L fica
_ 140, 1an SO0 (2.43)

- gd dt a dt 2gA’D

sujeita as condigdes da Eq. (2.42). Portanto, foram obtidos dois valores reais e

distintos de A que convertem as duas equacOes diferenciais parciais no par de
equac0es diferenciais ordinarias (2.43), sujeitas as Egs. (2.42).

Sendo a Eg. (2.43) vélida quando a Eq. (2.42) é satisfeita, torna-se

conveniente visualizar sua solucdo em um diagrama de x em funcdo de ¢

conforme mostrado na Figura 2.3.

t + At

A
arey

(£ c~

Ay Ay

D 1 1

comprimento do tubo e
LR]

Iyl
LR]

Lo

Figura 2.3: Gréfico, no plano x-t, das curvas C" e C.

Pode-se considerar que o tubo comece na origem O, a montante, e termine

em L, a jusante. Desta forma, x localiza um ponto no conduto e ¢ o0 instante no
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qual as variaveis dependentes Q e H devem ser determinadas. Primeiramente,
considera-se que as condi¢cdes em A sejam conhecidas (isto é, Q4 H4 X4 € ty).
Entdo a Eq. (2.43) com o sinal positivo, chamada equacdo C", é valida ao longo

da linha AP, ou num prolongamento dela. A inclinacdo da linha AP é dt/dx =1/a,
sendo a a velocidade de propagacdo de uma onda sonora pela tubulagéo.
Multiplicando toda a Eq. (2.43) por adt e integrando entre 4 e P, tem-se

00
2gA*D

fA j:dQ + jj dH + jj adt 0 (2.44)

Uma vez que a adt =dx, a equacdo pode ser escrita sob a forma de diferencas

finitas,
i _ _ Axf|QA|QA .
o Qr m Q) Hy —H = 2 =0 (245)
. I _AfoA|QA|
¢ Hp=H,-0,-0,)-— 15" @4)

e a correspondente equagdo C~ de B a P € obtida de modo analogo

_ _ _& _ _AfoB|QB|
C H,=H, gA(QP QB) 2gdA? (2.47)

Para simplificar as equagdes, séo introduzidos dois termos, a impedancia
caracteristica da tubulacdo

B= p (2.48)
e R a resisténcia da tubulacéo
R= ﬁi : (2.49)
Entdo
C: H,=H,-BQ,-0,)-R0,[0,| (2.50)

C: H,=H,+B(Q,—0;)+R0,|0,| (2.51)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0421086/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0421086/CA

2 Modelo Dinamico Classico 37

2.7.
Algoritmo para Solu¢cdo do Método das Caracteristicas

Para a solucdo por computador digital das equacdes do fendmeno
transiente, Egs. (2.50) e (2.51), em um tubo simples, escolhe-se N trechos de igual
comprimento de modo que Ax=L/N e At =Ax/a. As linhas C* e C” sdo ento as
diagonais de uma malha retangular, Figura 2.4. E conveniente uma notagio
indexada, como é mostrada na figura. Aplicando as equacdes a serem resolvidas
numa secdo interna, onde se deseja H, e Q,, as condi¢des no instante anterior sao
conhecidas, ou seja, Q;.;, H.;, Qi+ e H+;. Reunindo os termos conhecidos da Eq.
(2.50) numa constante C,, tem-se

Co=H_,+0,(B —RIQHI) (2.52)
t [
At
Fig's MK i il MK
Mt QPi
Hp
+ -

. Si-1 ¢ i Gy

Hi-1 Hivq R
1 i-1 i i+1 M+

Figura 2.4 : Malha retangular para a solucéo das equaces caracteristicas.

e, paraa Eqg. (2.51), na constante Cy,

Cy=H. ~0.(B-R0O,..|) (2.53)

As Egs. (2.50) e (2.51) tornam-se agora

C: H,=C,-BQ, (2.54)

C: H, =C, +BO, (2.55)

Com C, e Cy conhecidos, a solugéo das Egs. (2.54) e (2.55) fornece
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1

H, =§(c,, +C,) (2.56)
C,+H
p =—— 8 - dl (2.57)

Todas as secOes internas podem ser calculadas deste modo, para maiores
detalhes sobre a implementacdo computacional ver o cdédigo em Matlab

(Metodo_Caracteristicas_Fortran.pdf) no apéndice do texto.

2.7.1.
Condicdes de Contorno

Na extremidade de montante de uma tubulacdo, a Eqg. (2.55) da

caracteristica C” fornece uma relagdo entre as duas incognitas O, e H, (Figura

2.5a). E necessaria uma condicio externa ao tubo para relacionar a resposta da
tubulacdo com o comportamento do contorno. Esta condi¢do pode ser um valor
constante de uma das variaveis, tal como um reservatorio de carga constante, uma
variacdo especificada de uma das variaveis como funcdo do tempo, uma relacéo
algébrica entre as duas variaveis ou uma relacéo sob forma de equacao diferencial.
Algumas condicdes de contorno podem envolver outras variaveis, por exemplo, a
rotacdo ndo conhecida de uma bomba centrifuga conectada a extremidade de
montante de uma linha. Neste caso, deve-se dispor de duas equagdes
independentes para combinar com a Eq. (2.55), a fim de se resolver o sistema nas
trés incognitas a cada incremento do tempo. A condi¢do de contorno mais simples
é aquela na qual uma das variaveis é dada como funcdo do tempo ou é mantida
constante. Uma solucdo direta da Eq. (2.55) na outra variavel, a cada intervalo de
tempo, fornece uma solucdo completa da interacdo do fluido na tubulagdo com
esse particular contorno. Isto inclui as corretas reflexfes e transmissdes das ondas

transientes de pressdo e vazao que chegam ao extremo do conduto.

Na extremidade de jusante da tubulacdo (Figura 2.5b), a Eq. (2.54) da
caracteristica C* fornece uma relagdo entre as duas variaveis H o, €0, E
necessaria uma condicdo externa que ou especifique uma das variaveis como

constante ou funcdo conhecida do tempo ou forneca uma relacdo entre as

variaveis sob forma algébrica ou de equacdo diferencial. A mais simples condicao
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na extremidade é aquela pela qual uma varidvel mantida constante, como num

extremo fechado onde O, € igual a zero. A Eq. (2.54) fornece entdo uma

solucdo direta para //, a cada intervalo de tempo.

co ct
1 |=2 I=N M1
Ay * i% "
(a) (b)

Figura 2.5 : Condi¢des no contorno.
(a) Extremidade de montante

(b) Extremidade de jusante

2.7.1.1.
Estudo de Casos

O termo condicdo de contorno refere-se a condicdo na extremidade de
cada tubulacdo. Pode ser um extremo de um sistema num reservatorio, valvula etc.
ou a conexdo de uma tubulacdo a outra ou a um elemento de tipo diferente, por
exemplo, uma bomba ou reservatério de acumulacdo. Para qualquer das muitas
opcdes na extremidade de jusante de um conduto, a equacdo ao longo da
caracteristica C* é usada para interferir na condigdo de contorno escolhida em
particular. Seguem-se algumas condi¢cdes de contorno comuns e, em cada caso, ou
a Eqg. (2.54) ou a Eq. (2.55) € usada para representar o comportamento da

tubulacéo.

2.7.1.1.1.
Valvula na Extremidade de Jusante

Para 0 escoamento em regime permanente através da valvula considerada

como um orificio,

O = (Cd 4, )o v 2gH, (2.58)
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sendo Q,a vazdo em regime permanente, H,a perda de carga na valvula e
(C,4,), a érea da abertura vezes o coeficiente de descarga. Para outra abertura
genérica,

Op =C,A4,428H (2.59)

A solucdo do sistema formado pelas Egs. (2.59) e (2.54) fornece

0, =-gB(C,A Y +y[gB(C, 4 P] +(C,4,F2¢C, (2.60)

H, =C,-BQ, (2.61)

onde o indice NS =N +1 se refere a se¢do de jusante do tubo.

2.7.1.1.2.
Juncéo de Dois ou Mais Condutos

Na conexdo de tubulagcbes com diferentes propriedades, a equacdo da
continuidade deve ser satisfeita a cada instante, podendo-se admitir que, na
extremidade de cada conduto, prevaleca uma cota comum da linha piezométrica.
Estas afirmacGes implicitamente pressupfem que ndo haja acimulo de fluido no
no e também que todos os efeitos das singularidades sejam desprezados. Nos
sistemas de multiplas tubulacdes é preciso usar uma notagdo de indices duplos,
com o primeiro se referindo ao numero do tubo e o segundo a se¢do do mesmo, ou
adotar uma numeragdo continua das se¢des para todo o sistema. Se for usado o
ultimo esquema para tratar o n6 da Figura 2.6 e se as Eqgs. (2.54) e (2.55) forem
escritas na forma a seguir, sera possivel obter uma solucao simples, envolvendo

uma somatoria, para a carga piezométrica comum.

.-J".-
N ('*- A7 z',-’
2F
*\'I I"\ .-":.I.. " .-z,.-
— N S
1 —_— - (2 A
S — E— = L _—
ct InNU

Figura 2.6: Juncéo de tubulacdes.

Assim para juncdo de 3 tubulacbes tem-se
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0, - —H%z“+%‘f (2.62)
-0, - _%+% (2.63)
-0, - —%‘“+% (2.64)
> 0, :O:_HPWSZ%WLZT + C;'? +%‘Z3 (2.65)

ou
i _CnlBitCy 1B, +Cy, 1B,
S WB)

Com a carga piezométrica comum calculada, as equacdes acima podem ser

(2.66)

usadas para determinar a vazdo em cada um dos tubos junto ao no.

2.7.1.1.3.
Valvula na Linha

Uma valvula ou orificio entre duas tubulagdes distintas ou inserido numa
dada linha deve ser tratado conjuntamente com as se¢fes extremas e contiguas dos
condutos. Admite-se que a equacédo do orificio Eq. (2.59) seja valida em qualquer
instante para o volume de controle mostrado na Figura 2.7. Esta hipotese despreza
qualquer efeito de inércia ao se acelerar ou desacelerar o escoamento atraves da
abertura da valvula e também implica haver um volume constante de fluido dentro
do volume de controle indicado. Em qualquer instante as vazdes nas secOes

extremas sdo iguais, Op ys =0, , € a equagdo do orificio para escoamento no

sentido positivo, escrita com indices para identificar tanto o tubo quanto a secao,

fica
0y, =0y, =CoA,\28(H, ~H,) 0>0 2.67)
Usando as Eqgs. (2.54) e (2.55)
Hy,  =Co=BO, (2.68)

H, =C,+B0, (2.69)
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aeliminacdode H, e H, fornece

0, =-2(B,+BXC,4,f +[e(B,+B,)C,4 V[ +2¢(C, 4.} (C, - C, ) 2.70)

LN -

CT~""at| C\
A ! i Ax
X ___"I__,i e N

— N NS 1 2

F=F-T

| ]— « Yolume de controle
I e

l._l_.; I*g*'l

Orificio ou valvula

oM

Figura 2.7: Valvula na linha.

O sinal positivo foi escolhido diante do radical, ja que se deve achar um
0, positivo. Alem disso, C, deve ser maior do que C,, paraum Q, positivo. De

maneira analoga, comec¢ando com

\

QP2,1 = QPLNS = _CdAV\/Zg(HPz‘l - HPl,NS ) Q <0 (271)

apenas para vazdo negativa,

0, =28, +B,XC,AF ~[e(®, +B.YC, 4 F[ +25(c,4 F(c, -C,) 272
O sinal negativo foi escolhido diante do radical para obter um Q,

negativo. Também, C,, deve ser maior do que C, para uma solucdo negativa.
O procedimento visa calcular C, e C,,. Se C, >C,,, usa-se a Eq. (2.68)

Se C,,> C,, usa-se a Eq.(2.72).

2.7.1.1.4,
Bomba Centrifuga com Rotagdo Conhecida

Se uma bomba estd operando com rotagdo constante ou se o motor da a
partida e a bomba € acelerada de uma maneira conhecida, a interagdo entre a
bomba e o fluido nas tubulacGes adjacentes pode ser tratada por uma condicdo de
contorno bastante simples. As condi¢des de homologia de uma dada bomba,

podem ser escritas
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% = const % = const (2.73)

onde H é a carga manométrica e NV ¢ a rotagdo da bomba. Se a curva caracteristica
da bomba for expressa por uma parabola, entdo, na forma homdloga, ela pode ser
escrita

£2=Cl+C22+C3(gj (2.74)
N N N

Os valores de C;,C, e C,sdo determinados para aproximar a curva da

bomba. A compressibilidade do fluido no interior da bomba é considerada
desprezivel comparada com a do restante do sistema. Quando a Eq. (2.74) é

aplicada a bomba da Figura 2.8, ela assume a forma

HPZ,l B HPl,NS - ClNz + CZNQPLNS T C3Q}2’1,N5 (275)

Figura 2.8: Bomba centrifuga.

Quando esta equacdo é combinada com as Egs. (2.54) e (2.55), determina-

se a vazao

1/2

0 :B1+Bz_C2N 1-]1- 4C3(N2C1+C131_CM2)
A ns

2C, (B,+B,-C,NY

(2.76)

Durante a partida de uma bomba, admite-se com frequéncia um
crescimento linear para a variacdo da rotacdo. Se a rotacdo da bomba é constante,
N pode ser combinada com as constantes da curva da bomba. Também no caso da
bomba operar ligada diretamente a um reservatério de sucgdo, a equacao pode ser
simplificada pela eliminacio da equacio ao longo da caracteristica C* na

tubulacéo de succao.
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2.7.1.1.5.
Acumulador

Varios tipos de acumuladores de ar ou gas sao usados para ajudar a reduzir
as pressdes transientes em sistemas com liquidos. Numa analise do
comportamento do acumulador mostrado na Figura 2.9, a pressdo é considerada
como sendo a mesma em todos os pontos do volume de controle indicado em
qualquer instante. Admite-se que o acumulador seja sem atrito e sem inércia.
Supde-se que o gas siga a lei politropica reversivel

Hp"=C (2.77)
onde H, é a carga absoluta, igual a soma da carga efetiva com a pressao
barométrica, v é o volume do gas, n € 0 expoente politropico e C € uma
constante.

As equacdes seguintes expressam as relacdes necessarias para a solugdo do
acumulador simples mostrado na Figura 2.9. Da Eq. (2.77)

H,(v,+Av) =C (2.78)
na qual

H,=H,-z+H,, (2.79)
é a carga absoluta no instante 7+ Af, v, € o volume conhecido no inicio do

intervalo At e Avé avariacdo de volume durante A¢. Assim,

Av=05A10,, + 0,1 =0y ~Oixs) (2.80)
| :_ Gas !
| |
| : '\
Hp J“”"“‘“"’"’T _ N
| : ; i
| |
! 2 )
@ Q}-’. | H" _‘-‘-Qp éo
t - S — )
Referéncia

C-i—/ I\\‘\

.{4._ ._ i__i

Figura 2.9: Acumulador simples.
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Usando as Egs. (2.54) e (2.55) para eliminar Op. € Op obtém-se uma

unica equacéo na incognita H,, dada por

n

HP;CMjLszLL_CP_QLNSJ =C (2.81)

B, B,

(H,—z+H,, ){uo + O,5At(

Supde-se que zmantenha o seu valor durante Ar. Assim, pode ser
ajustado ao novo valor fazendo z =z + Az, onde Az =—-Av/ A,, com A, a area da

secdo transversal do acumulador.

2.8.
SecOes para sistemas de Tubulacdes

A abordagem de sistemas complexos de tubulagdes contendo dois ou mais
tubos, deve levar em conta que o incremento de tempo para cada trecho de tubos
deve ser igual.

Isto envolve um cuidado na selecdo do At e do numero de secdes N,

onde J representa o tubo. Em cada tubo é necessario que

(2.82)

onde
At € o intervalo de tempo [s];

L, é o comprimento do tubo no trecho J [m];
a, é aceleridade do tubo no trecho J [m/s];

N, é nimero de se¢des do tubo no trecho J .

Percebe-se rapidamente que esta relacdo ndo pode ser obtida facilmente ja
que a velocidade do som ndo pode ser determinada com grande exatiddo para
maioria dos sistemas. Permitindo-se entéo ajustes de a,,a,,..., pequenos, pode-se
obter N,,N,,....em fungdo do ajuste. Com isto a Equagdo (2.82) assume a
seguinte forma

LJ

f=— = (2.83)
a,l+y,)N,
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sendo y , a variagdo da velocidade do som, em alguns casos o limite € de 0,15.

Na maioria dos casos é melhor alterar a velocidade do som para satisfazer

0 At, do que o comprimento da tubulagdo. O célculo do nimero de se¢des pode

ser obtido a partir da Equacéo (2.83) como sendo
LJ

" a,(1Ey,)A (@54

J

A fim de ilustrar o procedimento de obtencdo do nimero de trechos a

partir da Equacéo (2.84) foram propostas duas situacdes descritas abaixo:

1. L=351m, a=1200 m/s, At=0,1s, w =0,1 pode-se entdo obter o
ndmero de trechos com sendo:

N 351 ~
1200(1+ 0,1)0,1

2,66 =3

351

N = =325=3
1200(1-0,1)0,1

pode-se notar que a equagéo € valida tanto para y , positivo e negativo,

mesmo assim deve-se agora recalcular a celeridade para o valor de N=3
utilizando a Equacéo (2.82)
L 351

a=——=—-—=1170m/s
AtN  0Ix1

refazendo o célculo para este valor de celeridade chega-se a

351

N = =2,73=3
1170(1+0,1)0,1

351

N = =333=3
1200(1— 0,1)0,1

2. Alterando Ar de 0,1s para 0,2s nota-se que o procedimento descrito acima
néo é valido
351

1200(1+0,2)0,2
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351

N = =1,63=2
1200(1-0,1)0,2

como o valor da Equacdo (2.84) ndo esta correta neste caso N =1+ 2,
deve-se calcular o valor da celeridade para que a equacéo seja satisfeita
novamente utilizando a Equacéo (2.82) e arbitrando o valor de N=1

L 351

a=——= =1755m/s
AtN 0,2x1

refazendo o célculo para este valor de celeridade chega-se a

351

1755(1+ 0,1)0,2

351

N = =111=1
1755(1-0,1)0,2

2.9.
Analogia entre Circuitos Hidréulicos e Elétricos

Levando em conta a analogia entre sistemas hidraulicos e elétricos
empregada pela técnica dos Grafos de Ligacdo, seré descrito a seguir um modelo
elétrico equivalente representativo do modelo de uma tubulacdo. Considere o
trecho discretizado de uma linha de transmissdo esquematizado na Figura 2.10,
conforme apresentado em Souza Jr. e Moreira Santos (1993), no qual
U é a tensdo entre os nos [V];

i € a corrente elétrica [A];
L, € a indutancia por unidade de comprimento [H/m];
R/, a resisténcia por unidade de comprimento [Q2/m];

C, € a capacitancia por unidade de comprimento [F/m].
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Figura 2.10: Trecho discretizado de uma linha de transmisséo.

Aplicando a lei das malhas de Kirchohoff ao circuito da Figura 2.10

chega-se a
_AU = L,X%M+R,xiAx (2.85)
ou
ou oi
—=-L,_—-R, i 2.86
ax | x 01‘ /xl ( )

A relacdo anéloga hidraulica para Equacdo (2.86) é a Equacdo (2.35).
Substituindo H = £~ e fazendo as devidas simplificacBes obtém-se a seguinte
Pg

relacdo entre os dois sistemas

w__poQ oo ou__, ai

ox AT 24°D o o
na qual, a tensdo entre os nos (U) do sistema elétrico é igual a pressdo (p) do

~R,.i (2.87)

I x

sistema hidraulico, e a corrente elétrica (i) € igual a vazao (Q).
Pode-se também obter a partir da Equacdo (2.87) a indutancia e a

resisténcia fluida por unidade de comprimento. Assim I, , € dada por

I, =1, =§ (2.88)

ou ainda para um trecho de comprimento L

pL
J == 2.89
r=5 (2.89)
eaRyé
e
= 2.90
| x 2DA2 ( )

ou
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ALIO
Ry = 21)1|42|

A parte constante da Equacdo (2.91) pode ser denominada resisténcia por

(2.91)

unidade de vazdo e sera expressa pela letra R,, de acordo com

AL
ERPYYE (2.92)
No caso do capacitor, aplicando a lei dos n6s chega-se a seguinte relacdo
o _ —C,xa—U (2.93)
ox ot

Utilizando o mesmo procedimento anterior obtém-se a seguinte analogia
com a Equacéo (2.36)
00 A4 oP oi ou

-2 o - = 2.94
ox  pa® ot ox ' ot (2.94)

sendo a capacitancia fluida (C, ) descrita por

O— (2.95)
pa
ou ainda para um trecho de comprimento L
C, = ALZ (2.96)
pa

Este resultados serdo empregados no item a seguir
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