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3
Modelagem Matematica

O objetivo desta dissertacao, conforme exposto anteriormente, é esta-
belecer restricoes ao comportamento estatistico das interferéncias externas
presentes em um enlace de comunicagoes, de modo a garantir que, indepen-
dentemente das caracteristicas especificas do sistema interferente considerado,
as condigoes de desempenho em (2-1) sejam satisfeitas. Como a ocorréncia
de interferéncias esta estreitamente relacionada com a degradacao y devida
as mesmas, define-se inicialmente, neste capitulo, um problema de otimizacao
com restrigoes, cuja solugao permite estabelecer as restri¢oes a serem impostas
ao comportamento estatistico da degradagao y devida as interferéncias ex-
ternas de forma que as condigoes em (2-1) sejam atendidas. As restri¢oes a
serem impostas ao comportamento estatistico das interferéncias, podem ser
obtidas, conforme sera mostrado na Secao 3.4, a partir das restricoes impostas

a degradagao y.

As secoes que se seguem definem as restri¢oes para o problema, a funcao
objetivo, o problema de otimizagao a ser solucionado e o relacionamento entre
os comportamentos estatisticos da interferéncia e da degradacao devida a

interferéncias.
3.1
Definicao das restricoes do problema de otimizacao

Considera-se, nesta dissertacao, que os modelos para a caracterizacao da

degradagao = devida a chuvas sao conhecidos.
Para a degradacgao y da razao E,/Ny, devida as interferéncias causadas

por outros sistemas, sera utilizada uma representacao paramétrica, assumidas

as seguintes hipdteses:

(i) A degradacdo y relativa as interferéncias é limitada ao intervalo
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[Yminv Ymam] .

(ii) Permite-se a existéncia de uma probabilidade diferente de zero para as
degradagoes iguais a Yi,in € Yiae, ou seja, P(y = Ymin) e P(y = Ymax)

diferentes de zero.

(iii) No intervalo aberto (Yin, Yimaz), @ funcao densidade de probabilidade
da degradacao devida a interferéncia p,(Y') é continua e diferencidvel, e
serd representada por uma expansao em série de uma base de fungoes

ortonormais continuas e diferencidveis no intervalo (Yin, Yinaz)-

Sob estas hipdteses, a funcao densidade de probabilidade p,(Y") pode ser

escrita como

py(Y) = Qo 5(Y - Ymm) + Qpta 5(Y - Ymam) + Z Q; (bz(Y) (3‘1)

i=1

onde §(.) é a fungao impulso, {¢;(Y) , i = 1,...,n} é o conjunto de fungoes
ortonormais continuas e diferencidveis no intervalo (Yinin, Yimaz) € {0, ..., i1}
o conjunto de parametros utilizados para representar a fungao p,(Y). A Figura

3.1 ilustra a funcao densidade de probabilidade p,(Y).

pY)

min max

Figura 3.1: Funcao densidade de probabilidade da degradacgao devida a inter-
feréncias externas
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Note que, como

/ e p,(Y) dY =1, (3-2)

Ym in

é possivel expressar o valor do parametro a,,; em (3-1) como fun¢ao dos

demais parametros ({ag, a1, ..., @,}). Tem-se assim,
Opy1 =1 —ag — Z ;¢ (3-3)
i=1
onde
Yma:v
o = / 6i(Y) dY (3-4)
Ymin

Conseqiientemente, p,(Y’) pode ser escrita como funcao dos n + 1 primeiros

parametros {ay, ..., @, }, obtendo-se de (3-1),

Py(Y) = (Y ~Yiaw) +00 [8(Y — Yiin) — 6(Y — Ymam)]+zn: @ [65(Y) = ¢ 8(Y — YVinas)]

(3-5)

com os coeficientes ¢; dados por (3-4).

No capitulo anterior verificamos em (2-16) que as restrigoes a serem

impostas a degradacao total z podem ser expressas por

P(z>Z;))<p; ; j=12,....m (3-6)

onde {Z; , j =1,...,m} sdo valores de degradagao total devida a ocorréncia de
chuva e interferéncia (2 = x+y) associados ao niveis {(Ey/No); , j =1,...,m}
pré-estabelecidos e {p; , j = 1,...,m} sao probabilidades correspondentes a

percentagens de tempo pré-fixadas.

Considerando-se que as varidveis aleatérias x e y sao estatisticamente
independentes, a fungao densidade de probabilidade de z pode ser expressa

como a convolucao das funcoes densidade de probabilidade de x e y, ou seja,

p(2) =02 02) = [ p@plZ-aida (3D

— 00

A fungao distribuicao de probabilidade da varidvel aleatoria z, definida
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F.(Z)=P(z < 2) (3-8)

pode ser expressa, considerando-se (3-7), por

ro= [ pwar=[" [ pane - a

ou ainda,

) - | (@) | pats—a) ds o (3-9)

—00 o0

A mudanca de variavel § — a = = na integral interna permite escrever

FZ(Z)z/_OOpy(a) /__apx(v) dy dav. (3-10)

[e.e] e}

ou ainda, lembrando-se que

| mndy =) (3-11)
obtem-se -
F.(Z)= /_ py(@)Fp(Z — ) do. (3-12)
ou seja,
F.(Z) = p,(2) * F(2). (3-13)

Considerando-se a expressao para p,(Y) em (3-5), obtem-se, de (3-13)

FZ(Z) = Fm(Z - Ymam) + Q) [Fm(Z - Ymm) - Fx(Z - Ymam)]

+ Zn: Q; [MZ(Z) — G Fx(Z - Ymax)] (3-14)

onde
M(Z) = 6:(2)  Fu(2) (3-15)

Por outro lado, as desigualdades em (3-6) podem ser expressas como
P(Z>Zj):1—FZ<Zj)§pj g =12....m (3-16)
com os valores {F,(Z;) ; j=1,2,...,m} obtidos a partir de (3-14), ou seja,

F.(Z;) = Fu(Zj — Yiae) + o [Fo(Z5 — Yiin) — Fo(Zj — Yinaz))

+ Y [ M(Z)) = i Fo(Z = Vo)) 5§ = 1,2,...,m (3-17)
i=1
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onde

7=7;

Em notagao mais compacta, (3-17) se escreve

j=12....m (3-19)

onde
f]mm = F:c(Z] _Ymin) ; J=12,...,m (3_20)
f;na:c = F:c(Z] _Ymax) py=1L2,....m (3_21)
& — (al Qg - an)T (3_22)
(S
6 = (Cl CQ ct Cn)T (3-23)

m;, = (M\(Z;) Ma(Z;) - Mn(Z;))" 5 j=1,2,....m (3-24)

com ¢; e M;(Z;) dados respectivamente por (3-4) e (3-18).

Sejam o e k;,j = 1,2,...,m, vetores de dimensao (n + 1) definidos,
respectivamente, por
a=(a|&")" (3-25)
e
min mazx maz =T\T
k; = (f] - fj | m]T - fj CT) (3-26)

Considerando-se estas defini¢oes, (3-19) pode ser reescrita, de forma mais

compacta, como
F(Z)=f""+ka ; j=12..m (3-27)

Observe que, como F,(Z;) é uma funcao distribui¢do de probabilidade,

tem-se,

0<F.(Z)<1; j=12....m (3-28)
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Por outro lado, as restri¢oes em (3-16) impoem a condigao

A partir de (3-28) e (3-29),verifica-se que os valores {F,(Z;) ; j =
1,2,...,m} devem satisfazer as desigualdades

ou ainda, considerando (3-27),

1_p]§f]max+k§“a§1 ; j:1>2a"'am> (3_31)

ou, de outra forma,
L—p;— f <K a<l—f" ; j=1,2...,m, (3-32)

que caracteriza um conjunto inicial de 2m restricoes para os parametros

ap, ag, . .., oy da fungdo p,(Y) definida em (3-1).

Para que p,(Y') tenha as caracteristicas proprias de uma func@o densidade
de probabilidade, restrigoes adicionais tém que ser impostas aos parametros
Qp, aq, . . ., ap,. Obtem-se, entdo, a partir de (3-1), a restrigao

0<ao<1; (3-33)
e a partir de (3-3)

0<l-—ag— Y o <1 (3-34)

i=1
0 que, em notagao matricial se escreve como
0<1-cla<l (3-35)

onde
c=(lecicy... )’ (3-36)

com {¢; ; i =1, ..., n} dado por (3-4).

Além disso, como p,(Y) > 0 para Y € (Yiin, Yinaz), tem-se, a partir de
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(3_1)7

Z %) ¢Z(Y) 2 07 \V/ Y S (Ymina Ymax) ; Z = 1a 27 e (3_37)
i=1
0 que, em notagao matricial se escreve como

'YV)a>0, VY € Yimin Yinaz) (3-38)

onde ®(Y') é o vetor de dimensao (n+1) definido por

®(Y) = (0 ¢(Y) -+~ dul(Y))" (3-39)

sendo {¢;(Y) , i = 1,...,n} o conjunto de fungdes ortonormais continuas e
diferencidveis no intervalo (Y,,in, Yimas), estabelecidas para a funcao p,(Y) em
(3-1).

Assim, (3-33), (3-35) e (3-38) constituem um conjunto adicional de

restricoes a serem satisfeitas pelos parametros ag, aq, . . ., Q.

3.2
Definicao da funcao objetivo

Na Segao 3.1 verificou-se que a funcao distribuicao de probabilidade da
degradacao total z, devida a chuvas e interferéncias externas, pode ser obtida
pela relagao

F.(2) = p,(2) * F(2). (3-40)

onde p,(Z) é a funcao densidade de probabilidade da degradacao y devida a
interferéncias, cuja representacao paramétrica foi definida em (3-1) e F,(2)
é a funcao distribuicao de probabilidade da degradacao x devida a chuvas,

sendo amplamente conhecidos os modelos que caracterizam x estatisticamente.

Examinando-se, inicialmente, o caso de um enlace de comunicagao onde
haja somente a ocorréncia de chuvas, ou seja, z = x, as condicoes a serem

satisfeitas pela varidvel aleatéria z sdo dadas por (2-9), ou seja,

Uma curva tipica da fungao 1 — F,(Z) é ilustrada na Figura 3.2. Nesta

figura estao também indicadas, pelo simbolo X, os pontos correspondentes as
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restrigoes em (3-41).

0,9p,

0,9p.

0,9p

Figura 3.2: Distribuicao cumulativa de probabilidade da degradacao z devida
somente a ocorréncia de chuvas

Caso, além da ocorréncia de chuvas, interferéncias externas estejam
presentes, tem-se uma degradacao total z = x + y. Neste caso, é facil verificar,
a partir de (3-40), que a curva da funcao 1 — F,(Z) ficard a direita daquela
indicada na Figura 3.2 (que corresponde a situacdo de ocorréncia apenas de
chuva). Nesta situagao (interferéncia + chuvas), as condigdes a serem satisfeitas

sao dadas por (2-16), ou seja,

Esta situacao é ilustrada na Figura 3.3, onde sao apresentadas as curvas
correspondentes a 1 — F,(Z) (interferéncia + chuvas - curva sélida) e 1 — F,(Z)
(apenas chuva - curva tracejada). Sdo também indicadas, por asteriscos, nesta

figura, os pontos que caracterizam as restrigoes em (3-42).

Se, por exemplo, a degradagao y devida a interferéncias for constante e

igual a um valor Y,,,;,, durante todo o tempo, tem-se

py(Y) = 0(Y — Yiun) (3-43)
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Figura 3.3: Distribuicao cumulativa de probabilidade da degradacao z devida
a ocorréncia de chuvas e interferéncias

e, a partir de (3-40),

Isto significa que a curva da Figura 3.2 sofre um deslocamento para a

direita, de valor Y,,;,, e as condigoes (3-42) seriam satisfeitas desde que

Yiin <mind; ; i=1,...m (3-45)

onde, conforme ilustrado na Figura 3.3, as quantidades 4A; ; ¢ = 1,...,m,
correspondem as distancias horizontais entre a curva 1 — F,(Z) e cada um dos

pontos que caracterizam as restrigoes em (3-42).

Vale ressaltar que a situacao que corresponde a uma degradacao y cons-
tante e presente todo o tempo, caracteriza um caso muito particular e pouco
realista. I importante permitir que valores mais altos de degradagao y possam
ocorrer, desde que limitados a percentagens de tempo, tais que as restrigoes
em (3-42) sejam satisfeitas. Neste caso, a degradagao y assume valores no

intervalo (Yin, Yimez) com probabilidade diferente de zero.
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Um possivel objetivo seria o de aumentar a probabilidade de ocorréncia
de valores de y em partes do intervalo (Y,uin, Yimaz), O até mesmo em todo o

intervalo (Yin, Yinaz)-

Suponha, entao, que se deseja maximizar a probabilidade de ocorréncia de
valores de y em um subconjunto S do intervalo (Y;,in, Yz ). Esta probabilidade

Se escreve como

Plyes) = [ p0ay (3-46)

o que, considerando (3-1), se escreve

PlyeS) = Zn: Q; /Sgbi(Y)dY (3-47)
i=1
ou ainda,
PyeS)=d"a (3-48)
onde a é dado por (3-25) e d é o vetor de dimensao (n+1) definido por
d=(0|dy,...d,)" (3-49)

onde

d,-:/gbi(Y)dY Ci=1,..n (3-50)
S

Neste caso, onde se deseja maximizar a probabilidade de y € S, a funcao

objetivo do problema seria definida como

fla)=d"a (3-51)

com d e « dados por (3-49) e (3-25), respectivamente.

3.3
Definicao do problema de otimizacao

A partir do conjunto de restrigoes estabelecidas na Segao 3.1 para os
parametros g, a, . .., a, da funcdo p,(Y) e da funcéo objetivo estabelecida
na Secao 3.2, pode-se definir um problema de otimizacao cuja solu¢ao permite

estabelecer as restrigoes a serem impostas ao comportamento estatistico da
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degradacao da razao E,/N, devida a interferéncias externas, de modo que as

condigoes de desempenho em (2-1) sejam garantidas.

Para possibilitar a implementacao da restricdo em (3-38), o intervalo
[Yinim, Yimaz) serd discretizado, tomando-se N, pontos igualmente espagados,

dados por

Ymax - Ymin
O

k= 0,1, N, — 1 52
N,—1 = "=0LeM (3-52)

Neste caso, a restrigao (3-38) é substituida por

& "'a>0 ; k=0,1,..N,—1 (3-53)

onde

® =®(Y;) : k=01, N,—1 (3-54)

com ®(Y) dado por (3-39).

Dessa forma, o problema de otimizacao com restrigbes que permite
estabelecer as condigoes a serem impostas ao comportamento estatistico da
degradagdo y, de modo que as condigbes de desempenho em (2-1) sejam

satisfeitas, pode ser resumido como

max d’a (3-55)
sujeito a

Kiaw > 1—p;—f"™ ; j=1,2,...,m (3-56)

T maz .
kKia < 1-f; : i=12,....m (3-57)
cdaa > 0 (3-58)
ca < 1 (3-59)
ap > 0 (3-60)
ap < 1 (3-61)
& a0 > 0 : k=0,1,..,N, — 1 (3-62)

com d, kj, ¢, @y, f** e a dados por (3-49), (3-26), (3-36), (3-54), (3-21) e

(3-25), respectivamente.
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Observe que o espaco de solugoes vidveis é a intersecao de regices limi-
tadas por hiperplanos, sendo, portanto, convexo. Além disso, a funcao objetivo
é linear, sendo suas curvas de nivel hiperplanos perpendiculares ao vetor d.
Isto significa que a solugao do problema é um maximo global e se encontra na

fronteira do espaco de solugoes viaveis.

Conforme mencionado anteriormente, a partir do estabelecimento das
restricoes a serem impostas ao comportamento estatistico da degradacao
y, € possivel identificar as condi¢oes a serem impostas ao comportamento

estatistico das interferéncias, como serd visto na secao que se segue.

3.4
Relacionamento entre os comportamentos estatisticos da interferéncia e
da degradacao devida a interferéncias

A solucao do problema de otimizacao com restricoes definido na
Secao 3.3, que se da com a determinagao de um conjunto de valores para
os parametros ag, s, ..., 0, ay+1 da fungdo py(Y), pode ser utilizada na
definicao das restrigoes a serem impostas ao comportamento estatistico da
degradagao y, uma vez que pontos da fungao 1 — F,(a) podem ser utilizados
na definicao de uma mascara a ser satisfeita pelo comportamento estatistico
da degradacao y. A médscara, neste caso, consiste de um grafico que associa,
a determinados valores da degradacao y, a percentagem de tempo (probabi-

lidade) durante a qual cada um destes valores de degradacao pode ser excedido.

De maneira andloga, as limitacoes a serem impostas ao comportamento
estatistico das interferéncias i, podem ser obtidas a partir de pontos da funcao
1 — Fj(a). Neste caso, a funcao distribui¢ao de probabilidade F;(a) das inter-
feréncias i é obtida a partir da funcao distribuicao de probabilidade Fy(a) da

degradacao y, conforme mostrado no desenvolvimento que se segue.

A presenca de interferéncias externas provoca uma degradacao no sinal
transmitido em um enlace de comunicagdao. Assim, a razao ”Energia por
bit/Nivel espectral de ruido total”(ruido térmico + interferéncia) pode ser

escrita como

E=—"_ (3-63)
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onde I ¢é a poténcia do sinal interferente (em Watts) e B é a de banda de
frequéncias (em Hz) considerada, ou seja, a razao I/B representa o nivel
espectral da interferéncia.

Reescrevendo (3-63), tem-se,

Ey,

E= - (3-64)
No (1
’ ( " BN0>
ou ainda,
£, 1
"o FO " 1+ !
BN,
E, 1
- Ny (3-65)
onde
y—14+L (3-66)
n N

representa o fator de degradagao da razao E,/Ny devido a interferéncias, com
N = BNj.

Ou seja, a partir de (3-66) tem-se

[=NY —1) (3-67)

que representa a relacao entre a poténcia interferente I e o fator de degradacao
Y devido as interferéncias externas. O relacionamento em (3-67) permite obter
as restricoes a serem impostas ao comportamento estatistico da interferéncia, a
partir das restricoes impostas ao fator de degradacao Y. Observe, entretanto,
que as restrigoes impostas a interferéncia I dependem do valor atribuido a
poténcia de ruido térmico N. De modo a se ter restricoes que independam do

valor de NV, é usual estabelecer restri¢oes a razao I /N, dada por

I
—=Y -1 3-68
N (3-68)
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Expressando (3-68) em dB obtem-se

?

= = 10log (10% - 1) (3-69)

onde a razao i/n (Poténcia do sinal interferente/Nivel de ruido térmico) e a

degradacao y devida a interferéncias estao expressas em dB.

A funcao distribui¢ao de probabilidade da razao i/n se escreve

— P (10% <107 + 1) (3-70)
ou ainda

P (% < 7) =P (y < 10log (10% + 1)) (3-71)

De (3-71) obtem-se, entdo, o relacionamento entre a funcao distribuicao
de probabilidade da razao i/n e a funcao distribuigdo de probabilidade da

degradacao y devida a interferéncias externas, escrito como

F .

K2
n

(v) = F, (101og (10% + 1)) (3-72)

Finalmente, conforme ilustrado na Figura 3.4, pontos da funcao 1 —
Fi(y) podem ser utilizados na definicdo de uma méscara a ser satisfeita
pglo comportamento estatistico da razdo i/n. No caso desta maéscara, sdo
associados a determinados valores i/n (em dB), a percentagem de tempo
(probabilidade) durante a qual cada um destes valores pode ser excedido.
Exemplos de méascaras deste tipo podem ser encontrados nos artigos 21 e 22

do Regulamento de Radiocomunicagoes da UIT [11, 12].
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1-F, (V)

"""" iln

mascara

P(i/n > )

Figura 3.4: Mascara a ser satisfeita pelo comportamento estatistico da razao
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