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Anadlise Nao-Linear Geométrica

2.1
Comentarios Iniciais

Este capitulo comeca com uma breve discussao sobre o comportamento
nao linear, o objetivo da analise nao linear, e o seu lugar na engenharia
estrutural. As fontes de nao linearidade mais importantes no projeto de
estruturas reticuladas sao listadas e a formulagao do problema sera definida,
onde sao apresentados os referenciais Lagrangeanos. Estratégias para a solucao
numérica de equacoes nao lineares sao mostradas, bem como as estratégias de
incremento de carga, as estratégias de iteracao e os critérios de convergéencia. O
capitulo termina mostrando solucoes classicas existentes de alguns problemas

encontrados na literatura.

2.2
Comportamento Nao-Linear, Andlise e Projeto

O objetivo da andlise estrutural é determinar o comportamento da estru-
tura quando submetida a a¢oes externas, ou seja, obter tensoes, deformagoes e
deslocamentos. Baseado nos resultados dessa analise, engenheiros estao aptos
a verificar se o projeto proposto possui os requisitos de resisténcia e bom com-
portamento em servigo necessarios para garantir o funcionamento e seguranga
da estrutura segundo critérios de projeto predefinidos. Nos capitulos seguintes
serd visto também que estas analises sao empregadas para se verificar as res-
trigoes de projeto, no caso de problemas de otimizagao, e as fungoes de falha no
caso de problemas de confiabilidade. Conseqlientemente, o processo de analise
desempenha papel chave e deve ser o mais eficiente e preciso possivel.

A maioria das estruturas de engenharia exibem um comportamento
proximo ao linear eldstico sob cargas de servico. Existem excec¢oes como arcos
e edificios altos, e estruturas sujeitas a um escoamento localizado prematuro
ou fissuracao, por exemplo, que, geralmente, apresentam um comportamento
nao-linear. Antes de alcancar o seu limite de resisténcia, quase todas essas

estruturas vao apresentar uma resposta nao-linear significante. Por esta razao,
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a maioria das normas modernas baseadas no modelo de resisténcia tltima tém
incorporado certas medidas para a consideracao da nao-linearidade.

Outro fator que deve ser observado é a constante evolucao no desenvol-
vimento de materiais de alta resisténcia, principalmente em &areas como en-
genharia aeroespacial, mecanica e também obras civis de grande porte, onde,
se obtém estruturas muito esbeltas e conseqiientemente com um acentuado
comportamento nao linear.

Na analise nao-linear tenta-se melhorar a simulacao do comportamento
de uma estrutura em alguns aspectos. O objetivo fundamental é se obter para
fins de projeto uma previsao segura do comportamento do sistema. Como
conseqjiiéncia, tem-se um aumento da complexidade do problema e conseqiiente
aumento do custo computacional.

Nas ultimas décadas, véem ganhando cada vez mais destaque os métodos
e procedimentos de andlise nao-linear, em especial de sistemas estruturais re-
ticulados, devido ao fato de oferecerem uma analise réapida e eficaz de mui-
tas estruturas reais, sejam estas de edificios, aeroespaciais ou offshore. Varios
pesquisadores tém desenvolvido formulagoes ou proposi¢oes geometricamente
nao-lineares para elementos finitos com a finalidade de se examinar o com-
portamento nao-linear de estruturas, entre elas as trelicas planas e espaciais
(Crisfield [11]; Yang & Kuo [79]).

Desde a década de 60 varias formulagoes geometricamente nao-lineares
foram introduzidas com solugoes diretas e/ou incrementais (Galvao [25], 26]).
Um amplo histérico da evolucao das metodologias e estratégias de andlise nao-
linear pode ser encontrado no trabalho de Rocha [67], que teve como objetivo
principal o estudo e a implementacao computacional de algumas estratégias
de incremento de carga e de iteracao encontradas na literatura para analise do
equilibrio e da estabilidade de sistemas estruturais esbeltos.

Além das referéncias supracitadas, merecem destaque, e serviram como
base para o desenvolvimento deste trabalho, os trabalhos de Bathe [6], Cook

et. al [10], Zienkiewicz [85], entre outros referenciados ao longo do texto.

2.2.1
Fontes de Nao-Linearidade

O comportamento nao-linear de uma estrutura, sob acao de um carre-
gamento qualquer, pode ser classificado de acordo com seus efeitos. Dentre as
varias fontes de nao linearidade, destacam-se:

Nao-linearidade Fisica. Decorre do fato do material nao apresentar
uma relacdo tensdo-deformagao linear (nao segue a lei de Hooke), isto é,

o comportamento do material nao é elastico linear. Os efeitos nao lineares
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sdo descritos por formas mais complexas de equagbes constitutivas (matrizes
constitutivas nao-lineares e/ou equagoes constitutivas em termos de “taxas”
ou “incrementos”). Pode-se ter também nao linearidade fisica nas relagoes
momento-rotacao de conexodes semi-rigidas ou flexiveis, ou de rétulas inelasticas
oriundas de mecanismos de colapso localizados (flambagem, plastificagdo ou
fissuracdo localizadas em componentes estruturais). O principal problema
computacional na anélise envolvendo nao linearidade fisica é que as equagoes
de equilibrio devem ser escritas para a estrutura utilizando propriedades do
material que dependem das deformacoes, as quais, a priori, nao sao conhecidas.

Nao-Linearidade Geométrica. Uma estrutura pode ter um compor-
tamento nao-linear, ainda que constituida de um material que obedeca a lei de
Hooke. Para valores relativamente grandes de deslocamentos, as deformacoes
de um membro podem trazer como conseqiiéncias, o aparecimento de esforcos
adicionais acompanhados de modificagbes na rigidez da estrutura (denomina-
dos de segunda ordem), sob um certo carregamento aplicado. A esse tipo de
comportamento nao-linear, da-se o nome de nao-linearidade geométrica. Neste
caso os efeitos nao lineares estao associados as equacoes de equilibrio, que
consideram a configuracao deformada, e as relagoes deformagao-deslocamento.

No presente trabalho seré considerada somente a nao-linearidade geomé-
trica, enquanto a nao linearidade fisica e problemas dependentes do tempo

serao inteiramente excluidos.

2.3
Formulacao para a Andlise Nao-Linear Geométrica de Estruturas Reticu-
ladas

A formulacao para a andlise nao-linear geométrica de estruturas tem
seus fundamentos tedricos na teria da elasticidade nao-linear, que faz parte
da mecanica dos sélidos. A nao-linearidade geométrica aparece, na teoria
da elasticidade tanto nas equacoes de equilibrio, que sao escritas utilizando-
se as configuragoes deformadas do corpo, quanto nas relagoes deformagao-
deslocamento, que incluem termos nao lineares nos deslocamentos e suas

derivadas.

2.3.1
Descricao do Problema

Neste trabalho, um procedimento incremental-iterativo sera utilizado
para tracar o caminho de equilibrio da estrutura ao longo do tempo.
Tendo-se por base um estado de equilibrio conhecido, em uma confi-

guragao t, os procedimentos incrementais iterativos procuram determinar o
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proximo estado de equilibrio, em uma nova configuragao t + At. As equagoes
incrementais de equilibrio sao obtidas a partir de aproximacoes lineares para os
incrementos de deslocamentos e deformagoes. Portanto, o equilibrio em ¢ + At
nao é satisfeito exatamente e é necessario utilizar um procedimento iterativo
em cada passo de carga. Estes procedimentos serao estudados posteriormente.

Existem duas formas de descricao do movimento de um ponto material
p, a descrigao Lagrangeana e a Euleriana [48]. Para a andlise de estruturas a
formulagao Lagrangeana é mais natural, sendo aqui empregada. Na formulacao
Lagrangeana usa-se as coordenadas de pontos materiais referidas a estrutura
indeformada (configuracdo 0) ou a uma estrutura de referéncia temporaria
(configuracao t). No referencial Lagrangeano Total (RLT), todas as varidveis
estaticas e cinematicas no tempo t + At sao referidas a configuragao inicial
(indeformada) da estrutura. Por outro lado, no referencial Lagrangeano Atua-
lizado (RLA), todas as varidveis estdticas e cinematicas sao referidas a ultima
configuracao de equilibrio da estrutura.

Comumente, as formulagoes RLT e RLA tém sido usadas na andlise in-
cremental nao-linear de estruturas. Quando desenvolvidas consistentemente,
as duas formulacoes geram matrizes de rigidez global e vetor de forcas
idénticos [6]. Ao longo deste trabalho, o RLT serd adotado pela simplicidade
na aplicagao das técnicas de sensibilidade [37], como serd visto no capitulo

seguinte.

2.3.2
Principio dos Deslocamentos Virtuais

As deformagoes de Green-Lagrange €;; sao calculadas, a partir do campo

de deslocamentos ¢, através da expressao:

€ij = % (Gij + @i + Grilr,j) (2-1)
onde §¢;; denota a derivada das componentes (u,v,w) do campo de desloca-
mentos em relagdo as coordenadas cartesianas (z1, 29, 23). E importante notar
que estas coordenadas dizem respeito a configuracao inicial da estrutura.

O expressao dos deslocamentos virtuais para corpos deforméaveis é dado

por:
Q It Q

onde pb; sao as forcas de massa atuando no corpo, t; é a forca de tracao atuando
na superficie I';.
Com a discretizagao do campo de deslocamentos pelo método dos elemen-

tos finitos, os termos da equagao ([2=2)) podem ser representados por produtos
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de matrizes e vetores como segue:

@ = Nipap (2-3)
Desta forma a discretizacao espacial da eq. (2=3)) aplicada na eq. (2=2))

tem como resultado:

/Upoq(SQq dV:/ tiNiq(SC]qu+/PbiNiq5quV (2-4)
Q SN—— T Q

dep

onde 0, é o tensor de tensoes em notacao vetorial. Tomando-se um campo
de deslocamentos virtuais arbitrarios que satisfaca as restricoes cinematicas

pode-se escrever a eq. (2-4)) como segue:

/ apoqu == tZNquA + / pblNquV (2-5)
JQ P J Iy Q
, Q

onde F, é o vetor de forgas internas e (), é o vetor de forgas externas.

Matricialmente tem-se

/ BodV = / N"tdA4 + / N”pbdV (2-6)
Q T, Q

O vetor de forgas internas F),, conforme (2=3)), depende implicitamente dos
deslocamentos através do vetor de tensdes o, e também da matriz B,, no caso
de se considerar o comportamento nao-linear geométrico.

Os métodos de solucao de equagoes baseados em iteracoes de Newton-
Raphson precisam, além dos vetores de forcas internas e externas, da matriz
de rigidez da estrutura. E importante ressaltar que a matriz de rigidez global
e os vetores globais de forcas internas e externas sao montados somando-se as
contribuigoes dos elementos (ver secao (2.3.3)). A matriz de rigidez tangente
¢ determinada através da diferenciacao do vetor de forcas internas em relacao
aos deslocamentos nodais [85] [6, [IT]. Desta forma, pode ser obtida através da
definigdo da F, a partir da equagao (2-5)), onde F, = fQ opoqu. Quando
nao se considera os efeitos da nao linearidade geométrica, a tangente da forca

interna é a seguinte:

B do,

K =t = By, dV
qp 0qp Q aqp rq
do, Oe
= "BV AV 2-7
 De. Dg, 7 (2-7)
a.
= "BY BY d
q Oeg P4 v

No caso geral a matriz B depende dos deslocamentos, desta forma:
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oF, do. B
Kp=—-"L = [ LB,V / “dv
qp aqp a a q + o qp
_ o
= | By~ BydV + / Bra gy
/Q ! a g Q 4p B
o + B (By, + Bl) dV + /Q o, q;qdv

(2-8)

oBY) dV

0 nl nl R0 nl nl
/; e (B By, + By B), + By, + Bly) dV

B
+ / o, —2dV
Q dp

_ 0 nl o
- qu + qu + qu

Na equagao B=8, o termo K, U fornece a matriz de rigidez eldstica linear
padrao, enquanto que o termo K fornece a matriz de rigidez de deslocamentos
iniciais. Por fim, o termos K¢, fornece a matriz de rigidez geométrica (ou de

tensoes iniciais).

233
Montagem das Equacoes da Estrutura

Um ponto chave no método dos elementos finitos é a avaliacao das
integrais de volume para se obter a matriz de rigidez e o vetor de forcas internas.
O dominio do problema estudado é dividido em elementos conectados a nos.

As integrais sao calculadas para cada elemento e compostas da seguinte forma:

/ )av = J / (2-9)

0 el o
A integral a nivel do elemento pode ser feita de varias maneiras. Para

um pequeno grupo de elementos, como trelicas e vigas, a mesma pode ser
avaliada diretamente. Normalmente se usa um método de integragao numérica
para sua avaliagao, por exemplo a quadratura de Gauss. Outra observagao a
respeito pode ser feita no caso da formulacao isoparamétrica, onde as integrais

do elemento sao feitas num dominio paramétrico.
2.4
Aplicacao a Elementos de Trelica Espacial

O elemento de trelica adotado é o esquematizado na figura (2.1]). Trata-se

de um segmento reto, limitado pelos nds ¢ e j.
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| ¥4

=z !

Az;

21

Figura 2.1: Elemento de trelica.

24.1
Medida de Deformacao

Conforme visto na se¢ao (2.3.2)) na formulacao Lagrangeana Total (RLT)
as deformagoes de Green-Lagrange (GL) e as tensoes de Piola-Kirchhoff II
(PK2) sao freqiientemente usadas como medidas conjugadas na formulacao da
energia interna. A tnica deformacao de Green-Lagrange (¢€) é na diregao axial
e pode ser definida em funcao da mudanca do comprimento do elemento da
seguinte maneira:
t2 _ 02

€ = 20—l2 (2—10)

onde %l é o comprimento do elemento na configuracao indeformada,

U= /O] = 0542 + (02 = Oaf)? + (02 — 4
= V(A2)? + (Az)? + (Az)?
e 'l é o comprimento do elemento na configuracao deformada ¢,

(2-11)

Ul =P+ (=) + (- )
= VA2 + ((An)? + ((Az)? (2-12)
= \/(AZl + Aq1)2 + (AZQ + AQQ)Z + (AZg + AQ3)2



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0221070/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0221070/CB

Capitulo 2. Analise Ndo-Linear Geométrica 34

onde
b =0 +tqh, tel =% +lg k=1,2,3
Ag, ="'q, —'q.,, Az =2 - k=1,2,3

desta forma, pode-se re-escrever (2-10) da seguinte forma

(2-13)

1 1
€= —= (AzlAql + AZQAqQ + AZgA(]g + 5 (AQ12 + AQQ2 + AQ32))

072

= %1[_Azl —Azy —Azz Az Az AZg}tq
+W[_AQ1 —Agp —Ags Aq Age AQS}tq

— (B0+%B”’(tq)) tq

= B('q)'q

(2-14)

A matriz B, que relaciona o incremento das deformagoes com o incre-

mento dos deslocamentos nodais, Je = Bd'q, é dada simplesmente por:

B=_-—=B"+B"(q) (2-15)

2.4.2
Medida de Tensao

A tnica tensao de Piola-Kirchhoff 1T é a axial (o) , a qual é relacionada

com a deformacao de Green-Lagrange através da equacao:

o= FEe (2-16)

onde F é o médulo de elasticidade do material.

243
Vetor de Forcas Internas

A partir do principio dos deslocamentos virtuais, o vetor de forcas

internas para um elemento pode ser definido da seguinte forma:

f= / Blodv =A% cB” (2-17)
Q

el

244

oBT

Matriz de Rigidez
B"DBdV + / Rl
Q94 (2-18)

Kk :/
0
oBT

= EVAYBTB + 94% g —
Joq

el

onde
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[ 0 0 —1 0 ]
1 0 0 =1
oBT 1 0O 1 0 0 -1 1
_ - __H 2-19
o %% | -1 0 0 1 0 0[2 (2-19)
0 -1 0 0 1
0O 0 -1 0 0

2.5
Estratégias de Solucao para Problemas Nao-Lineares

No esquema tradicional do método de Newton-Raphson, o parametro de
carga A é mantido constante durante os ciclos iterativos, funcionando bem na
parte ascendente do caminho de equilibrio (trecho OA), figura (2.2)), mas falha
ao descrever esta curva apds o primeiro ponto limite (ponto A), o que levaria a
uma incorreta avaliacao da capacidade pois o equilibrio sera atingido no ponto
C.

Para se tragar a curva carga-deslocamento completa (trecho OABC),
com possiveis passagens pelos pontos limites, é necessario que seja permitida

a variacao de A a cada iteracao.

\

Figura 2.2: Curva carga-deslocamento.

Basicamente, as dificuldades para o tracado da curva completa se devem
ao mau condicionamento da matriz de rigidez tangente nos pontos limites, onde
ela é singular, e o algoritmo apresentara um erro de over-flow na fatorizacao
da matriz. Felizmente esse nao é um problema muito sério, pois é praticamente

impossivel chegar precisamente em um ponto critico.
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2.5.1
Analise Incremental-Iterativa

Considerando-se um instante de pseudo-tempo t + At, que representa
as diferentes etapas de aplicacao do carregamento e as correspondentes con-
figuracoes de equilibrio da estrutura, tem-se que o vetor de forcas residuais
”AtR(w), w=0,1, ..., computado apds a w—ésima iteracao de Newton-Raphson

¢ dado por:

tratg (@) _ t+At)\(w)Qref _trarp@) _ g (2-20)

(w) o t+At>\(W) 580,

onde Q,.; é o vetor de cargas externas de referéncia, ‘TA'F
respectivamente, o vetor de forcas internas no instante t+ At e o fator de carga
no instante ¢t + At e iteragao w.

A fim de se obter o préximo ponto de equilibrio (w + 1), as estratégias
incrementais para o tratamento de efeitos nao-lineares consideram que em

t+4tq. o problema é localmente linear.

torno de uma configuracao deformada
Desta forma é feita uma expansao em série de Taylor da equagao (2=20)), sendo
esta aproximada por termos lineares obtidos a partir do truncamento dos

termos de ordem superior da série:

at+AtR(w) 5D at—i—AtR(W)

t+AtR(w+1) i~ t+AtR(w) q
at+Atq(W) at—i—At/\(w)

AT =2 (2-21)

Considerando que as cargas externas nao sejam dependentes dos deslocamentos

(sistema conservativo),

8t+AtR(w) 8t+AtF(W)

— — _t+AtK(T)(w) (2_22)
ot+itq 8t+Atq(W)
sendo K™ a matriz de rigidez tangente, e
at+AtR(W)
S = Qu (2-23)
o+t )@

Substituindo as equagoes ([2=22) e ([2-23) em (2-21]) e reorganizando os
termos se obtém a equacao de equilibrio

t+AtK(T)(w)5q(w+1) _ meé)\(wﬂ) + t+AtR(W) (2-24)
onde A@T ¢ 5q(°"+1) sao as correcoes do parametro de carga e dos deslo-
camentos nodais, respectivamente, obtidas durante o processo iterativo. De
[-24) tem-se que os deslocamentos nodais iterativos (6q(“’+1)) podem ser de-

compostos em duas parcelas:

5q(w+l) — (sqg(WJFl) + 5)\(w+1)5qr(w+1) (2—25)

onde:
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i N T (2-26)

t+AtK(T)(w)5qr(w+1) _ Qref (2_27)

A correcio do parametro de carga, SA“TV | tinica incégnita da equacdo (24

20)), é determinada seguindo uma das estratégias de iteracao fornecidas na segao
2.5.3l De maneira geral a seguinte equacao de restricao deve ser respeitada a

cada iteracao:

CT(Sq(w-H) + k,é/\(w—i-l) _ H(w-‘rl) (2—28)
onde C, H“*Y e k sdo constantes a serem definidas. Em termos gerais, Yang
& Kuo [79] propuseram a seguinte equagao para avaliar o parametro de carga:

SA@HD) _ 1

- CTq, @) + k
Para se considerar esses métodos de iteracao tem-se inicialmente que se

(H(“’“) - CTaqg(wH)) (2-29)

supor que, para w = 0, AN tenha um valor prescrito dado pelo usuério ou
calculado automaticamente como sera visto na secao 2.5.2

Apés a selecao de AN, determina-se o incremento inicial dos deslocamen-
tos nodais Aq®. As aproximacoes A\’e Aq" caracterizam a chamada solucdo
incremental predita.

O primeiro passo para a obtencao da solugao incremental inicial tan-
gente (AN e AQ”) consiste na montagem, usando informacoes da tltima con-
figuracdo de equilibrio da estrutura, da matriz de rigidez tangente ‘K. Apés

a definicao de "KM, resolve-se o sistema de equacoes:

'KDoq, = Qey (2-30)
para se determinar os deslocamentos nodais tangente, dq;.

Com a definicdo de AX° e dq; tem-se:

Aq” = AX6q, (2-31)
Nesse estagio o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais sao

atualizados, ou seja:
AN =N+ AN (2-32)

t+Atq — tq+ Aqo (2_33>

onde ')\ e !q caracterizam o ponto de equilibrio obtido no ltimo passo de
carga.

A figura (23]) fornece um esquema de solu¢ao incremental-iterativa

para sistemas com um grau de liberdade, onde os parametros de carga e o
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WY solugdo predita

Figura 2.3: Solucao incremental-iterativa: sistema com um grau de liber-
dade [25].

deslocamento sao atualizados seguindo a restricao de comprimento de arco

cilindrico [I1].

Com a obtencdo da solucao iterativa (SIA@TY e 6q“ ) via (2229)-([2=27),

faz-se a atualizagao das varidveis incrementais do problema:
ANEFD = AN sAFD) (2-34)

Aq“ T = Aq®) + 5q@tV) (2-35)

Para o parametro de carga e os deslocamentos nodais totais tem-se que:
t+At)\(W+1) _ t)\ 4 A)\(LU+1) (2—36)

t+Atq(w+1) _ tq+ Aq(erl) (2-37)
Os procedimentos descritos nessa secao sao repetidos até que um dado

critério de convergéncia seja atendido (veja a secao 2.5.4)).
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2.5.2
Incremento Automatico de Carga

A obtencao da solugao incremental inicial tem como passo fundamental a
definicao do parametro de carga inicial AN’. A selecao automédtica do tamanho
do incremento desse parametro é importante, e deve refletir o grau de nao-
linearidade corrente do sistema estrutural em estudo. Em outras palavras,
uma estratégia eficiente de incremento automatico de carga deve satisfazer
basicamente os seguintes requisitos: (i) produzir grandes incrementos quando
a resposta da estrutura for aproximadamente linear; (ii) gerar pequenos
incrementos quando a resposta da estrutura for fortemente nao-linear; (iii)
ser capaz de escolher o sinal correto para o incremento, introduzindo medidas
capazes de detectar quando os pontos limites sao ultrapassados.

A seguir sao apresentadas algumas estratégias de incremento de carga

que satisfazem esses requerimentos.

Incremento do Comprimento de Arco

Como proposto por Crisfield [I1], o incremento do comprimento de arco
a ser adotado como parametro de controle no passo de carga corrente pode ser

definido como:

1/2
Al = Al (tN—d> (2-38)
N

onde ‘Al e Al representam os incrementos do comprimento de arco no passos
de carga anterior (valor conhecido) e no passo de carga corrente (incdgnita),
respectivamente; Ny é o numero de iteracoes desejadas para o processo iterativo
corrente, especificado pelo usudrio, e !N é o numero de iteracoes que foram

necessarias para convergir no passo de carga anterior.
Através da equagao ([2=38)) e da condicao de restrigdo escrita para a

solucao incremental inicial:

AQ”TAQ? = A2 (2-39)
chega-se facilmente, usando-se (2-31]) e (2=39)), a expressao do incremento inicial
do parametro de carga:

Al

j:—
Voql oqy

O critério utilizado para escolher o sinal correto na expressao ([2=40) é o

AN = (2-40)

sugerido por Yang & Kuo [79], baseando-se no sinal do parametro GSP, que
sera apresentado na secao seguinte.
No programa desenvolvido nesse trabalho, o usuario deve especificar LA\’

como dado de entrada, sendo este valor usado em seguida para calcular !Aq’
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através de (2=31)). Substituindo-se Aq® na equagao (2=39), chega-se a *Al. Para

os passos de carga seguintes, calcula-se automaticamente Al através de ([2-35)).

Incremento Baseado no Parametro GSP

Uma estratégia baseada na introducao de um parametro de rigidez
generalizado foi adotada por Yang & Kuo [79] para limitar o incremento inicial
do parametro de carga. O método de solugao é denominado de estratégia
de controle de deslocamento generalizado. Seguindo a sugestao de Yang &

Shieh [7§] para os valores de C e k a serem usados na equagao (2-29), ou seja:

C=AX"%q, e k=0 (2-41)
e assim (2=29) pode ser reescrito como:
HED — AN g, g
AN t6q, T g,
Para obtencao da solucao predita AN’ faz-se 5qg(‘“+1) =0e o\ =

AN na equacao anterior, e dessa forma chega-se a:

6)\(w+1) _

(2-42)

HO

AN = ——— 2-43
ety Oty (43)
onde o valor do pardmetro incremental H® ¢ dado da seguinte forma:
H® = (*AX°)* '6qT " 8q, (2-44)
e dessa forma pode-se escrever AN como sendo
15q716q
AN = AN 2 2-45
109y 0y (245)
considerando-se o parametro de rigidez generalizado (GSP) do sistema como
se segue:
1 ) T1 )
dr 9Qr
GSP = —/—— 2-46
1093 0q, (2-46)

Pode-se, portanto, reescrever ([2=45)) da seguinte forma:

AN = £'AN/|GSP| (2-47)

Observa-se que o sinal do incremento inicial de carga pode ser positivo

ou negativo. A escolha do sinal correto é de suma importancia na definicao de
seqiiéncias de solugdes (g, A\) que permitam um avango continuo na resposta
carga-deslocamento. De acordo com Yang & Kuo [79], o sinal do parametro
de rigidez corrente depende exclusivamente dos vetores ‘dq, (passo de carga

anterior) e dq, (passo de carga corrente), conforme ([2-40]).
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A

o>
c

>

o>
\\;
+ >

Figura 2.4: Variagao do sinal do parametro de rigidez generalizado (GSP).

O GSP torna-se negativo somente para o passo imediatamente apos o
ponto limite, para os demais passos este permanecera sempre positivo, o que

pode ser visto na figura (2.4)).

2.5.3
Estratégias de Iteracao

“*1) & funcao de

A determinacao do parametro de carga iterativo, SN
uma dada estratégia de iteracao, ou equacao de restricao imposta ao problema,
que tem a funcao de otimizar a convergéncia do processo iterativo. A seguir
sao apresentadas duas estratégias bastante eficientes que serao utilizadas nos

capitulos seguintes.

Carga Constante

Essa estratégia de iteracao caracteriza o método tradicional de controle
de carga constante, no qual o parametro de carga é mantido constante durante
o ciclo iterativo. Para esse caso, tem-se que a equacao de restricao se reduz a

expressao trivial:

AT =0 (2-48)

Dessa forma a equacao (2-25]) é reduzida aos deslocamentos fornecidos
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pelo método convencional de Newton-Raphson.

Comprimento de Arco Cilindrico

Segundo Crisfield [I1], a cada iteracao, a seguinte equagao de restri¢ao

deve ser satisfeita:

Aq(w+1)TAq(w+l) _ Al2 (2_49>
Substituindo ([2=25) em (2-38) e o resultado desta operagao em (2-49)),
chega-se a uma equagao quadratica em 5/\(w+1), a saber:
2
A (6)\(W+1)> 4+ BoAET) L 0 =0 (2-50)

onde, os coeficientes A, B e C' tém a seguinte forma:

A= g 5D
w T w w
B = 20q.“" (Aq) + 5 ) (2-51)

C = (Aq(w) + 5qg(w+1))T (Aq(‘”) i 5qg(w+1)) A2

Com a resolucao de (2-50), chega-se aos dois valores 0A; e d Ay, de forma

que se deve escolher entre as solugoes:

Aqi ) = Aq®) +dqg” ) + 6A1 g
qu(w-‘rl) _ Aq(w) + 5q(gw+1) + 5/\2 5q£w+1)

aquela que mais se aproxima da solucao incremental da iteracao anterior,

(2-52)

Aq“). Essa escolha deve prevenir um possivel retorno, o que faria a solugao
regredir ao longo do caminho j& calculado. Um procedimento utilizado, consiste
em se achar o menor angulo entre Aq“*? e Aq™. Isto equivale a achar o

maximo co-seno do angulo:

Aq™" Aq@tD
cos B9 =
| A (w)TAlQA ()T (w+1) (2-53)
- ( q" +0qg ) S Aq)” 5l
= INE T oM TR

Como (2=50]) é uma equagao quadrética, ela poderd ter raizes imagindrias
se (B* — 4AC) for menor que zero. Essa situagdo pode existir quando o
incremento inicial do parametro de carga for muito grande, ou se a estrutura

exibir multiplos caminhos de equilibrio em torno de um ponto.

Iteracao usando Deslocamento Generalizado

Conforme apresentado na secao 250l a equagao (2=29) deveria ser con-

siderada para o parametro de carga ao longo da solucao nao-linear. Res-
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tando apenas a definicio dos parametros CT, k e H@*+Y. Na obtencio da
solugao incremental predita (w = 0), os referidos pesquisadores definiram que
o parametro incremental H® (no caso, deslocamento generalizado) deveria ser
obtido de acordo com a equagao (2-44)); durante o ciclo iterativo é assumido
que esse parametro de deslocamento generalizado se mantenha constante, isto

é: H@+) =0, para w = 0. Dessa forma pode-se reescrever (2-29) como:

taqudqg(erl)

T w+1
g, 0, Y
que é a expressao procurada para correcao do parametro de carga no ciclo

SN = (2-54)

iterativo.

2.5.4
Critérios de Convergéncia

O processo iterativo descrito termina indicando uma nova posicao de
equilibrio para a estrutura em analise quando um dos dois, ou os dois critérios

de convergéncia apresentados abaixo forem atendidos:

1. o primeiro critério de convergéncia é baseado em relacoes de forgas e é
calculado no inicio da iteracao corrente utilizando parametros da iteracao

anterior. Ele é definido como segue:

ST -
[ANDQ,er|| —

onde HR(“’) H ¢ igual a norma euclidiana do vetor das forgas desequilibra-

G =

das, que ¢ calculada usando-se o parametro de carga e os deslocamentos
nodais totais da iteracao anterior,||A)\(“’)Qre fH ¢ a norma euclidiana do
vetor de incremento de carregamento externo e ¢ é um fator de tolerancia

fornecido pelo usuério do programa como dado de entrada.

2. o segundo critério de convergéncia obedece a relagoes de deslocamentos

e é sempre verificado no final da iteracao corrente. Ele é definido por:

.ol
>~ [AqD]

onde [|dq|| é a norma euclidiana dos deslocamentos iterativos (residuais),

<¢ (2-56)

||Aq(‘*’+1)H ¢ a norma Euclidiana dos deslocamentos incrementais, que
sao obtidos apds a correcao do processo iterativo, e ( segue a mesma

definicao do critério anterior.

3. o terceiro critério de convergéncia consiste em obedecer a ambas as
relagoes (forgas e deslocamentos) dadas em (2=50)) e (2=56)), assim este

critério é verificado se:
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A

q

Figura 2.5: Pontos criticos de uma estrutura [58].

GQs¢C e G=¢ (2-57)

onde (, (7 e (o sao definidos nos itens anteriores.

2.6
Determinacao dos Pontos Criticos

Os pontos criticos sao aqueles em que um caminho de equilibrio atinge um
valor extremo ou aqueles onde diferentes caminhos de equilibrio se encontram.
Na figura (2.5) podem ser observados trés pontos criticos (A,B e C), onde
os pontos (B e C) sd@o chamados de pontos limite e o ponto (A) ponto de
bifurcacao. No presente trabalho serdao considerados somente pontos limite.
Caso a estrutura apresente ponto de bifurcacdao, uma pequena imperfeicao
serd considerada para se eliminar a bifurcacao.

Matematicamente, um ponto de equilibrio é um ponto critico se a matriz
de rigidez do modelo de elementos finitos for singular det K(™) = 0. Além disso,
sabe-se que o equilibrio é estavel quando todos os autovalores sao positivos o
que leva a det K(T) > 0 e torna-se instével quando o menor autovalor se torna

negativo e, portanto, det K(T) < 0.

Conforme visto na secao acima, as estratégias de incremento automatico
de carga tém como objetivo gerar pequenos incrementos quando a resposta
da estrutura for fortemente nao-linear além de detectar pontos limites. A
determinacao dos pontos criticos se faz de forma aproximada, através do
sinal do GSP, que controla os incrementos de carga, ou seja, a medida que

o problema se aproxima de um ponto limite, os incrementos de carga dados
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pela equagao ([2-47) se tornam muito pequenos, sendo tomado como ponto

limite o valor imediatamente apds a inversao de sinal do GSP.

2.7
Exemplos de Analise Estrutural

Nesta secao sao apresentadas as solugoes de alguns problemas estru-
turais encontrados freqiientemente na literatura em funcao da acentuada
nao-linearidade da relacao carga-deslocamento. Pretende-se, assim, verificar
a eficiencia da formulagao de elementos finitos nao-linear aqui apresentada.
Para tanto, serao abordados exemplos classicos de problemas de equilibrio e
estabilidade que possuem resultados numéricos e/ou analiticos encontrados na

literatura.

2.7.1
Trelica Assimétrica em Forma de Arco

A figura (2.0) mostra um sistema trelicado assimétrico em forma de arco.
Este exemplo apresenta em sua trajetéria pontos limites tanto de carga quanto
de deslocamentos. Todos os dados referentes a geometria estao definidos na
figura (2.6]). A secao transversal tem drea A = 3 e o material utilizado apresenta
E = 3 x 10° Este modelo foi estudado por Pinheiro et al. [61] [60], Powel &

Simons [62], entre outros.

P

P
P o
O,

D O
|
o0 v ‘?LTJ® © —

Figura 2.6: Trelica assimétrica em forma de arco.

O problema nao linear foi resolvido através do método de Newton-—
Raphson padrao em conjunto com o método do deslocamento generalizado
(GDCM). O valor inicial do incremento de carga foi de 3000 e a tolerancia
utilizada no processo iterativo foi de 107°. A estratégia foi escolhida em funcao
da mesma ser utilizada neste trabalho como parametro para determinacgao da

carga critica.
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deslocamento vertical

Presente trabalho - n6 8
***** Presente trabalho - n6 13
Powell e Simons (1981) - n6 8
Powell e Simons (1981) - n6 13
Pinheiro (2006) - n6 8
Pinheiro (2006) - n6 13

+ 0> e
+ O> e
+ O> e

Figura 2.7: Trelica assimétrica em forma de arco - resposta estrutural do
deslocamento vertical dos nés 8 e 13.

Os tragados da trajetéria de equilibrio para o deslocamento vertical dos
nos 8 e 13 sao apresentados na figura (2.7]). Observa-se nesta figura uma perfeita
concordancia com o trabalho de Pinheiro et al. [61] e uma nitida diferenca em
relagdo ao trabalho de Powel & Simons [62], fato este devido aos diferentes
referenciais utilizados na solugdo do problema. Em Powel & Simons [62] o
referencial utilizado foi o Lagrangeano Atualizado, ja no presente trabalho
e no trabalho de Pinheiro et al. [61] foram utilizados o referencial total. Os
valores do primeiro ponto limite de carga e os deslocamentos dos nds 8 e 13

sdo comparados na tabela (2.1]).

2.7.2
Trelica Espacial de 24 Elementos

A treliga espacial formada por 24 elementos apresentada na figura (2.8])

tem sido utilizada com freqiiéncia como exemplo para testar a eficiéncia de
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Powell & Simons | Pinheiro et. al | Presente trabalho
RLA [62] RLT [61] RLT
Aer 37412.9 35760.3 35760.6
7 4.044 4.069 4.082
g3 1.554 1.593 1.585

Tabela 2.1: Trelica assimétrica em forma de arco - valores de carga critica e
deslocamento vertical dos nés 8 e 13.

vérias formulagoes, algoritmos propostos e implementagoes computacionais [79,
50, 60, [61]. E com essa finalidade que a mesma serd analisada nesta secao. A
estrutura possui, por hipdtese, £ = 10* e A = 1. As coordenadas nodais sao
apresentadas na tabela (2.2]).

N6 X y zZ
1 0.0 0.00 8.216
2 250 0.00 6.216
3 125 21.65 6.216
4 -125 21.65 6.216
5 -25.0 0.00 6.216
6 -12.5 -21.65 6.216
7 125 -21.65 6.216
8 43.3 -25.00 0.000

Ne)

43.3  25.00 0.000
10 0.0 50.00 0.000
11 -43.3  25.00 0.000
12 -43.3 -25.00 0.000
13 0.0 -50.00 0.000

Tabela 2.2: Trelica espacial de 24 elementos - coordenadas nodais.

Inicialmente considera-se que apenas a carga P; estd atuando na estru-

tura. O resultado da andlise é apresentado na figura (2.9).

Uma variacao deste exemplo em que além da carga concentrada P
atuando no centro da estrutura (né 1), hé a presenca de outra carga nodal,
Ps, aplicada nos nés 2,3,4,5,6 e 7. Este novo carregamento faz com que a
trajetéria de equilibrio da estrutura passe a ter nao apenas dois, mas treés

pontos limites de carga, conforme visto na figura (2.10]).
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Figura 2.8: Trelica espacial de 24 elementos.

Onate & Matias | Pinheiro et. al | Presente trabalho
[56] RLA [61] RLT
Aer 3.157 3.156 3.156
a —0.761 —0.763 —0.769

Tabela 2.3: Trelica espacial de 24 elementos - valores de carga critica e
deslocamento vertical do n6 1 relativo a este nivel de carregamento.

Presente trabalho
() Onate e Matias (1996)

fator de carga
|
by

Figura 2.9: Trelica espacial de 24 elementos - resposta estrutural para o
carregamento P;.
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Onate & Matias | Pinheiro et. al | Presente trabalho
[56] RLT [61] RLT
Aer 7.81 7.65 7.65
a —0.882 —0.873 —0.875

49

Tabela 2.4: Trelica espacial de 24 elementos - valores de carga critica e
deslocamento vertical do né 1 relativo a este nivel de carregamento.

-12

16— Presente
] trabalho °
Ofate e °
12— Matias (1996)
[ ]
[ ]
S g —
§ )
Q 1
o
E 4
oo |\
( -4
q;

4

Figura 2.10: Trelica espacial de 24 elementos - resposta estrutural para os

carregamentos P e Ps.
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