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2
Referencial Teodrico

Como hipdtese inicial temos o conceito de que os individuos buscam tomar
decisOes de investimentos que maximizem seu bem estar ou consumo ao longo do
tempo. Nesse sentido, a analise financeira tem por objetivo oferecer os meios para
tornar flexiveis e corretas as decisdes de investimento no momento mais propicio

€ a0 mesmo tempo com a compensacao mais equilibrada entre retorno e risco.

Além disso, o processo de avaliagdo de investimento envolve pontos
subjetivos que acabam impactando o valor final obtido. Da mesma forma, varios
fatores influenciam as decisdes de investimento como, demanda, pregos, cenario
macroecondmico (taxa de juros, taxa de cambio, inflacdo), entre outros. Como
resposta a esse ambiente com incertezas, a evolugdo das teorias de precificacdo de
opg¢oes, em finangas corporativas, inseriu na teoria de avaliacdo de investimento
um novo ferramental. O principal objetivo deste, € precificar o valor oriundo da
incerteza e da volatilidade, o que amplia os parametros da geracdo de valor ao
acrescentar o conceito de flexibilidade. Assim, a avaliagdo de investimento
utilizando opg¢des reais, em uma defini¢do restrita, seria uma extensdo da teoria

das opcdes financeiras aplicada a avaliacdo de ativos ndo-financeiros.

Amram e Kulatilaka (1999), sugerem que o caminho que vai das op¢des
financeiras as opg¢des reais exige uma nova forma de pensar, de modo que haja
uma ligacdo entre a disciplina dos mercados financeiros e as decisdes de
investimentos estratégicos das empresas. Nesse sentido, € aceito o fato de que a
avaliacdo pelo método tradicional por fluxo de caixa descontado ndo contempla a
flexibilidade disponivel & empresa de adaptar ou abandonar uma decisdo em um
momento posterior no tempo, tendo em vista os fatos que foram ocorrendo apds a
decisdo de investir. Sendo assim, a irreversibilidade considerada pelo fluxo de
caixa descontado ndo representa a realidade dos tomadores de decisdo. A medida

que novas informagdes ficam disponiveis e a incerteza sobre o futuro se reduz, a
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empresa pode se utilizar da flexibilidade para alterar sua estratégia inicial, se

beneficiando de oportunidades ou eliminando perdas que estdo por vir.

Essa flexibilidade nas opera¢des de uma empresa com relagdo aos seus
investimentos “reais” faz com que a avaliagdo da decisdo de investir se aproxime
da teoria das opcdes financeiras. Dessa forma, uma op¢do de compra da ao seu
detentor o direito, mas ndo a obrigacdo, de comprar um determinado ativo por um
preco pré-definido em uma determinada data. Na mesma linha, uma opg¢do de
venda da ao seu detentor o direito, mas ndo a obrigacdo, de vender um
determinado ativo por um prego pré-estabelecido em uma determinada data. Além
disso, ao se utilizar a teoria das opgdes reais para embasar uma decisao de
investimento, ¢ atribuido, da mesma forma que em uma opg¢do de compra, um
ganho potencial com perda limitada. Dessa forma, existem investimentos, que
avaliados através da teoria de fluxo de caixa descontado tém resultado negativo,
ou seja, o ato de investir ndo ¢ a indicacdo resultante da analise. Contudo, esse
investimento aparentemente sem atratividade pode-se tornar interessante no caso
de se considerar o valor das flexibilidades inerentes ao projeto, vistas como

prémios pagos para se ter o direito de potenciais retornos.

Assim, a teoria de opgdes reais seria um poderoso complemento ao
tradicional ferramental de valoragdo através do fluxo de caixa descontado. Nessa
linha, Trigeorgis (1996) argumenta em favor de um critério estratégico, que reflita
dois componentes de valor: o valor presente liquido tradicional de fluxos de caixa

descontados (estatico) e o valor da opc¢do da flexibilidade (interagdes estratégicas).

2.1.
A Teoria das Opgdes Reais

2.1.1.
Historico

Desde a primeira publicacdo do modelo de precificacdo de opgdes reais por
Black Fisher e Scholes Myron (1972) os complexos modelos matematicos da
teoria financeira passaram a influenciar as praticas corporativas. O inicio da
utilizacdo da matematica mais complexa em finangas pode ser atribuido, segundo
Merton (1998), a Louis Bachelier (1900) quando escreveu sua dissertacdo, na

Ecole Normale Supériure, a cerca da teoria da especulagdo utilizando precificagao
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de opgoes. Este trabalho foi inovador ao tratar de forma conjunta processos
estocasticos e precificacdo de derivativos e titulos. Depois disso, os calculos
estocasticos passaram a ser muito desenvolvidos na década de quarenta e
cinqiienta e se tornou essencial em trabalhos de finangas. Contudo, de acordo com
Merton (1998), foi apenas nas décadas de cinqiienta e sessenta que essa teoria
ganhou destaque com os trabalhos inovadores de Markowitz, Modigliane, Miller,

Sharpe, Lintner, Fama e Samuelson.

Na década seguinte, os modelos tedricos de finangas ganharam sofisticacdo
envolvendo dimensdes intertemporais e incerteza, com calculos estocasticos e
equagdes diferenciais que sdo utilizados até hoje. A publicacio do modelo de
Black-Scholes (1972) disseminou os fundamentos da teoria de precificacdo de
opcdes, sendo considerado impar no desenvolvimento e sofisticacdo das financas
corporativas. Merton (1973), ao solucionar de imediato o modelo proposto por
Black and Scholes (1972), viabiliza a aplicacdo deste, e por isso alguns autores

consideram correto nomear o modelo de Black-Scholes-Merton.

Em 1973 comecou a operar a Bolsa de Opgdes de Chicago (CBOE -
Chicago Board Options Exchange) que se destacou como a bolsa de maior
movimento na negociacao de opcdes (Hull, 2006). Em 1975 operadores da CBOE
j& estavam utilizando o modelo de Black-Scholes-Merton para precificar e

proteger suas posi¢des em opgdes.

E importante ressaltar que Black, Scholes e Merton ja reconheceram em
suas pesquisas que o arcabougo tedrico para precificagdo de opgdes financeiras
pode ser usado em muitos outros problemas de avaliagdo. Assim, a teoria ndo
seria restrita apenas as opgdes financeiras e uma dessas aplicacdes ndo-financeiras

seriam as opgOes reais.

2.1.2.
Opcdes Financeiras

As opgdes financeiras s3o um sub-grupo de instrumentos denominados
derivativos. Os derivativos ndo possuem valor proprio, seu valor deriva do valor

de outro ativo (ativo subjacente). Sua origem esta na necessidade de reduzir as
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incertezas, gerando uma protecdo as flutuagées inesperadas dos ativos

subjacentes.

Segundo Amram e Kulatilaka (1999), pode-se agrupar os derivativos em
cinco tipos: contrato a termo, contrato futuro, swap, produtos combinados e
opcdes. As opgdes diferem dos demais pois essas ddo ao detentor o direito, mas
ndo a obrigacdo de comprar ou vender algo em um periodo determinado. Nos
demais derivativos, ao contrario, seus detentores t€ém a obrigacdo de
comprar/vender os montantes estipulados no periodo pré-definido. Outra diferenga
importante entre as op¢des e os demais derivativos destacados acima esta no custo
inicial. Somente no caso das opcoes ¢ exigido um prémio inicial, o qual reflete o

valor de sua flexibilidade.

A opgdo de compra ou call proporciona ao detentor o direito de comprar o
ativo-objeto, até certa data, por determinado preco. Ja a opgdo de venda ou put
permite ao detentor o direito de vender o ativo-objeto, até certa data por
determinado prego. O pego combinado para compra ou venda do ativo-objeto é
chamado de prego de exercicio ou strike price. A data final de compra ou venda
do ativo-objeto € chama data de vencimento ou maturity. Se a opgdo s6 puder ser
exercida na data do vencimento ela é denominada opgdo tipo européia, mas se a
opcdo puder ser exercida a qualquer momento até a data de vencimento essa ¢

denominada opg¢ao tipo americana.

De acordo com Hull (2006) o prego pago pelo comprador no momento da
negociacdo de uma opg¢do ¢ dependente de seis fatores fundamentais: o valor do
ativo-objeto (S), o prego de exercicio (X), o tempo até o vencimento medido em
anos (T), a taxa de juro do mercado livre de risco (r), a volatilidade do pregco do

ativo objeto (o) e dividendos esperados até o vencimento da opgao (D).

2.1.3.
Volatilidade

A volatilidade ¢ o fator mais importante no calculo do prego de uma opgao.
A volatilidade ¢ uma medida de freqiiéncia e intensidade da flutuacdo de precos,

permitindo a proje¢do da variancia do prego do ativo no futuro. Quanto maior for
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a movimentagdo do mercado e dos ativos que o compde, maior sera o valor da

opcdo sobre esses ativos.

Nesse sentido, segundo Natemberg (1994), “mudangas nas premissas sobre
a volatilidade podem ter efeitos dramaticos no valor de uma opg¢ao, € a maneira
que o mercado calcula esta volatilidade pode ter efeitos igualmente dramaticos em
seu valor”. Ainda, de acordo com Hull (2006), a volatilidade ¢ critica no calculo
do preco de uma opgdo, pois € a Unica variavel que ndo pode ser observada
diretamente no mercado.

Natemberg (1994) descreve os seguintes modelos de volatilidade:

e Volatilidade Futura: ¢ a volatilidade que melhor descreve a
distribuicao futura de precos de um determinado ativo subjacente, e
teoricamente, viabilizaria o calculo mais preciso do preco da opcao,
quando utilizando um modelo de avaliagdo de opgdes. De forma
pratica, a volatilidade futura ¢ aquela que todo operador de mercado
gostaria de saber e obviamente esta volatilidade quase ndo ¢
comentada, devido a impossibilidade de conhecer o futuro. O
mercado pode desenvolver expectativas sobre inumeros fatores que
influenciam os pregos, contudo existem informagdes que ndo podem
ser antecipadas. Sendo assim, todos os demais métodos para calcular
a volatilidade tentam se aproximar da volatilidade futura, que
somente fica sendo conhecida ex-post.

e Volatilidade Histdérica: mesmo ndo sendo possivel prever o futuro,
para utilizar-se de um modelo de avaliacdo de pregos de opgdes, ¢
preciso fazer estimativas com relacdo a volatilidade futura. Uma da
possibilidade ¢ através do uso de séries historicas. Hull', considera a
volatilidade como sendo o desvio padrdo dos retornos logaritmicos
gerados pelo ativo subjacente em uma série regular de dados

historicos. Definindo-se:

n+1 numero de observacgoes
S; preco da agdo no enésimo intervalo (i =1, 2, ..., n)
t intervalo de tempo em anos

! Para maiores informacdes acerca do desenvolvimento matematico, ver: Hull, J.C. Options,

Futures and Other Derivatives . 6™ ed. Upper Saddle River: Prentice Hall, 2006. p. 286.
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u = ln(s—"j para(i=1,2,...,n)

i-1
Tem-se S, =S, €, em que u; ¢ o retorno continuamente

capitalizado (nd3o anualizado) da acdo do enésimo intervalo. A

estimativa mais usada para desvio padréo (S) dos valores de u; segue:

1 =2 | , e i o
S = ( Jx(ui—u) , em que # ¢ a média aritmética dos

(n-1)

valores de u;.

O desvio padrio de u; também pode ser escrito como o(7)"%, em que
¢ possivel perceber que a incerteza ¢ maior quanto maior for o tempo
estimado, e que o mesmo nao ¢ linear.

Hull (2006) sugere que a utilizagdo do periodo de coleta de dados
historicos deve ser igual ao periodo que se deseja realizar a
aplicagdo. Além disso, sugere que se deve considerar apenas a
quantidade de dias tteis para o calculo da volatilidade, ou seja, que é
preciso substituir no célculo da volatilidade anual o fator 365 por
252.

Hé muitas formas para se calcular a volatilidade histérica, contudo a
maioria dos métodos depende de dois pardmetros: o periodo
historico sobre o qual a volatilidade sera estimada e o intervalo de
tempo entre as mudangas sucessivas de precos. Periodos historicos
mais longos tendem a aumentar a média da volatilidade, enquanto
periodos mais curtos podem revelar extremos desnecessarios na
volatilidade.

Volatilidade Implicita: ¢ a previsdo de volatilidade de mercado,
pois considera as expectativas que o mercado possui sobre a
volatilidade futura, incorporando as informagdes conhecidas do
passado. Foi visto que as volatilidades futura e historica sdo
diretamente associadas a um ativo subjacente, por outro lado a
volatilidade implicita € associada ao preco da op¢do. Em outras
palavras, a volatilidade implicita iguala o valor teérico de uma opgao
com o prego de mercado da mesma, obtendo assim o parametro da

volatilidade.
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e Volatilidade Sazonal: esta diretamente associada a0 movimento no
mercado de alguns commodities como milho, soja, café..., que
apresentam variagdes nos precos mais sensiveis as variagdes
climaticas ao longo do ano. Dessa forma, a volatilidade de alguns
ativos aumenta ou diminui também como conseqiiéncia de

intempéries naturais.

O modo mais usado para se medir a volatilidade para o calculo de opgdes é
através do desvio padrdo anualizado dos logaritmos naturais dos retornos dos

ativos subjacentes.

T
Volatilidade ., = Desvio Padriao {ln (‘:—’H (Equagdo 2.1)

=1/ =1

A volatilidade terd a mesma unidade de tempo que aquela contida na
amostra. Para fazer a transformagdo da unidade de tempo da volatilidade é preciso
multiplicar a volatilidade resultante da amostra pela raiz quadrada da quantidade
de tempo da volatilidade calculada, contida na unidade de tempo da volatilidade
que se quer encontrar. Por exemplo, se as variagdes nos precos de uma série forem
diarias teremos a volatilidade diaria e para converter para a volatilidade anual ¢é

preciso multiplicar a primeira pela raiz quadrada do niimero de dias tteis no ano.

2.1.4.
O Modelo Black-Scholes-Merton

De forma resumida, no trabalho “The Price of Options and Corporate
Liabilities ”, de 1973, Black and Scholes derivaram uma equacdo diferencial que
deve ser satisfeita pelo preco de qualquer derivativo dependente do preco de uma
acdo que nao pague dividendos. O modelo considera que o prego futuro do ativo
do qual a opgdo € calculada (ativo-objeto), € aleatorio, respeitando o Movimento

Geométrico Browniano>.

2 Sera detalhado na secdo 2.1.5 dessa dissertacdo.
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O modelo de Black-Scholes-Merton adota as seguintes hipoteses (Hull,

2006 p. 290):

O preco dos ativos tem uma distribuicdo lognormal, com média e
variancia constantes;

Nao existem restricdes a venda a descoberto de titulos e pode-se
tomar qualquer quantia a taxa de juros corrente;

Nao existem custos transacionais nem impostos ou margens ¢ todos
os titulos sdo perfeitamente divisiveis;

O ativo-objeto ndo paga dividendos ou qualquer outro rendimento
durante a vida do derivativo;

O mercado ¢ perfeito, ou seja, ndo ha oportunidade para arbitragem
sem risco;

A negociagao de titulos é continua, e ndo discreta;

A taxa de juros livre de risco de curto prazo ¢ constante e igual para

todos os vencimentos.

Considera-se a construgdo de uma carteira composta por acdes e opgoes, €

uma taxa de retorno igual a taxa livre de risco para o desenvolvimento das

equacdes de Black e Scholes. Dessa forma, o risco, da variavel aleatéria do

processo, ¢ eliminado.

Utilizando a premissa de que os pregos dos ativos financeiros seguem uma

distribui¢ao lognormal, Black and Scholes chegaram a seguinte solugao:

C=SNd)-K.e"" N(d)

Em que:

C = preco da opgao européia de compra

S = preco da agdo
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K = preco de exercicio

T =tempo de vida da opgao

R = taxa livre de risco

o = volatilidade do retorno da acdo

N = func¢@o de distribui¢do de probabilidades normal padrdo acumulada

Dado que o preco de uma opgao americana, para ativos sem remuneragao, €
igual ao de uma opgdo européia, a formula Black-Scholes também ¢ aplicavel a
esse outro tipo de op¢des. Contudo, ainda ndo existe uma formulacdo analitica

para o calculo de op¢des de venda do tipo americano.

2.1.5.
Movimento Geométrico Browniano

O Movimento Geométrico Browniano (MGB) é um processo estocastico, no
qual o logaritmo da varidvel subjacente segue um processo generalizado de
Wiener’. No MGB variagdes no prego do ativo-objeto, em um determinado espago
de tempo, seguem uma distribuicdo normal com média e varidncia proporcionais a

variag0es no tempo.

Dessa forma, a distribui¢ao probabilistica dos precos futuros do ativo-objeto
se apresenta como uma curva lognormal, logo quando se calculam as taxas de

retorno de forma continua, obtém-se uma distribui¢do normal:

dx = axdt + oxdz (Equagdo 2.2)

Em que:
dx = variagdo no preco do ativo-objeto
o = parametro drift

x = prego do ativo-objeto

? Para maiores informacdes ver: Hull, J.C. Options, Futures and Other Derivatives . 6™ ed.

Upper Saddle River: Prentice Hall, 2006.
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dt = variacdo no tempo
o = variancia

. . 4
dz = incremento do Processo de Wiener

2.1.6.
Opcdes Reais

Durante muito tempo a utilizacdo de opgdes ficou restrita aos ativos
financeiros, pois esses possuem grande quantidade de dados a disposicdo e o
preco de mercado do ativo subjacente ¢ diretamente observavel. Além disso, a
utilizacdo de equagdes diferenciais estocasticas dificultava o uso gerencial do
tema. O avanco das ferramentas gerenciais € o uso de malhas binomiais em
substitui¢do ao calculo estocastico, segundo Copeland e Antikarov (2001), fez
com que o método das opcdes reais ficasse mais simples de implementar. Assim,
em uma definicdo restrita, a teoria de avaliagdo através das opcdes reais ¢ um
desdobramento das opg¢des financeiras aplicadas a avaliacdo de ativos reais, ou

ndo-financeiros.

Uma critica importante ao método de Fluxo de Caixa Descontado ¢ a
premissa inerente de que o resultado do projeto ndo sera afetado por decisdes
futuras que a empresa possa tomar baseada em informagdes novas obtidas apds o
langamento do projeto, ou seja, ndo ¢ considerada flexibilidade ao projeto de
investimento. Em contra partida, a analise das opgdes reais parte do calculo do
Valor Presente Liquido (VPL), mas agrega a esse método o valor adicionado pela
flexibilidade existente no projeto de investimento. Dixit ¢ Pindyck (1994)
classificam esse resultado de Valor Presente Liquido Estendido (VPLE), no qual

esta considerado o valor das op¢des do projeto. Algebricamente, seria:
VPLE = VPL + VO, em que:
VPLE = Valor Presente Liquido Estendido

VPL = Valor Presente Liquido

4 Para maiores informacdes ver: Hull, J.C. Options, Futures and Other Derivatives . 6" ed.

Upper Saddle River: Prentice Hall, 2006.
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VO = Valor das Opgoes

Analogamente as opg¢des financeiras, o valor das opcdes reais depende de

cinco variaveis basicas (Hull, 2006)

Preco do ativo subjacente (S): ¢ um projeto, investimento ou
aquisicao de ativos reais;

Preco de exercicio (K): é o montante investido para “exercer” uma
opgdo real, quando se estd comprando um ativo, ou o montante
recebido quando se esta vendendo;

Tempo até o vencimento (7): prazo de vencimento da opg¢do real
medida em anos;

Taxa de juros (r): é a taxa de juros que influencia no prego da
0pg¢ao;

Volatilidade (6): indica a incerteza ou risco dos retornos dos

projetos de investimentos.
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A Tabela I mostra um comparativo entre as opgoes reais e financeiras:

Opcodes Reais

Opcdes
Financeiras Expandir (call) Abandonar (put)
Im)leaslt?rrni?ﬂo Valor do
Ativo Prego da Ao (S) | refletido no Valor | “Apandono refletido
Subjacente no Valor Presente
Presente do .
) do Projeto
Projeto
Volatilidade do Volatilidade do Volatilidade do
Incerteza Valor do Projeto Valor do Projeto Valor do Projeto
(0) (o) (0)
Valor do
Preco de Preco prefixado da Investimento em Valor de
Exercicio Acao determinado Abandono
momento
Taxa livre de risco | Taxa livre de risco | Taxa livre de risco
Taxa de (n (r) ()
Retorno (C-BOND, Renda (C-BOND, Renda (C-BOND, Renda
Fixa, T-BOND) Fixa, T-BOND) Fixa, T-BOND)
Tempo de . Momento da Morr_1ento da
Exercicio Data prefixada decisdo em decisdo em

relacéo a opgéo

relagéo a opgéao

Tabela | — Comparativo entre Opgbes Reais e Financeiras

33

Visto a diferenca entre as opg¢des reais e financeiras o proximo passo €

classificar os diferentes tipos de opgdes reais. As opgdes reais sdo classificadas

em: adiamento, expansdo e abandono, mas podem ter alguns desdobramentos,

como retra¢do, prorrogagao e crescimento:

Opcéo de adiamento: é uma call americana encontrada na maioria

dos projetos que podem ter o inicio postergado;

Opcéo de abandono: ¢ uma put americana, em que o projeto pode

ser abandonado integralmente e seus ativos podem ser liquidados;

Opcéao de retragdo: ¢ uma put americana, em que o projeto pode ser

abandonado em parte, quando as condi¢cdes do meio tornam-se

adversas, por um prego fixo;

Opcéo de expansdo: uma call americana que permite o aumento do

investimento ou projeto, mediante novos investimentos em um

ambiente favoravel;
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e Opcdo de prorrogagdo: uma call americana que permite a
prorrogagdo do tempo de vida do projeto contra o pagamento de um
preco de exercicio;

e Opcdo de crescimento: uma call americana de varias outras opgdes.
Assim, o investimento inicial ¢ a porta de entrada para novos

Investimentos.

Adicionalmente, pode-se considerar a op¢do de alternancia (switch option)
de dois tipos: alternar operacdes ou alternar usos de matéria-prima e produto. O
tratamento especifico da opg¢do de conversdo foi iniciado por Kulatilaka e

Trigeorgis (1994) e tem sido difundida no meio académico.

A opcdo de alternar operagdes de um projeto ¢, em termos praticos, uma
carteira de opcdes que consiste tanto em opgdes de compra quanto de venda. Por
exemplo, reiniciar uma operacdo quando um projeto estd temporariamente
suspenso, equivale a uma opgao americana de compra. Da mesma foram, encerrar
as operagdes quando condi¢des desfavoraveis surgem, é equivalente a uma opcao
americana de venda. Um exemplo classico de op¢do de alternancia de usos de
matéria-prima ¢ a operagdo de uma termoelétrica, que pode ser movida a gas, dleo
ou carvao. Assim, a op¢ao de conversdo existe quando o ativo aceita varios
insumos, pode produzir varios produtos ou as operagdes podem ser
dinamicamente interrompidas e reiniciadas, com um custo de conversdo que nio
seja proibitivo. Um projeto com uma dessas caracteristicas vale mais do que um

projeto sem esta flexibilidade.

2.2.
Método 1: Arvore Quadrinomial

Primeiramente sera apresentado o modelo binomial simples, o modelo de
carteiras equivalentes e a avaliacdo neutra ao risco, mostrando através de um
exemplo pratico que o resultado tanto para carteiras equivalentes como para
avaliacdo neutra ao risco ¢ o mesmo. Posteriormente serda mostrada a arvore

binomial multipla e finalmente serd apresentado o modelo quadrinomial.
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2.2.1.
Modelo Binomial Simples

O modelo binomial de Cox, Ross ¢ Rubinstein (1979) de valoragdo de
opgdes reais por métodos discretos fornece uma boa aproximacdo ao processo
estocastico. Além disso, ¢ visualmente simples e intuitivo para a avaliagdo do
preco de opgoes e talvez por isso tem sido um dos modelos mais utilizados. Em
termos praticos, o modelo baseia-se na construgdo de arvores binomiais que
representam os diversos caminhos que podem ser seguidos pelo prego do ativo

subjacente durante o tempo de vida da opgao.

Esse modelo considera que o processo estocastico do valor segue um
Movimento Geométrico Browniano que tem por caracteristica volatilidade
constante, ou seja, o valor da volatilidade estimado para o primeiro periodo sera
considerado o mesmo para todos os demais periodos. Outra premissa do modelo ¢é
que o mercado se ajusta a eventuais oportunidades de retorno sem risco, ou seja,
ndo existe arbitragem. Para garantir que isso sempre ocorra, em um pequeno
intervalo de tempo, deve-se montar uma carteira de hedge comprando uma
determinada quantidade de uma agdo e¢ tomando-se a mesma quantidade de
dinheiro emprestada. Para ndo haver arbitragem, o valor da op¢ao de compra deve
ser o mesmo da carteira de hedge. A cada intervalo de tempo 4¢, o prego da acao
pode ser alterado de duas formas: subindo (de acordo com o fator u), ou descendo
(de acordo com o fator d). Suponha que no momento ¢, o valor da agdo seja igual
a Sy, em #; o preco pode subir para Su, ou cair para Sd, onde d<1<u, construindo

assim uma arvore binomial como a que segue:

Su
SO
Sd
t0 t1

Figura II — Comportamento do Prego de uma Ag&o
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Considere uma opg¢do sobre esses ativos com o preco C e prazo de
vencimento 7. Para encontrar o preco dessa op¢do no vencimento € preciso usar a

equacdo:
C(T) = Méximo (S(T) — K ; 0)
Em que:
T ¢ a data do vencimento;
C(T) é o prego da opgdo de compra na data T;
S(T) ¢é o prego do ativo objeto na data T;

K ¢ o preco de exercicio;

O preco dessa opcdo pode ser representado da seguinte forma:

Cu
C0
Cd
t t,

Figura lll — Comportamento do Pregco de uma Opcgao

Serdo mostrados a seguir dois modelos para precificar a op¢ao: modelo

simplificado de carteiras equivalentes e a avaliagdo neutra ao risco.

2.2.1.1.
Modelo Simplificado de Carteiras Equivalentes

O modelo de carteiras equivalentes, no tempo ¢ = 0, utiliza a opgdo de ndo-
arbitragem. Dessa forma, monta-se uma carteira com dois titulos (uma quantidade

de ativos subjacentes e opg¢des), de maneira que ndo haja davidas do valor da
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carteira ao final do periodo. Além disso, como a carteira ndo possui risco, o seu
retorno deve ser igual a taxa de juros livre de risco, o que viabiliza a precificagdo
da op¢@o no momento ¢ = 0. Mais adiante, considera-se essa carteira equivalente
formada por uma posicdo comprada em uma quantidade 4 de ativos e por uma
posicdo vendida em uma opg¢do de compra, e calcula-se o valor de 4 que torna a
carteira sem risco. Se houver um movimento de subida no prego da acdo, o valor

do portfolio ao final da vida da acdo sera:
Sd A-Cd (Equagdo 2.3)
Se houver uma queda no preco da agdo, o valor passa a ser:

Sud—Cu (Equacao 2.4)

As duas equagdes sdo iguais quando:

Sud—Cu=S8d4-Cd

Ou, de outra forma:

(Cu - Cd ) N
A = W (Equa(;ao 25)

Substituindo o valor de 4 tanto na equagdo 2.3 como na equagdo 2.4, obtém-
se o valor da carteira equivalente. Dessa forma, independente do movimento para
cima ou para baixo do prego do ativo subjacente, valor da carteira equivalente no

momento do vencimento (¢ = 1) serd sempre 0 mesmo.

Sabendo que, com a ndo-arbitragem, carteiras sem risco remuneram a taxa
de juros livre de risco, é preciso descontar o valor da carteirade =1 parat=0 a
taxa de juros livre de risco, como segue:
Cl

Co=7—r
(1+r)

A equacdo da carteira equivalente em ¢ = 0 ¢é:
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Coka-| S

(1+r)t

2.2.1.2.
Avaliac&do Neutra ao Risco

O preco da opgdo calculado segundo a avaliagdo neutra ao risco iguala o
retorno da opgdo a taxa de juros livre de risco, como se os investidores fossem
indiferentes ao risco. Considera-se um ativo subjacente cujo prego seja S e o valor
de sua opgao seja C. Supde-se ainda, que a opcdo tenha uma duragdo de 7, e que
durante sua vida o ativo possa mover-se tanto para cima Su como para baixo Sd,

em que d<l<u, conforme segue:

Su
Cu
SO
C0
Sd
Cd
t0 t1

Figura IV — Avaliacdo Neutra ao Risco

Da mesma maneira feita anteriormente, cria-se uma carteira equivalente
composta de uma quantidade 4 do ativo subjacente e uma opg¢do. Calcula-se o
valor de 4 que torna a carteira sem risco, de acordo com a equagdo 2.5. Como na
avaliacao neutra ao risco, a carteira ¢ considerada sem risco, a sua remuneragao
deve ser a taxa de juros livre de risco (), com o seguinte valor presente da
carteira:

(SuA - Cu)

(1+r)

Igualando ao custo de formacao da carteira tem-se:
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SulA—Cu

(S8-€)==1)

(Equacao 2.6)

Substituindo a equacao 2.5 em 2.6:

(SuA—Cu)

C=SA-
(1+r)

Onde:
Co [pCu+(1+p)Cd]

(1+r)

(Equagdo 2.7)

e
1 -d
p= [( (Z i)d) ] (Equagdo 2.8)
2.2.1.3.

Exemplo Pratico

Considerando um exemplo’, suponha o prego do ativo subjacente sendo
$100, u = 1,2 e d = 0,8, a taxa de juros livre de risco seja 10% e o periodo seja de
6 meses. Assim, ao final do primeiro periodo (seis meses) o preco desse ativo

pode ser tanto $120 como $80. Dessa forma, tem-se:

3 Baseado em: Monteiro, R., Contribui¢cdes da Abordagem da Avaliagdo de Opgdes Reais
em Ambientes Econdmicos de Grande Volatilidade — Uma énfase no Cenario Latino-Americano.

Sdo Paulo: Dissertacdo de Mestrado submetida a DCA/USP, 2003.
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Ativo Subjacente (Su) = $120

Ativo Subjacente (S) = $100

Ativo Subjacente (Sd) = $80

ty b

Figura V — Exemplo | Modelo Binomial

Suponha ainda que existe uma opc¢do de compra desse ativo subjacente, com

preco de exercicio (K), igual a $100.

Preco da Opg&o (Cu) = $20

Preco da Opgéo (C,) = $?

Prego da Opgéo (Cd) = $0

Figura VI — Exemplo Il Modelo Binomial

Consideramos duas formas para resolver o preco da op¢do nesse problema:
carteira equivalente e avaliacdo neutra ao risco. A carteira equivalente ¢ formada
por uma posicdo comprada em uma quantidade 4 de ativos e por uma posi¢cdo

vendida em uma opg¢ao de compra, usando a equacdo 2.5 tem-se:
1204 -20=804-0
404=20

4=0,50
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Substituindo 4 em qualquer uma das equagdes 2.3 e 2.4, encontra-se o valor
da carteira equivalente, ou seja, $80 x 0,5 — 0 = $40 ¢ $120 x 0,5 — 20 = $40.
Além disso, sabendo que com a ndo-arbitragem carteiras sem risco remuneram a
taxa de juros livre de risco, € preciso descontar o valor da carteira de = 1 para ¢t =

40

=36,364.
(1+0,10)'

0 a taxa de juros livre de risco. Assim:
Sabendo que o valor do ativo subjacente em ¢ = 0 ¢ de $100, a equagdo da

carteira equivalente em ¢ = 0 é:
100 x 0,50 — S(0) = 36,363

So=13,636

Assim, quando ndo existe arbitragem, o valor da op¢do em ¢ = 0 deveria ser
$13,636. Caso o preco da opcdo fosse maior, a carteira custaria menos do que
$36,364 para ser construida e apresentaria um rendimento acima da taxa de juros
livre de risco. Caso o valor da opgao fosse menor, seria possivel vender a carteira
e com o recurso obtido emprestar dinheiro a um custo menor que a taxa de juros

livre de risco.

Segundo a avaliacdo neutra ao risco, para o mesmo exemplo & preciso
utilizar as equagdes 2. 7 e 2.8 para o calculo do valor da op¢do. Foram fornecidas
as seguintes informagdes: u =1,2,d =0,8, r =10%, Cu=20,Cd=0e T=0,5 (T ¢
medido em anos e como o problema trata de um periodo de 6 meses, 7 ¢ a metade

de 1 ano).

[(1+0,10)-0,80]
p= =0,75
(1,2-0,80)

[0,75%20+(1+0,75x0) |
- (1+0,10)

=13,636

O resultado encontrado com os dois métodos, tanto carteira equivalente
quanto avaliagdo neutra ao risco, ¢ o mesmo. O prego da opcdo calculado pelo

segundo método iguala o retorno da opcdo a taxa de juros livre de risco, como se
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os investidores fossem todos indiferentes ao risco, mas ¢ valido também quando
os investidores nao sdo neutros ao risco, pois a taxa de retorno esperada nao ¢

considerada no célculo da opgao.

2.2.2.

Arvore Binomial Multipla

O modelo binomial simples apresentado na secdo anterior pode ser aplicado
a arvores binomiais com multiplas ramifica¢des, que representam a maior parte
dos problemas envolvendo opg¢des reais. A seguir temos o exemplo de uma arvore

binomial com trés periodos.

t t, t, t,

Figura VIl — Modelo Binomial com Trés Periodos

Para a avaliacdo de opgdes americanas, o modelo binomial consegue
apresentar todos os precos possiveis durante a vigéncia da op¢do e a possibilidade
de exercicio antecipado. Se em um nd da arvore binomial a diferenca entre o
preco de exercicio e o preco corrente for maior que o valor tedrico da opgéo, o

primeiro prevalece na solugao.
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Utilizando a teoria apresentada anteriormente, ¢ possivel aplicar um
movimento binomial para o preco da agdo. Para calcular o preco de uma opgdo em
uma arvore binomial de varias ramificagdes, ¢ preciso realizar os calculos
recursivamente, de tras para frente, calculando em cada né o valor da equagdo:
C(T) = Maximo (S(7) — K ; 0). O modelo também pode ser utilizado para o
calculo de opg¢des que pagam dividendos, contudo sdo necessarias algumas

adaptagdes’.

Sud
Cud=Max (u1®S-K,0)
(]

Su4d
Cu2d = Max (u3d S—-K, 0)

Sud?
Cud?2=Max (ud2S -K, 0)
]

Sd?
Cd®=Max (u® S—-K,0)

t t, t, t,

Figura VIl — Prego da Agao no Modelo Binomial com Trés Periodos

De acordo com a avaliagdo neutra ao risco o preco da opgao deve ser

calculado da seguinte maneira:

B [p Cdu + (1 +p) Cdd]
- (1 + r)
_ [p Cuu + (1 +p) Cud]

(1+r)

Cd

Cu

6 Para maiores informagdes ver: Hull (2006), Dixit e Pindyck (1994) e Minardi (2004).
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_ [pCu+ (1+p)Cd]

(1+r)

Dado que os movimento dos precos do ativo objeto ao longo da vida da

Co

opcdo sdo determinados pela volatilidade deste ativo para o periodo
compreendido, ¢ possivel derivar os percentuais de alta ou baixa do ativo

subjacente da volatilidade:

T

o |7

u=e "

T

T

d=e "
Onde:

T = prazo da opgao de acordo com a medida da volatilidade

o = valor da volatilidade do ativo objeto

n = numero de periodos em que o preco do ativo objeto se movimenta
u = probabilidade do preco do ativo subjacente subir

d = probabilidade do prego do ativo subjacente cair

2.2.3.
Modelo Quadrinomial

Segundo a abordagem de Copeland ¢ Antikarov (2001) a arvore
quadrinomial € uma arvore binaria com duas fontes de incerteza, possuindo quatro
ramificacdes em cada nd. Para o calculo dessa arvore é necessario encontrar a
volatilidade de cada fonte de incerteza, o que permite um grande volume de
combinagdo entre os dois ativos. Além disso, para a valoragdo correta dessa opgao
€ necessario usar um processo neutro ao risco, pois a otimizacdo que ocorre nos
nods de decisdo altera a caracteristica do risco do projeto, o que altera também sua

taxa de desconto.
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Consistente com o Movimento Geométrico Browniano dV = yVdt+oVdz,

visto na se¢do 2.1.5, o calculo das probabilidades neutras ao risco da arvore

quadrinomial pode ser obtido com as seguintes equagdes :

1
Puu, = 1 x [T+ | 2o+ 2] xAr + pa,b
4 o, o,
1 I v, W %
Pud, = — x |1+ - —= | x At?* - pa,b
4 . o, O,
1 I v v, z
Pdu, = — x |1 - < - 2| x At? - pa,b
4 o, O,

1
ded[,:%x 1-(va +v—”]xAt2+pa,b}

Em que:

up € u, = movimentos de subida dos pregos dos ativos a ¢ b

dp e d, = movimentos de descida dos precos dos ativos a e b

gpe g, = taxa de crescimento esperado dos precos dos ativos a e b
pap= correlagdo entre os pregos dos ativos a e b

op € 0, = volatilidade dos precos dos ativos a e b

v, = 8 - (O-b)z
2
2
y = Bu” (o,)
2
At = !

numero de steps entre os periodos

" Nio foi utilizado o modelo matematico desenvolvido por Copeland e Antikarov (2001,
p.281-287) por apresentar algumas inconsisténcias. O desenvolvimento matematico do modelo

quadrinomial utilizado pode ser verificado em Brandéo e Dyer, 2006.
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Segundo Cuthbertson e Nitzsche (2001), o payoff desta op¢ao seria:
Payoff=Max (S| — S, -CS, 0)

Onde:

S1=VPL do modo de operacdo corrente

S> = VPL do modo de operagdo 2

CS = Custo de conversdo do modo de operacdo 1 para o modo 2.

Nao sdo todos os casos em que existe um custo de conversdo associado, por
exemplo, o dono de um automovel flex fuel ndo tem custo algum quando alterna
de combustivel, do alcool para a gasolina e vice e versa. Nesses casos o custo de
conversao deve ser desconsiderado da analise. Abaixo segue uma arvore

quadrinomial com ¢ = 2 para o preco dos ativos a e b:

au?
bu2
au?
bud

au?
bd2
aud
bu2
aud
bud
aud
bd2
ad?
bu2
ad?
bud
ad2
bd2

ty ty b

Figura IX — Arvore Quadrinomial com dois periodos
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2.3.
Método 2: Simulagéo

O método de simulagdo busca produzir uma série de situacdes hipotéticas,
que sdo mais faceis de serem trabalhadas com o auxilio de aplicativos
computacionais que usam geradores de varidveis aleatorias para a criagdo de
diversos cenarios, possibilitando a analise das varias distribui¢cdes de
probabilidades dos possiveis valores assumidos por estas variaveis. Uma das
simulagdes mais usadas teve seu nome inspirado no jogo de roleta do cassino de
Monte Carlo, um dos primeiros estudos envolvendo a Simula¢do de Monte Carlo
na avaliagdo de investimentos data de 1964 com a publicacdo do artigo “Risk

Analysis in Capital Investments” escrito por Hertz em 1964.

A Simulagdo de Monte Carlo, de maneira simplista, ¢ baseada na geracao de
numeros aleatdrios, os quais sdo utilizados como pardmetros de entrada para se
extrair valores de uma distribuicdo acumulada de uma variavel qualquer, como
receitas, custos ou investimentos. E uma técnica de anélise de risco que pode ser
utilizada com o auxilio de um software para simular provaveis eventos futuros
(Brigham, Gapenski e Ehrhardt, 2001). Inicialmente deve-se criar uma tabela de
distribuicdo de probabilidades das variaveis que serdo simuladas. Em seguida, o
software de simulagdo gera um numero aleatério para cada variavel simulada,
buscando na tabela feita inicialmente qual valor da varidavel corresponde ao
numero aleatério gerado. Dessa forma, obtém-se um cendrio inicial de variaveis
que ¢ utilizado para encontrar um primeiro valor presente esperado do
investimento. Sao feitas varias simulagdes e no final sdo obtidos: o valor presente
esperado médio e o desvio padrio do valor presente. A Simulagdo de Monte Carlo
pode ser realizada através de softwares especificos como o @RISK, da Palisade ¢

o Crystal Ball 2000, da Decisioneering.

O Modelo de Simulacdo de Fluxos de Caixa Dinamicos, proposto neste
estudo, também ¢ um método discreto de valoracdo de opgoes reais, da mesma
forma que Modelo de Arvore de Decisdo. Contudo, diferente do Modelo
Quadrinomial, pois 0 Modelo de Simulagao de Fluxos de Caixa Dindmicos utiliza
a Simulacdo de Monte Carlo e, por isso, ndo necessita do desenvolvimento da

arvore de decisdo para opcdes americanas. Esse fato simplifica a analise de forma
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consideravel, principalmente nos casos de arvores complexas como as
quadrinomiais.

Em termos praticos, para que seja possivel resolver um problema com
Simulagao de Fluxos de Caixa Dinamicos € preciso primeiramente criar um fluxo
de caixa tradicional e depois, ¢ necessario transforma-lo em um fluxo dinamico.
Essa conversdo do fluxo de caixa tradicional e um fluxo de caixa dindmico ¢
possivel através da escolha das variaveis chaves do modelo que terdo seu valor
variando a cada interagdo. Para essas variaveis chaves ¢ preciso determinar uma
distribuicdo de probabilidade, que fica mais simples de ser trabalhada através de
um programa computacional como por exemplo, o @Risk. O programa calculara
o valor da variavel para cada interacdo e o valor presente o fluxo de caixa ¢
alterado a cada momento de interagdo. Para que se possa obter o valor presente do
fluxo de caixa dinamico € preciso considerar a média dos resultados de todas as

interagdes de Monte Carlo.
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