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3
Auto-Regressao Quantilica

Os modelos lineares de séries temporais com coeficientes constantes
descritos anteriormente sao muito bem sucedidos na econometria. Os modelos
auto-regressivos AR(p) (2-0) de séries temporais supdem que a dinamica
da série contém uma dependéncia linear as observacoes passadas até uma
defasagem (p) e um erro aleatdrio, independentes e identicamente distribuidas
(i.i.d).

Os modelos de séries temporais com coeficientes aleatérios viabilizam
uma particular aplicacao do modelo linear de auto-regressao quantilica. Estes
modelos sdo uma generalizagdo dos modelos AR(p) em que os coeficientes
auto-regressivos variam com o quantil da distribui¢ao condicional.

Os modelos de auto-regressao quantilica de ordem (p) denominados de
QAR(p) tém recebido uma atencao muito especial na literatura, podendo ser
estimados através dos métodos de regressao quantilica propostos por Koenker
e Bassett (2I)). A grande novidade do modelo de QAR(p) é nao restringir os
coeficientes auto-regressivos a serem independentes dos quantis e nem os erros
a serem identicamente distribuidas (i.d.), cujos coeficientes da auto-regressao
quantilica possam examinar quantis diferentes.

Os parametros da auto-regressao quantilica podem variar com os quantis
(1) dentro do intervalo [0, 1] da distribui¢ao condicional, ndo sendo necessaria,
portanto, uma componente explicita de erro aleatério. H4 uma literatura
tedrica substancial, incluindo Koenker (20), Weiss (32)), Knight (I8)), Koul
e Saleh (26), Koul e Mukherjee (25), Hercé (14), Hasan e Koenker (13),
Juréckové e Hallin (I7) que trata do modelo de QAR (p).

Uma caracteristica importante desta literatura ¢é focalizar exclusivamente
no caso de inovacoes independentes e identicamente distribuidas, em que as
variaveis condicionais desempenham seu papel classico de deslocar a posicao
da densidade condicional de g;, mas sem nenhum efeito na escala condicional
ou na forma.

A vantagem deste modelo é que, em vez de confiar exclusivamente em
uma Uunica medida de tendéncia central, eles permitem a analise de funcoes

quantis condicionais, permitindo, assim, a andlise de toda a distribuicao
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condicional da variavel resposta. Por outro lado, ha a desvantagem do maior
custo computacional e de ter que efetuar programas para andlise desses
modelos. Sempre é bom considerar que nenhum modelo se adapta a todos
os tipos de série temporal e 0 QAR nao é uma excecao. Processos mais simples

podem ser modelados de forma mais adequada pelos modelos AR.

3.1
O modelo de auto-regressao quantilica

Seja U; uma seqiiéncia de varidveis aleatérias uniformes padrao (i.i.d.),

com média zero e variancia o2 < oo. Considere a ordem p, o processo
Ye = 0o(Us) + 01 (Up)ye—1 + - .. + 0p(Ut)yi—p (3-1)

é chamado de modelo de auto-regressao quantilica, denotado por QAR(p).
Neste modelo, os 0;s sao as funcoes desconhecidas a serem estimadas e
definidas em [0, 1] — R e U, é o quantil de y; em sua distribuicao condicional,
desta forma, a 7—ésima ¢ denominada fun¢ao quantil condicional de y;, e pode

ser escrita da seguinte forma

Qu(T|Ye-1, - Yi—p) = Oo(7) + 01 (T) Y1 + . .. 4+ Op(T)Ys—p, (3-2)

ou, de maneira mais compacta, como
Qyt (T’yt—h cee 7yt—P) = ;);2—9(7-)’ (3_3>

onde 7, = (L, Y11, .-, Yi—p) € 0(7) = (0o(7),01(7),...,0,(7))".

A transformagao de ([B=I]) para (B=2) é uma conseqiiéncia imediata do
fato de que, para toda funcao monotona crescente, g é uma variavel aleatoria
uniforme padrao de U, dessa forma, Quun(7) = ¢(Qu(t)) = g(r) onde
Qu(t) = 7 é a funcdo quantilica de U. Tem-se, entdo, a 7—ésima fungao
quantil condicional de y;, a qual é expressa como uma funcao linear dos valores
passados de y;. Os coeficientes auto-regressivos podem ser 7—dependentes e
podem variar com os quantis, diferentemente dos modelos AR (p) (2=8]) em que
os coeficientes ¢; sao assumidos independentes de ;. As variaveis condicionais
deslocam nao somente a posicao da distribuicao de y;, mas também podem
alterar a escala e a forma da distribuicao condicional.

Considera-se o caso mais simples do modelo, o QAR(1), em que s6 se

emprega uma defasagem do modelo anterior,

Qy, (T|ye—1) = Oo(7) + O1(T)ys-1, (3-4)

onde 0y(7) = c®7 (1) e 6,(7) = min{yy + 17,1} para 7 € (0,1) e 31 > 0.
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Aqui ®71(7), representa a funcio quantil da distribuigdo normal padrao, que

(1;—30), entao 1, é gerado de

acumula probabilidade 7. Neste modelo, se U; >
acordo com o modelo gaussiano padrao de raiz unitaria; porém, para realizacoes
menores de Uy, tem-se comportamento de reversao a média. Assim, o processo
exibe uma forma de persisténcia assimétrica no sentido que seqiiéncias de
0o(7) fortemente positivas tendem real¢ar o comportamento de raiz unitéria,
enquanto que realizacoes de U, inferiores a (1;—170) induzem reversao a média.
Pode-se escrever o modelo QAR(1) de uma forma mais convencional,

obtendo-se a seguinte equacao
Yt = Y1 + U, (3-5)

com oy = 01(U;) e uy = 0p(U;). O modelo auto-regressivo AR(1) é obtido

ajustando #;(7) a uma constante.

3.2
TCL para o modelo QAR(p)

O processo de auto-regressao quantilica do modelo (B-I) pode ser trans-

formado em uma notagao de coeficiente aleatério mais convencional como
Y = Mo+ Q14Ye—1+ oo+ Qpili—p + Uy (3-6)

onde p = E[0y(Uy)], uy = 0o(Uy) — p, € ajy = 0;(Uy), se j=1,...,p.

Assim, {u;} é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas (i.i.d.). Seja F'(-) a fungao de distribuicao de wuy,
a qual corresponde uma densidade f,(-) continua com suporte uniformemente
limitado entre 0 e oo e os coeficientes «;; sao fungoes desta varidvel aleatéria
da inovacao uy.

Descreve-se as seguintes condigoes para facilitar uma analise assintotica
do modelo de QAR(p).

C.1: A seqiiéncia {u;} sdo varidveis aleatérias (i.i.d.), com média zero e

variancia o2 < oo.

C.2: A fungao de distribuigao de wu;, F(+), tem densidade continuaf,(-) com
fu) >0comU ={u:0< F(u) <1}

C.3: Denota-se a fungao de distribuigao condicional Prly, < -|F;—1] onde

Fi_1(-) é a derivada de fi_1(+), fi—1 é uniformemente integravel em U.

Teorema 3.2.1 Se y; for determinado por y; = ;1 +us e w? = E(ay)? < 1

e sob a condicdo (C.1), y; € estaciondrio de sequnda ordem e satisfaz o teorema
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central do limite
1 n
— d N(0,w?
\/ﬁ ;yt B ( 7wy)7

onde
W2 = L+ pa o2
Yool = pa)(T—w2)

com i, = E(ay) < 1.

3.3
Estimacao de QAR(p)

O procedimento de estimacao de parametros dos modelos de QAR (p) é
embasado na técnica elaborada por Koenker e Bassett (21)) em 1978. Baseados
nessa estrutura, Koenker e Xiao (24) elaboraram todo o procedimento de es-
timagao para o modelo de auto-regressao quantilica, QAR (p). Pode-se estimar

o modelo QAR(p) ([B=3)) resolvendo o seguinte problema:

- T
Juin > pe(y =/ 0), (3-7)
onde (p,) é denominado fungao de perda e definido como:

Pr (u) =

TU, seu > 0;
(1 —1Du, seu <0,

assim em Koenker e Bassett (21))(1978).

A solugao para um dado 7 (quantil), 5(7), foi denominado por Koenker e
Xiao (24) de T—ésimo quantil da auto-regressao. Dado 5(7'), o T—ésimo quantil
condicional de y; é condicional as informacgoes passadas x;, e pode ser estimado
por

Qy.(rlz,) = =] (7).

Para alguma seqiiéncia apropriadamente escolhida de 7’s, a densidade
condicional de y; pode ser estimada pelos diferentes quocientes, conforme a

seguinte equacao

(1i — Ti1)
(Qy. (Tilwe—1) — Qu, (Tim1]i-1))
A média de y; é E(y) = py, € a autocovariancia E(yy,—;) = ;. Seja

Qo = E(zyz)) =lim < 37 | zyx/) . Assim, tem-se

Fuu(Tlzir) =

Ly

Qy =
py Sy
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onde
fyo e ’ypfl

Yoot M
Para o modelo de ordem um, o QAR(1), hd Qy = E(z.x/]) = diag[1, o),

a média ¢ F(y;) = p e a variancia é yo = E[y?].
Seja O =lim L 3" | fii[FZ]zz] e defina & = Q707" como sendo

a distribuicdo assintética de 0(7).
Teorema 3.3.1 Sob as suposi¢oes das condigoes (C.1 — C.3), tem-se

—1/2

> Val(r) —6(r) d Bi(r),

onde By (1) representa a k—dimensao do Movimento Browniano Padrdo, k =
p+ 1.

Por definigao, para algum 7(quantil) fixado, By(7) d N(0,7(1—7)I).
Um caso especial importante com coeficientes constantes, Q; = f[F ()],
onde f(:) e F(-) sao as densidades e fungoes de distribuigao de u;, respectiva-

mente. As condigoes acima resultam no seguinte corolério:

Corolario 3.3.1 Sob as suposi¢oes das condigoes (C.1 — C.3), se os coefici-
entes 0;(U;) do modelo de QAR(p) sio constantes, entdo

fIFH )] ) 2V/n(0(r) = 6(r)) d, Bilr).

Uma descricao mais detalhada das provas dos Teoremas e Corolarios dos
modelos de QAR (p) pode ser encontrada em Koenker (23) (2002) e (24]) (2004).

3.4
Inferéncia sobre o modelo QAR (p)

3.4.1
O Teste de Hipdteses Location-Scale (Posicao-Escala)

Seja a hipotese nula de que os parametros auto-regressivos sao constan-
tes, espera-se uma certa confianca de que os mesmos variem com os quantis
para se usar um modelo mais sofisticado como o modelo QAR (p). De outro
modo, os modelos AR(p) sao muito mais parcimoniosos e possuem ferramen-
tas consolidadas de inferéncia estatistica, sendo, portanto, mais adequados.

Considerando esta hipotese nula, constroem-se testes assintéticos, como os do
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tipo Wald. Os valores criticos dos testes sao avaliados pela simulacao de apro-
ximagoes do Movimento Browniano. A auto-regressao quantilica oferece uma
extensao natural destes principios desde o caso geral da regressao linear. As
covariaveis nao necessitam ser bindrias, ou mesmo discretas.

Apoés a estimagao da auto-regressao quantilica, sao considerados alguns
testes de hipdteses, especialmente testes de posicao location-scale-shift com
hipoteses estabelecidas para modelos de ordem p.

Esses testes sao adaptaveis, usando a escala da fungao quantil condici-
onal, testando a hipotese de que as covariaveis particulares nao exercam ne-
nhum efeito nos quantis selecionados. Esta habilidade de focalizar a atencao em
quantis particulares é especialmente importante porque a inferéncia baseada
em hipéteses globais arrisca-se a cancelar efeitos significativos (nao detecta-los)
se os mesmos tém diregoes contrarias em diferentes quantis.

O modelo QAR(p) possui uma caracteristica muito distinta em que as
variaveis condicionantes desempenham um papel de deslocar a posicao da
densidade condicional de 1, mas nao tém nenhum efeito na escala condicional
ou na forma. Para o modelo linear Location-Scale é considerado a seguinte
etapa: seja y; = x; a + (z] v)u;, onde u; sdao supostamente (i.i.d.) de alguma
distribuicao Fj. Neste caso, a fungao quantil condicional da resposta é escrita

como
Qy.(Tlw:) = = B(7),

onde B3(7) = a+~vF; .

Desta forma, todos p componentes do vetor da fungao 3 sao idénticos sob
a hipotese de Location-Scale. Alternativamente, se preferivel testar a hipotese
mais restrita de um modelo puramente Location-Shift, entao, z; v = 1.

Este problema se relaciona com a classica questao de testar o ajuste de
um modelo a um conjunto de dados baseado na funcao de distribuicao empirica,
quando, sob a hipétese nula, alguns parametros sao desconhecidos. Ao invés
de testar os resultados das observacoes provenientes da distribuicao normal
padrao, poder-se-ia testar o resultado proveniente de uma distribuicao normal
com parametros média e variancia mais gerais.

Ingenuamente, calcular-se-ia simplesmente o valor de 6, = (Fn, ),

entao, construir-se-ia um processo empirico paramétrico

Un(y) = Vn(Fuly) — F7=(y)),

onde Fg~(y) = CI)(y—;F—"), e finalmente calcular-se-ia a estatistica Kolmogorov-
Smirnov

K, = sup ||Un(y)]|-
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Demonstra-se que a distribuicao limite de U, tende a um processo
gaussiano, mas, a fun¢ao de covariancia depende da estimagao do parametro
de 0. Conseqlientemente, K, nao tem a desejada distribuicao Kolmogorov-
Smirnov. Maiores detalhes, veja Koenker e Xiao (23).

Em 1981, Khmaladze propos a primeira abordagem geral para o problema
de determinar a distribuicao assintotica da estatistica do teste sob hipotese
nula com parametros estimados. A extensao natural desta abordagem para
os modelos de auto-regressao quantilica é bem explorada por Koenker e Xiao
24).

Considere o modelo de Location-Scale o processo

Vo) 2 (B(1) — B(7)).

Este modelo converge em conjuntos compactos 7 C (0, 1) para um Movimento
Browniano Padrio p-dimensional, onde ¢o(7) = fo(Fy (7)) e Q = Hy ' JoHy*
com Jo = limn=tY x;z] e Hy =limn=t) (:Qi_).

Conseqiientemente, define-se a hipdtese nula do teste de hipdteses por

HO : R/G(T) = T(T)v
baseando-se no seguinte processo:

va(T) = Vnpo(T)(RQRT) "2 (RB(r) — r(),

desde que R e r sejam completamente especificados.

O processo Dn(7) = /npo(r)(RORT)"2(RB(T) — r(7), é estimado
baseado na estatistica do teste de Kolmogorov-Smirnov do tipo K, =
sup, ez ||[Un(7)]]. Os valores criticos desta estatistica sdo simulados facilmente.
O indice 7 é ajustado e escolhido tipicamente para ser um intervalo da forma
[e,1 — €], porém, escolhe-se para focalizar a atengdo em uma cauda ou em
alguma outra caracteristica da distribuicao. Em algumas situacgoes, é desejavel
restringir o intervalo para o subintervalo [rp, 71] de (0, 1), o que é facilmente

acomodado, considerando renormalizacao da estatistica do teste para

_ SWPrer [[Pa(7) — Vn(mo) ||

K, =
V11— To

Na tabela a seguir, os valores criticos foram calculados para as taxas

nominais de 1%, 5% e 10% do teste estatistico K,, = sup,¢7 ||V,(7)| baseados
na simulagao das aproximagoes do Movimento Browniano, com amostras de

tamanho n = 2000 e n = 20000 com intervalo simétrico de 7 = [¢, 1 —¢]. Neste
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estudo, utilizou-se € = 0.05, obtendo 7 = [0.05,0.95]. Para outros valores de
e, veja Koenker (20).

p| 1% | 5% | 10 %
1 |2.721 | 2.140 | 1.872
2 1 4.119 | 3.393 | 3.011
3 | 5.350 | 4.523 | 4.091
4 | 6.548 | 5.560 | 5.104
5 | 7.644 | 6.642 | 6.089
6 | 8736 | 7.624 | 7.047
7 | 9.876 | 8578 | 7.950
8 | 10.79 | 9.552 | 8.890
9 | 11.81 | 10.53 | 9.820
10 | 1291 | 11.46 | 10.72

Tabela 3.1: Valores criticos assintéticos de K.

Os valores em negrito da tabela acima foram utilizados como valores
criticos do teste de hipdteses deste trabalho. Maiores detalhes sobre a teoria

assintotica e inferéncia do processo de auto-regressao quantilica, veja Koenker
(20), Johnston (15)).
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