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3.
Meios nao-lineares e conversao de freqliéncias

Todos os cristais ndo-lineares utilizados para conversdo de frequéncias sao
meios dieletricos. Também chamados de isolantes, os dielétricos sdo materiais
cujas cargas dominantes em atomos e moléculas sdo fixas, isto &, que nao
possuem liberdade de movimento, ao contrario dos materiais condutores [28].
Assim, dielétricos ideais ndo contém cargas livres e sua estrutura atOmica ¢
eletricamente neutra, como mostra a figura 7(a). Se um campo elétrico externo
for aplicado a um dielétrico, a distribui¢do espacial de cargas tende a se deslocar
segundo a orientagdo do campo aplicado, formando uma variedade de dipdlos

elétricos, como mostra a configuragao da figura 7(b).

O :

(a) (b)
Figura 7. (a) Distribuigdo de cargas em atomo neutro; (b) A nuvem eletrdnica se

desloca com a aplicagédo de um campo elétrico externo.

O efeito de cada dipolo elétrico pode ser representado por um momento de

dipolo dp;, dado por:
dp, = q¢, (3.1

onde g ¢ o valor da carga em coulombs e / ¢ a distancia entre as cargas.
Essa criagdo de momentos de dipolo representa uma situagdo na qual o dielétrico
estd armazenando energia, de forma analoga a uma mola que adquire energia

potencial quando deformada.
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Na pratica, o efeito do campo elétrico aplicado a um dielétrico é estudado
levando-se em conta o comportamento macroscopico do material, isto ¢&,
somando-se todas as contribuigdes dos momentos de dip6lo infinitesimais dados

por (3.1). Para isso, define-se o vetor Polarizac¢do Elétrica P da seguinte forma:
. 1
P = lim ~ > dp, (3.2)

onde Av ¢ um volume contendo N, dipdlos elétricos. Dessa forma, P ¢

uma medida do momento de dipdlo por unidade de volume, e possui unidades de
coulombs por metro quadrado — as mesmas do vetor densidade de fluxo elétrico
D. E natural, portanto, escrevermos a densidade de fluxo total no interior de um
dielétrico como a superposicdo dos efeitos de polarizacdo com a densidade de

fluxo no vacuo:
D=gE+P (3.3)

Na expressao acima, P também ¢ uma fun¢ao de E. Se o meio dielétrico for
linear, a relagdo entre D e E ¢ linear (por definicao), e por essa razao, P também ¢
uma fungdo linear do campo elétrico. Chamando arbitrariamente a constante de

proporcionalidade de &,y , temos:
D=gE+gE=¢,(1+y)E (3.4)

O termo entre parénteses (l + ;() ¢ normalmente chamado de permissividade
relativa e representado por &,, e indica a capacidade de um meio dielétrico
armazenar energia elétrica. Esse valor ¢ o quadrado do indice de refragdo n do
material relativo ao vacuo.

Entretanto, se o material for ndo linear, a expressao (3.4) ndo ¢ valida.
Nesse caso, a polarizacdo elétrica P ¢ uma funcdo ndo linear de E, e pode ser

escrita como uma série de poténcias da forma
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P=c> y"E" (3.5)

n=1

(n)

onde cada coeficiente y' ¢é chamado de susceptibilidade de n-ésima

ordem. E importante ressaltar algumas propriedades desses coeficientes que ndo
estdo explicitas em (3.5). Em primeiro lugar, se o meio for anisotropico, os
coeficientes sdo tensores. Ou seja, o valor do vetor polarizacao elétrica P vai
depender também da dire¢do do campo elétrico aplicado.  Além disso, se 0 meio

for dispersivo, é evidente da relagdo entre (1 + ;() e o indice de refracdo n que os

coeficientes 7 também dependem da freqiiéncia do campo elétrico aplicado.
De forma a discernir efeitos lineares de ndo-lineares, € comum utilizar-se a

notacioP =P, + Py, na qual o primeiro termo ¢ dado pela parcela que

corresponde ao indice n = 1 em (3.5) e o segundo termo ¢ dado pelo restante da
soma, isto €, a todos os termos indexados por » = 2 em diante. Observe que,

enquanto o valor do campo elétrico for pequeno o suficiente para que as

componentes E* em diante sejam despreziveis, o meio se comporta como linear,
isto €, podemos escrever P = P, .

Ao longo do restante desse capitulo, a andlise dos fenomenos ndo-lineares

restringir-se-a aos efeitos de segunda ordem, isto €, os efeitos relacionados ao
coeficiente y* de (3.5), que serdio brevemente introduzidos na secdo 3.1. Em

seguida, a se¢do 3.2 detalhara a relacdo entre o campo elétrico e a polarizacao
ndo-linear em meios anisotropicos, de forma a derivarmos a equag¢do de onda
gerada na se¢do 3.3, de uma forma simplificada, ¢ na se¢do 3.5 de uma forma
mais realista que leva em conta a geometria dos feixes de luz envolvidos. O
problema do casamento de fase, e as formas mais comuns para soluciona-lo, sera
abordado na secao 3.4. A secdo 3.6, finalmente, fornece um breve tratamento

quantico aos fendmenos ja discutidos de um ponto de vista cléassico.
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3.1.
Efeitos nao-lineares de segunda ordem

Para compreendermos de que forma meios ndo-lineares de segunda ordem
podem ser utilizados para conversao de frequéncias, suponha que seja aplicado

um campo elétrico composto de apenas duas freqiiéncias @, > ®, e que se

propaga na dire¢ao z:
E(z, t) =FE, cos(klz -t — ¢, )+ E, cos(kzz —w,t — ¢, ) (3.6)

Supondo que o campo € observado em um ponto fixo do espago no interior
do meio ndo-linear (que chamamos arbitrariamente, mas sem perda de

generalidade, de z = 0), o valor da polarizagao elétrica ndo-linear sera dado por:
Py, (6) = &91? [E, cos(ant + ¢y )+ E; cos(yt + ¢, )]2 (3.7)

Usando identidades trigonométricas, (3.7) pode ser reescrita como:

(2)
P, (1) = % (E2[1+cos2ayt +24, )]+ B, [1 + cosQat +24, )]+

+ El Ez [COS((C"I — W, )t + ¢1 - ¢2 )+ COS((COI + o, )t + ¢1 + ¢2 )]}

(3.8)

A observagao de (3.8) revela que a interagao de duas ondas eletromagnéticas
de frequéncias @, ¢ @, em um meio ndo-linear de 2* ordem resulta em uma
polarizacdo elétrica contendo componentes nas freqiiéncias 0 (DC), 2w,, 2w,,

33
(a)l +a)2) ¢ (a)l _a)z) .
O processo responsavel pelo surgimento dos termos 2w, € 2w, ¢ chamado

de Geragdo de Segundo Harménico (abreviado como SHG, do inglés Second
Harmonic Generation), e estd esquematizado na figura 8(a). Observe que ele

decorre da interacdo de uma onda consigo mesma; isso pode ser conferido

3 Além das componentes em @, e @,, que foram omitidas pois pertencem ao termo linear

do vetor polarizacdo elétrica, que é proporcional ao campo elétrico.
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fazendo-se £, =0 em (3.8) e verificando-se que o termo 2o, ndo desaparece. O

termo DC também ndo desaparece quando apenas uma freqiiéncia estd presente, e
isso sugere que o processo de SHG ¢ sempre acompanhado por um processo de
Retificagdo Optica, que encontra-se representado na figura 8(b).

Os dois termos restantes, (w, +®,) e (@, —w,), correspondem aos
processos chamados de, respectivamente, Geragdo de Soma de Freqiiéncias (SFG,
de Sum Frequency Generation) ¢ Geragao de Diferenca de Freqiiéncias (DFG, de
Difference Frequency Generation). E interessante notar que, ao fazermos
®, = w,, sdo recuperados os casos anteriores de SHG e retificagdo Optica; 1sso
sugere que estes podem sempre ser considerados casos particulares de SFG e

DFG. As figuras 8(c) e 8(d) representam qualitativamente esses fendomenos.

@, =2, D3 =0+ 0,

(a) & ) ~?

®) 4 (d) @3 = O =@
SOV 2 om s W
\/ ¢ @;=0 SVAVAVAY L

Figura 8. Efeitos ndo-lineares de segunda ordem. (a) SHG (geragéo de segundo

harmonico); (b) Retificagao 6ptica; (c) SFG (geracédo de soma de frequéncias); (d) DFG

(geracao de diferenca de frequiéncias)

No contexto do problema de detec¢do de luz no infravermelho®, conforme
discutido na introdugdo, ¢ necessario converter a freqiiéncia da luz incidente em
outra maior, que possa ser convertida em sinal elétrico usando um detector de
silicio. Por motivos que se tornardo claros ao longo da discussdo, dos 4
fendmenos presentes em (3.8), o unico que nos interessa ¢ o processo de SFG, no

qual a (fraca) luz incidente de freqiiéncia @, interagiria com um campo elétrico

3% Em virtude do tratamento clssico dado aos fendmenos ndo-lineares, o termo “foton” serd
evitado sempre que possivel, exceto na se¢do 3.6, que fornece uma descri¢do quantica a esses

fendmenos.
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local suficientemente intenso de freqiiéncia @, de forma a gerar luz com
freqiiéncia (a)1 + o, ) >,

Talvez a pergunta mais importante nesse momento, haja vista a aplicagdo da
teoria na construcao de um detector, seja: com que eficiéncia essa conversao de
frequéncias via SFG pode ser realizada? Caso o processo de SFG seja
extremamente ineficiente, mesmo na teoria, nao faria sentido nenhum prosseguir

nesse estudo. Embora ainda ndo seja possivel dar uma resposta, ¢ natural
ficiéncia ¢ funcéo d fici @ ja le é
pressupormos que essa eficiéncia ¢ uma fungdo do coeficiente y'“, ja que ele é o

responsavel por todos os fendmenos nado-lineares de segunda ordem. A secdo

seguinte abordara esse topico.

3.2,
Propriedades da susceptibilidade nao-linear

Supondo que o meio ndo-linear € anisotrdpico, cada componente (x, y,z) do

vetor polarizacdo ndo-linear pode receber contribuigdes de varias combinagdes

possiveis de cada um dos trés componentes do campo elétrico aplicado. Além
disso, o tensor y'® pode depender das freqiiéncias presentes em cada sinal

luminoso presente. Essas duas observagdes sugerem uma notagdo
@ _ .2
17 =15 (@).
Escrevendo os campos elétricos em notagdo “fasorial”, isto ¢, na forma
1 (k. z—a, TP— SN ot | E o, . ,
Ei(z,t):E[Aie](k'z o)y gre “’lt)]:El.(z)e /ot Ly El(2)et/", & possivel

rescrever (3.5) como:

~

Py =283 27 (o + 0y, 0,0, )ES EL) (3.9)
j.k

onde i representa cada componente (x, y,z) da polarizagao nao-linear. A

partir de (3.9), é possivel perceber que 7® possui 27 componentes! Felizmente,

33 0 processo de SHG também provoca um aumento de freqiiéncia, mas ndo seria util pois,
além do processo ser extremamente ineficiente em baixas intensidades, o niimero original de

fotons ndo é conservado.
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algumas simetrias reduzem o numero de coeficientes para a determinacdo de

~

P]\(,ff;r%) a partir de E @) o £(®) s30 elas:

i. Auséncia de perdas e campos magnéticos externos. Nesse caso, ¢

possivel mostrar que ;(l.(/.? (a)) ¢ sempre um tensor de numeros reais.

ii. Permutagdo entre w, e ®,. A ordem em que os indices j e k sdo
escritos em (3.9) é apenas uma convengdo, de forma que eles podem ser trocados
de lugar desde que continuem associados as respectivas freqiiéncias. Isto €,
Zﬁ)(ahawlawz):Zi(/;)(wpwzawl)-

iii. Permutagdo entre campos geradores e gerados. O cristal ndo-linear
ndo possui meios de “saber” a diferenga entre os campos elétricos externos
(aplicados) e internos (gerados). Ou seja, ele ndo sabe distinguir entre uma
situagdo de SFG onde gera-se w; a partir de um campo elétrico em @, e outro em
@, e uma situa¢do de DFG onde sdo aplicados campos em @, e @, para criar

(2)

w,. Isto & xu (05, 0,,0,)= y ki (w,,@,,,). Conjuntamente com a simetria

(i), 1sso significa que quaisquer indices podem ser intercambiados, desde que
continuem associados as respectivas freqliéncias.
iv. Simetria de Kleinman. Se todas as freqliéncias envolvidas na interacao

estiverem suficientemente distantes de quaisquer freqiiéncias de ressonancia do
. . 2 ~ A . .
cristal, os coeficientes zék) ndo dependem fortemente da freqiiéncia. Ou seja, os

indices (i,k, j) podem ser permutados a vontade sem necessidade de continuarem

associados as freqiiéncias originais, ja que elas sdo indistinguiveis para o meio.

Esse conjunto de simetrias sugere que o tensor ;(l.(/.i) ¢ redundante, e

portanto, de certa forma, ele pode ser simplificado. De acordo com as
propriedades (2) e (3), um arranjo (i, j,k) ¢ indistinguivel de um arranjo (i, k,j ),

logo podemos substituir os indices j € k por um unico indice / da seguinte forma:

Jk 11 22 33 23,32 13,31 12,21

[ 1 2 3 4 5 6
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Usando a notagdo compacta acima, define-se o coeficiente ndo-linear d; :

1
dy =575} (3.10)

Em representacdo matricial, a relagdo entre a polarizagao nao-linear e os

campos elétricos €, portanto, dada por:

[ Flelple) T
o 7o) )
Ijx( +o) dyydyy diy dygdys dyg E}()a)l)g)(}a)z)
}:yiwﬁwl; =4\ dy dy dyy dyydysdyg E(“’I)E(;Z)+Izi'~(”1)§(w2) (3.11)
@, +, y z z Y
A d31 d32 d33 d34 dss d36 E(WI)E(%) +E’(a>1)E(a)2)
Eg(@) | flogle)

Usando agora a simetria de Kleinman, descrita na propriedade (4), podemos
simplificar ainda mais a matriz d,, j4 que todos os indices podem ser trocados.

Por exemplo, temos que 713} = {33 = 313 = X531 = X312 = Xin» © 1550 se reflete

na nova notagdo como d,, =d,s =d,,. Fazendo o mesmo com o restante dos
indices, obtemos d, =d,, dj;=dss, dis=dy, dig=d,, dyy=dy €
d,, = d,,. Portanto, nos cristais com o menor nivel de simetria possivel (isto ¢,

nos quais ndo existe nenhuma simetria espacial adicional), o numero de

componentes independentes da matriz de coeficientes nao-lineares ¢ 10.

3.2.1.
Simetrias Espaciais

Nos cristais que serdo usados ao longo dessa tese, a matriz d,; apresenta

simetrias adicionais, provenientes da classe de simetria espacial do cristal,
conforme o Principio de Neumann.
De acordo com esse principio, todo cristal possui algum tipo de ordenagdo

entre os atomos que o constituem, de forma que uma célula pode exibir algum tipo
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de simetria (ou seja, a mesma disposi¢do dos dtomos € reencontrada apds um
espelhamento em torno de um eixo, uma rotacao, etc). Em outras palavras, “Se
um sistema possui um certo grupo de operacgoes de simetria, entdo qualquer
observavel fisico desse sistema também deve possuir essas operagoes de
simetria”. Burns e Glazer [29] forneceram uma formulacdo alternativa
enfatizando que “as propriedades macroscopicas (tensoriais) de um cristal
possuem pelo menos a simetria do grupo pontual do espago de grupos”.

Esse principio pode ser intuitivamente compreendido, ja que um campo
elétrico presente no interior do meio ndo tem como diferenciar a posi¢ao original
dos atomos de uma outra posicdo equivalente obtida por uma transformacao a

qual a célula ¢ invariante. Na pratica, isso significa que muitos dos componentes

@

do tensor ;(ijk) podem ser nulos ou linearmente dependentes de outros.

Por exemplo, o cristal LN (Niobato de Litio) pertence a classe de simetria
3m, que sO possui 8 coeficientes independentes. Supondo que ele sera utilizado
para gerar luz a 633 nm (luz vermelha) por meio de SFG entre dois feixes de laser
polarizados na direcdo z a 1064 nm (laser YAG) e 1550 nm (laser semicondutor),
e de acordo com as propriedades da classe de simetria 3m, a equacdo (3.11) pode

ser reescrita como:

0
plorta) 0 0 0 0 dy-—-dy =( )ON( )
NX(a)era)l) Ezwl Ezwz
P, =dgy|—dy dyy 0 dis 00 0
Z(a)2+wl) d31 d31 d33 0 0 0 0 (312)
— 0 -

ooy EVE)

Nesse caso, a luz gerada pelo processo ndo-linear também se encontraria
polarizada na dire¢do do eixo z. Observe que o Unico coeficiente nao-linear

atuante € o d;, e por esse motivo ele ¢ chamado de coeficiente ndo-linear efetivo.

A sub-se¢do a seguir mostra que € sempre possivel definir um coeficiente efetivo.
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3.2.2.
Coeficiente nao-linear efetivo (def)

Para uma geometria fixa (ou seja, para direcdes fixas de propagagdo e
polarizacao) € possivel expressar a polarizagao nao-linear responsavel pelo efeito

de geracdo de soma de freqiiéncias através da expressao [30]:

onde o =2 para SHG ¢ a =4 para SFG*°. Na maioria dos casos, d
deve ser calculado comparando-se (3.13) a (3.9); no entanto, existem formas mais
simples para certas simetrias espaciais [31]. Definindo & ¢ ¢ como os angulos

definidos entre a dire¢do de propagagdo e, respectivamente, o eixo Optico (z) € o

plano cristalino xz, podemos escrever para um cristal uniaxial negativo de classe

3m com interagdo do tipo I’":

dy =dy 8in6 —d,, cosfsin3¢ (3.14)
Para o mesmo tipo de cristal mas para interagdes do tipo II, obtém-se:

dy =dy cos” @ cos 3¢ (3.15)

No restante da tese, considere que o coeficiente ndo-linear efetivo de
interesse pode ser facilmente encontrado utilizando-se uma expressao semelhante

a (3.14-15).

3¢ Observe que, se a expressdo de SFG for utilizada fazendo-se ®; = ®,, o valor encontrado
¢ o dobro do que seria obtido pela expressdo de SHG pelo simples motivo de haver duas ondas ao
invés de apenas uma.

37 Os tipos de interagdo (tipo I e tipo IT) sdo relacionados & forma como o casamento de fase

(birrefringente) ¢ realizado e sdo descritos na segéo 3.4
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3.3.
A equacao de onda para meios nao-lineares

Na secdo anterior, vimos que € possivel determinar a polarizagdo nao-linear

conhecendo-se as propriedades do meio ndo-linar (isto ¢, os coeficientes d,, ) e os

campos elétricos aplicados. Resta agora determinar o campo elétrico irradiado a
partir da polarizacao nao-linear conhecida.
Iniciamos com as equagdes de Maxwell que descrevem as “fontes de

circulagao” [28]:

vxE=_8 (3.16)
ot
VxH=J+2 (3.17)
ot

onde J é o vetor densidade de corrente ¢ D o deslocamento elétrico™.
Diferenciando ambas com relagdo ao tempo e usando as relagdes constitutivas

J=0F,B=uHe D=¢y(1+ y)E+Py, , obtemos™:

OE oO'H
VXo— =y 3.18
ot o’ G19)
oH O’E _OE 0°P,
Vx—=¢gl+y)—+oc—+—7DL 3.19
ot oll+2) orr o o G.19)
De forma semelhante, tomando o rotacional de (3.16), obtemos:
VxVxE:—/Nxaa—I;I (3.20)

¥ As duas outras equagdes de Maxwell, que descrevem as “fontes de fluxo”, sdo dadas por
V-D=p eV-E=0.
¥ As equagdes (3.18-19) ndo levam em considerago o carater tensorial de oe & de modo a

evitar notagdes desnecessariamente carregadas, mas este fato ndo altera os resultados finais.
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Substituindo a expressao (3.19) em (3.20) e usando a identidade vetorial

VxVxA= V(V . A)— V2A , chega-se & expressio:

2 2
VZE = ue,(1+ Z)aan:-i- ,LlO'aa—Ft:-l- y% (3.21)

A expressdo (3.21) ¢ conhecida como equagdo de onda ndo-linear. Se
considerarmos uma onda plana que se propaga na dire¢do x e polarizada na

direcdo z, chegamos a um resultado ainda mais simples:

O*E;(x,t OE(x, 1 O?E5(x,1 &*Py; 5(x,2)
—61(2 )_ﬂ06—38(t )—ﬂogo‘%(l) (;(2 ):ﬂo ]\2;32

(3.22)

Observe que, no caso de um meio /inear, o lado direito de (3.22) ¢ nulo e

uma equacdo de onda homogénea ¢ obtida. Nesse caso, a solucao ¢ dada por:

Ey(x,t)= Aye ™ cos(kx — ot + §) (3.23)

onde « ¢ um termo que representa as perdas no meio e k ¢ a constante de

propagacao, dados pelas expressoes:

k* —a® = o pyeyns (3.24)
a= DHO (3.25)
2k

12 Lo ~ : -
¢ o indice de refracdo do material na direcdo da

onde 1, =(g;)

polarizagdo do campo (no caso, z). Note que, se as perdas forem despreziveis, a
. < . -1/2 -

familiar expressdo k = wn,/c é encontrada, onde ¢ = (,uogo) ¢ a velocidade da

luz no vacuo.

Para o caso de interesse, no entanto, Py, (x,t) ndo ¢é nulo e o termo ao lado

direito de (3.22) atua como uma “fonte” que forca a geragio de E;(x,z). Para
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solucionar esse problema, o0 método proposto em [30] e [32] serd seguido nas sub-

segOes a seguir.

3.3.1.
As equacgoes de onda acopladas para SFG

Embora a equacdo de onda (3.21) descreva de forma genérica todos os
efeitos ndo-lineares, ¢ preciso resolvé-la para cada caso especifico. No caso
particular dessa tese, estamos interessados em obter uma expressao para a onda
gerada pelo processo de soma de freqiiéncias. Por motivos de simplicidade,
vamos Supor que o0 processo ocorre em um meio ndo-linear sem perdas, e que as
ondas interagentes incidem perpendicularmente no meio.

A 1déia ¢ relativamente simples: se o termo que representa a fonte de efeitos
ndo-lineares ndo for muito grande, a solugdo nao serd muito diferente da solugao
homogeénea (3.23) — a principal diferenca estd no fato de que a amplitude do

campo elétrico A4, se tornard uma fun¢do de x. Desta forma, escrevendo a

polarizacdo ndo-linear como fun¢do das amplitudes dos campos aplicados,
obtemos de (3.13):

Substituindo (3.26) em (3.22) e desprezando o termo em G (referente as

perdas no meio), obtemos:

0% 4
ox?

+2 jks Y k32A3 + ,u0£0£3(1)a)32A3 ¢/lhse-ex)

+cc=
(3.27)

ey +hey )x—ast ] +ece

2

onde “c.c.” representa o complexo conjugado do termo imediatamente a
esquerda. Observe que, como k3 = 6,6\ @37, 0 3° ¢ 4° termos do lado esquerdo
da expressdo se cancelam. Cancelando o termo exp(— j@yt) de ambos os lados, a

equacdo pode ser reescrita como:
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o 4,
ox?

+2jk3%

= 2y 03 4y Aye’ R (3.28)

Podemos agora escrever os termos do lado esquerdo da equacdo da forma
1o
Ay Ox

amplitude em uma distdncia de um comprimento de onda, o que podemos

corresponde a variacdo de

(23 o4 + 47g’A3j . Observe que |4, o4
ox ox

considerar desprezivel com relacdo ao segundo termo. Essa aproximacgdo ¢

chamada de “slowly-varying envelope™. Considerando que ela é valida,

obtemos como resultado:

. 2 .
6A3 _ ]/Llogodeffa)3 AlAze_j(k1+k2—k3 )X — @deijlAzejAkx (329)
ox ks n;

onde Ak =k +k,—k,; é chamado de “descasamento de vetor de onda”
(wavevector mismatch) ou “descasamento de momento” (momentum mismatch).
A expressdo (3.29) é chamada de equac¢do acoplada em amplitude, pois ela

mostra como a amplitude da onda na freqiiéncia @; depende das amplitudes das

ondas em @, e ®,. No caso geral, as amplitudes de todas as trés ondas

envolvidas podem variar com a posi¢do, de forma que os passos (3.26-29) podem
ser repetidos para as outras freqiiéncias. O conjunto final de equagdes acopladas

¢, desta forma, dado por41:

04, _ jk * o iAke

—L=2d A, Ae’

Oox n12 @23

04, _ jk, * o jAke

22 I 0 A e 3.30
o n% ef Al A3 ( )
— =224 A Ae’

ox n32 o1

4 , . . . .

9 Também chamada de “slowly-varying amplitude approximation” por alguns autores.

*! Em algumas referéncias, o lado direito das equagdes acopladas possui um sinal negativo.
Isso ¢ devido a diferenca na convengdo adotada para a expressdo do campo elétrico na forma

fasorial, i.e., exp(jkx-jx) ou exp(j wt- jkx).
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Observe que esta implicito em (3.30) que o meio ndo possui perdas. No

caso mais geral, o coeficiente ndo-linear pode diferir em cada uma das equacdes.

3.3.2.
As Relagdes de Manley-Rowe

Embora o conjunto de equacdes acopladas (3.30) indique claramente que
existe uma dependéncia na variagdo espacial das amplitudes das trés ondas de

freqiiéncias @,, w, e ;, seu significado fisico ndo ¢ evidente. Para obtermos

uma interpretacao dos resultados, ¢ muito mais conveniente, na area de Optica,
trabalhar-se com a poténcia ou (principalmente no caso de ondas planas) a

intensidade das ondas. Assim, temos:

J—= (3.31)

l 2n;

onde 7; =./u/e; ¢é a impedancia do meio relativa a freqiiéncia @,. Desta

forma, a variagdo da intensidade com a distancia ¢ dada por:

o _ 1| 04, 04 (3.32)
ox 2m; ox Ox

Aplicando-se (3.32) a primeira equacao de (3.30), obtemos:

% = L(]—kl deffAl*Az*A3e_jAm + c.cj

o 2m n? (3.33)
= —&yd Im(Al*AZ*A3e_jN“)
Fazendo o mesmo para as duas equacdes restantes:
% = —&yd 0, Im(Al*Az*A3e_jAk" ) (3.34)
X


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321244/CB


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0321244/CB

82

— =+ed o, Im\4, A, 4.e”’ 3.35
o 0 oy Wy ( | Ay A3 ) (3.35)

Definindo agora a intensidade total / da forma 7 = I, + I, + I, observe que:

or _oh, o, el

ox ox  ox  ox (3.36)
= —godeﬁf (a)l + w, — oy )Im(Al*Az*A3e_-iA/o‘)= 0

Ou seja, o fluxo total de poténcia se conserva. Além disso, ¢ evidente das

relagdes (3.33-35) que:

O(L|_O|h|__9[L (3.37)
ox\w ) ox\w, ox\ '

Essas igualdades sao conhecidas como Relagcoes de Manley-Rowe [30].

Lembrando que a energia de um foton pode ser escrita como E;, =hw;, a

expressao (3.37) nos indica que a taxa de criagdo de fotons (por unidade de area

por unidade de tempo) na freqiiéncia @, ¢ igual a taxa de cria¢do de fotons na
freqiiéncia @, e igual a taxa de destrui¢do de fotons em @;. Em outras palavras,
as relacoes de Manley-Rowe nos indicam que, cada vez que um foton em @, €

criado, um foton em @, e outro em @, devem ser destruidos. Voltaremos a

discutir esse assunto na se¢ao 3.6.

3.3.3.
Uma primeira expressao para a onda gerada

J& podemos agora obter uma expressdo para a onda gerada na freqiiéncia
@y, =m, +®,. As relagdes de Manley-Rowe deixam claro que o principio de
conservacdo de energia ¢€ satisfeito pelas equacdes acopladas (3.30). No entanto,
como primeira aproximag¢do, vamos considerar que as ondas incidentes nas
freqiiéncias @, e w,ndo sofrem alteragdo em suas amplitudes ao se propagarem

através do meio ndo-linear, isto é:
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04, _ 04, _
ox ox

0 (3.38)
Ou seja, estamos deliberadamente violando a conservagdo de energia. No
entanto, se a intera¢do ndo-linear for suficientemente fraca, podemos considerar

que 0I;/0x~0 de forma que (3.36) ainda ¢ aproximadamente satisfeita. Nesse

caso, obtemos por integragdo de x =0 a x= L, onde L é o comprimento do cristal

ndo-linear, da terceira equacao (3.30):

A4L(L)=—=d A4, | e dx=—=d A4 —— 3.39
s(L)=2 o], 7 e [ Py (3.39)

O termo entre parénteses no fim de (3.39) pode ser alternativamente escrito

COmo:

iAKL iAKL /2 — JAKL/2
[ej ‘Ak_ lj - % ejAkL/z[ej 'Al:Le/; ] _ [ o/BRLI2 sinc( A/chj (3.40)
J J

onde sinc(x)=sin(x)/x . Portanto,

A4(L)= @de A Ay Le’™ 2 sinc(&j (3.41)
n; 2
Podemos agora calcular a intensidade da onda gerada usando (3.31):
k*d, 2| A | 4] 12
L(L)=—""4 Al 4| d sincz(A—kLJ (3.42)
21131y

Expressando as amplitudes das ondas em @, € ®, em fungdo de suas

intensidades, também usando (3.31), chega-se ao resultado final:
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22 12
_ 8ridyy L

37 2
Amn,nyg,c

LI, sincz(ATij (3.43)

onde 4; ¢ o comprimento de onda no vacuo do sinal gerado. Observe que,

para o caso especial Ak =0, a intensidade de saida ¢ maxima. Lembrando que

definimos Ak =k, +k, —k; , essa condi¢do implica na auséncia de descasamento

dos vetores de onda. Fisicamente, isso significa que a onda gerada consegue
manter uma relagdo de fase constante com a polarizagdo ndo-linear e extrair o
maximo de energia das ondas incidentes. Essa condi¢do, chamada de casamento
de fase, seré discutida em detalhes na secdo 3.4. Nao ¢ dificil perceber o motivo

pelo qual ela ¢ extremamente importante: a figura 9 mostra um gréfico da fungao

. Z[Aij
sinc | ——|.
2

10 |
0,8 |-
Q)
| 0,6 -
x
<l
Nv
O 04rF
£
(2]
0,2
0,0 |
1 1 1 1 1
-10 -5 0 5 10
AKL/2

Figura 9. Funcgao sincz(x) = senz(x)/x2

Observe pelo grafico que, se |AkL/ 2| > 2, a intensidade fica abaixo de 10%

do valor méximo. Supondo que um cristal de comprimento L = 10 mm ¢

utilizado, essa situagdo corresponde a um descasamento de fase

Ak =4x10"nm™"'. Nio parece muito, mas no exemplo fornecido na segdo 3.2
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com um cristal de niobato de litio, mas uma variacdo de 0.4% no indice de

refragdo n, ja seria capaz de produzir esse efeito!!

Embora ndo seja muito realista, pois partimos do pressuposto de que as
ondas que interagem sao planas, a expressao (3.43) mostra a dependéncia da
intensidade do sinal de soma de freqiiéncias com o coeficiente ndo-linear, com o
comprimento do cristal € com o comprimento de onda. A secdo a seguir mostra
uma aproximac¢do bem mais realista, ¢ que leva em conta a variacdo espacial do

sinal cuja freqliéncia desejamos converter.

3.34.
O efeito de deplecao do sinal de entrada

Embora a solugdo genérica ao conjunto de equagdes acopladas (3.30) ndo
pertenca ao escopo dessa tese*”, uma excelente aproximagio pode ser obtida para

o caso em que um dos sinais de entrada (@, ) seja muito mais intenso que o outro
(@, ). Essa situacdo ¢ geralmente chamada de upconversion, pois o sinal portador

da informacao sofre um aumento de freqiiéncia ao interagir com um forte feixe de
bombeio no interior do meio ndo-linear, o qual é considerado constante ao longo
do comprimento de interagdo. Dado que a aplicagdo principal que temos em vista
¢ a conversdo em freqiiéncia de fotons isolados, a idéia de fazer a aproximacgao ¢

perfeitamente razodvel — enquanto o sinal em @, possui alguns femtowatts, o
bombeio em @, possui alguns watts de poténcia — 15 ordens de grandeza de
diferenca entre as intensidades!!

O problema com a aproximagado anterior, encontrada na expressao (3.43), ¢
que ela ndo leva em conta a deplegdo (“esvaziamento”) do sinal de entrada em @, .
De fato, quando a eficiéncia de conversdo aumenta, significa que muitos fotons
em @, comegam a desaparecer, e a aproximagdo 0I,/dx ~0ndo ¢ mais valida.

Dessa forma, duas equacdes passam a ser relevantes:

2 De fato, as equagdes (3.30) podem ser solucionadas com exatido, por meio das fungdes

elipticas de Jacobi. Detalhes podem ser encontrados em [33].
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% = K Ao ™"
) (3.44)
Ox
ik d . kyd,
onde K, = ]l—zeﬁrA2 e K; = h—zﬂAz. Observe que 4, ¢ constante.
n 3

A solugdo para as equagdes (3.44) ¢ muito mais simples que a solucao do
caso geral (3.30). Na verdade, se considerarmos que had casamento de fase
perfeito (Ak =0), as equagdes se reduzem a um sistema de equagdes diferenciais
homogéneas de primeira ordem. Derivando a primeira equacdao de (3.44) e

substituindo a segunda equacdo, obtemos:

= KK A4, =~k 4, (3.45)

Cuja solugio ¢ conhecida e dada por 4 (x)= Bcos(rx)+ Csin(kx).

Utilizando a primeira equacdo de (3.44), obtemos para a onda gerada:

Ay (x)= —Esin(loc) + %COS(IOC) (3.46)
1 1

Das condi¢des de contorno do problema, temos que 4;(0)=0 (auséncia de

sinal convertido na entrada do cristal) e que 4,(0) é conhecido e diferente de zero.

A primeira condi¢do implica que C = 0; portanto, temos:

A (x)= 4,(0)cos(xx) (3.47)

A;(x)= —% A,(0)sin () (3.48)

A intensidade da onda gerada I;(L) é, portanto, dada por:
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2
()= 1 Kl 40 sn(o) (3.49)
21, 2773 K,
2 kkyd’
onde Ky =nl—k3 e K= 3 eﬁ |A | Fazendo algumas manipulagdes

2
K| n3k ”1 ”3

algébricas, chega-se ao resultado final:

A . L
13(L)=/1—;11(o)sm2(§$] (3.50)
onde
Tnn
L. = 13 (3.51)
2\/2k1k3de2f77212(0)

¢ o comprimento do cristal que maximiza a intensidade /5. Observe que,

fazendo-se /, (O) arbitrariamente pequeno, o argumento do seno em (3.39) torna-

se também muito pequeno; fazendo a aproximagdo sinx = x para esse caso,

obtemos:

2
A L A 2k, kyd2m,1,(0)
13(14)*_111(0{%?] =—/11 L(0)2* - 2nf;2
3 13

g2 Ja 2y 2my 11

=2 1,(0)1,(0) (3.52)

eff

8r%d,, L’
eff
= 2 ]1 0)12(0)
Asnnynyg,c

que ¢ exatamente a expressao (3.43) quando ndo hd descasamento de fase.

Isto €, chegamos a conclusdo que a expressao (3.43) ¢ uma boa aproximagdo para

. A . ~ 43
baixas eficiéncias de conversdo™ .

4 . . \
> No caso mais geral, no qual considera-se descasamento de fase, chega-se a mesma

conclusao.
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A figura 10 mostra, em um mesmo grafico, a variacao das intensidades das

ondas I,(x) e I,(x). Observe que, a partir de um certo comprimento de

interacdo, que corresponde a L a intensidade da onda gerada diminui. No

max 2

ponto de maximo, /, (Lmax ) =0, sugerindo que todo o sinal est4 sendo convertido.

Na aproximacado utilizada, ndo ha oscilagdes em I, (x); no entanto, mesmo na

pratica, a intensidade ¢ tdo grande (comparada as demais) que as eventuais

oscilagdes poderiam ser desprezadas.

2,0

1,6 -

12

1,(X)/1,(x) / 1 (x)/L(0)

04

0,0 -

Figura 10. Variacdo da intensidade da onda de soma de frequéncias (linha pontilhada) e

do sinal de entrada (linha cheia) em fungéo do comprimento do cristal ndo-linear.

Devido ao fato das eficiéncias de conversdo envolvidas nesta tese serem
pequenas — inferiores a 10% — serdo usadas aproximagdes, semelhantes a (3.43),
nas quais o sinal de soma de freqliéncia pode aparentemente assumir valores
arbitrariamente grandes. E preciso, portanto, ter em mente que sdo apenas
aproximacgoes, validas para baixas eficiéncias. A secdo 3.5 encarregar-se-a de
chegar a uma expressao mais realista, na qual os sinais que interagem no cristal
ndo-linear ndo sdo ondas planas, mas que, assim como (3.43), ¢ uma aproximagao

que ndo leva em conta os efeitos de “esvaziamento”.
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Antes disso, no entanto, ainda ¢ preciso discutir um ponto importante que
foi “deixado para depois” durante a derivagao de (3.38), e que ¢ um dos assuntos

mais importantes deste capitulo.

3.4.
Casamento de fase

Como fazer Ak =0 na expressao (3.43)? Essa pergunta parece boba mas ja
devem ter sido publicadas milhares de paginas sobre esse assunto, que ¢
conhecido como o problema do casamento de fase. Mas o que é o casamento de
fase™ de um ponto de vista fisico?

A figura 11 ilustra esse problema. Imagine uma situagdo na qual um cristal
ndo-linear estd sendo utilizado para gera¢do de segundo harmoénico (SHG). Para
facilitar nossa analise, vamos dividi-lo em fatias de comprimento infinitesimal dz,
em cada uma das quais ¢ gerada luz no segundo harmonico, e vamos escolher uma

dessas fatias ao acaso, por exemplo a fatia que se encontra a uma distancia z, do

inicio do cristal.

z=0 A=

Figura 11. O conceito de casamento de fase.

* 0 termo também pode ser chamado de “acordo de fase”.
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Seja agora a luz no segundo harmoénico, de freqiiéncia w,, gerada em z = 0.
Quando essa contribui¢do chegar a z =z, ela terd adquirido uma fase, devido a
propagacdo, dada por ¢, = k;z,. No entanto, a luz gerada em z =z, possui uma
fase diferente, j4 que a fundamental, de freqiiéncia o,, terd adquirido uma fase
dada por ¢ =k,z,. Ou seja, a fase do sinal de segundo harmdnico ¢ 2¢,, pois
W, =20,.

De forma que as duas contribui¢des se superponham de forma a interferirem

construtivamente, € preciso que A¢ =@, —2¢, =0. Mas isso € o mesmo que:

Ak =ky =2k, =0 (3.53)

Ou seja, a condicdo de casamento de fase Ak =0 ¢ simplesmente uma
condicdo para que cada contribuicdo infinitesimal do processo ndo-linear seja
somada em fase com todas as demais. Nesse caso especifico de SHG, (3.53) pode

ser escrita como:

27m, > 2/m,
A3 A

Il
e

(3.54)

Sabendo que 4, =245, (3.54) implica em, simplesmente, n; =n,. Ou seja,
para que haja casamento de fase, os indices de refracdo do cristal ndo linear vistos
por ambas as ondas (fundamental e segundo harmdnico) devem ser iguais. Isso,
no entanto, ndo ¢ verdade para a maioria dos cristais! Em geral, esses materiais
exibem dispersao, isto €, dependéncia do indice de refragdo com a freqiiéncia.

Como fazer, portanto, para realizar na pratica a condi¢do de casamento de
fase, j&4 que ela ndo ocorre “automaticamente”? As sub-sec¢des a seguir explicam
as duas solucdes mais utilizadas (e que também foram utilizadas no trabalho

experimental dessa tese): via birrefringéncia e via polarizagdo periodica.
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3.41.
Casamento de fase via birrefringéncia

Sabe-se que os cristais ndo-lineares sao, em geral, meios anisotropicos. A
primeira tentativa de realizagdo do casamento de fase veio justamente dessa
constatacdo e da brilhante idéia de usar a anisotropia (birrefringéncia) a nosso
favor. A figura 12, abaixo, ilustra essa idéia para um caso de SHG usando um
cristal de niobato de potassio (KN), continuando o exemplo proposto

anteriormente no qual precisamos de n, =n,.

2.60

2.55

2,50}
245}
2.40}-
2.35]

T

2.30

Refractive Index

2.25F
2.20F

2.15F

A

2} 1 0 i i " | M | L L ol |

400 T 500 500 700 800 T 900
Wavelength (nm)

21;!)] ]

Figura 12. Casamento de fase birrefringente. As duas ondas, fundamental e segundo

harménico, enxergam o mesmo indice de refragdo no cristal.

O grafico mostra as curvas de dispersdo para dois indices de refracao
correspondentes as duas direcdes principais de polarizagcdo (correspondentes aos
auto-vetores da matriz de Jones do cristal), chamadas de b e ¢”. Observe que, ao
longo de toda a faixa cinza, ¢ possivel encontrar dois pontos, um em cada curva,

que correspondem ao mesmo indice de refragdo. Na pratica, isso sugere que a

* As letras b e ¢ foram escolhidas de forma a ndo criar confusio entre o sistema de
coordenadas espacial do cristal e o sistema de coordenadas x-y-z que determina a dire¢do de
propagacdo dos sinais. Em aplica¢des praticas, pode ser que os dois sistemas coincidam, mas isso

ndo ocorre na maioria dos casos de casamento de fase por birrefringéncia.
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fundamental seja polarizada na dire¢ao b e o segundo harmonico seja polarizado
na direcao c¢. Nesse caso, ¢ € o eixo “rapido” e b € o eixo “lento”, de forma que a
diferenca entre as velocidades de fase devido a birrefringéncia compensaria

perfeitamente a diferenga devido a dispersdo. Ou seja,

Como as ondas estdo se propagando ao longo de dire¢des principais de
polarizacgdo, seus estados de polarizacao ndo irdo se alterar ao longo do cristal, e
portanto o casamento de fase ocorrera para todas as fatias infinitesimais dz, como
mostrado anteriormente na figura 11.

Esse raciocinio pode ser facilmente estendido para SFG. Porém, como
existem 3 ondas interagindo, surgem duas possibilidades de intera¢dao, que sdo
comumente chamadas de Tipo I e Tipo II. Exemplos dos dois tipos de interacdao

estdo representados na figura 13.

TS

(a) (b)

<

Figura 13. (a) Interagdo do tipo I, na qual os sinais de entrada possuem a mesma
polarizagéo. (b) Interagéo do tipo Il, na qual os sinais de entrada possuem estados de

polarizagéo ortogonais.

Na interag¢do do tipo I, os sinais de entrada possuem a mesma polarizagao,
enquanto na intera¢do do tipo II os sinais de entrada encontram-se perpendicular-
mente polarizados (e o sinal de saida pode encontrar-se em qualquer um dos dois
estados de polarizagdo da entrada). Observe que, no caso de SHG, o casamento

de fase de tipo II também pode ser realizado, bastando escolher uma polarizacio
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de entrada que seja uma superposi¢ao das duas polarizagdes principais da figura
7(b).

E importante perceber que os arranjos propostos acima, para funcionarem,
precisam de uma condi¢do adicional: o cristal ndo-linear deve ser capaz de
acoplar as diferentes polarizagdes de forma a gerar o desejado efeito ndo-linear.

Para isso, ¢ preciso observar o tensor d,, do cristal e verificar se a componente

relativa as polarizagdes utilizadas ¢ ndo-nulo. No caso do KN, o elemento de

interesse ¢ o d5,, que existe no material. Algumas vezes, um mesmo cristal

oferece formas diferentes para realizagdo do casamento de fase, mas em geral
estamos interessados naquela que utiliza o maior coeficiente nao-linear possivel.
Nesse caso especifico do KN, no entanto, note também que na figura 6 so6

existe um valor de indice de refracdo para o qual a condicdo 4, =24, também ¢

satisfeita, que sdo os comprimentos de onda de 858 nm (fundamental) e 429 nm
(2° harmonico). Ou seja, para um certo comprimento de onda, ndo ¢ garantido
que exista um cristal ndo-linear no qual existe casamento de fase birrefringente da
forma apresentada acima — muito pelo contrario, ¢ preciso ter muita sorte! Por
i1sso, € preciso encontrar alguma forma de realizar o casamento de fase para
comprimentos de onda que ndo aparecem imediatamente na inspe¢dao das curvas
de dispersdo. As duas formas mais comuns sdo variar a temperatura e o angulo de

incidéncia do(s) feixe(s), que serdo explicadas a seguir.

3.41
Variagao da temperatura

Uma boa noticia para a engenharia de casamento de fase em cristais ndo-

lineares ¢ o fato dos indices de refragdo n,,,. possuirem, cada um, um

,C
comportamento distinto com relacdo a temperatura. Ou seja, o valor relativo entre
os indices pode mudar se esquentarmos ou resfriarmos o material. Por essa razao,
¢ imprescindivel especificar-se a temperatura de operagao de um cristal.

Apesar de parecer uma vantagem, esse efeito também pode prejudicar a
eficiéncia do processo nao-linear se a temperatura ndo estiver sob controle. Na
maioria das situagdes, ndo ¢ necessario realizar um controle ativo, pois a maioria
dos materiais exibe fraca dependéncia com a temperatura; mas em alguns casos

especificos, como nas conversdes de freqiiéncia intra-cavidade, a presenca de
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lasers de bombeio extremamente potentes pode causar um aumento indesejado da

temperatura. Esse assunto sera melhor discutido no capitulo 5.

3.41
Variagao do angulo

Muitas vezes, simplesmente mudar a temperatura ndo resolve o problema,
seja porque realmente ndo ha nenhuma temperatura que satisfaga a condi¢do de
casamento de fase, seja porque a temperatura ndo ¢ tecnicamente viavel (por
exemplo, resfriar um cristal a 50 K).

A figura 14 ilustra essa idéia para SFG em um caso onde a interacdo ¢ do
tipo I. Suponha que deseja-se realizar o casamento de fase entre duas ondas de

freqiiéncias @, e w,, ambas polarizadas na dire¢do z (que coincide com o eixo
cristalografico c) para gerar uma onda na freqiiéncia @; = @, + @, polarizada no

plano xy, numa dire¢ao que forma um angulo & com o eixo a.

Figura 14. Casamento de fase por angulo

A andlise segue da seguinte forma: para qualquer valor do angulo &, os

indices de refracdo correspondentes as ondas @, € @, serdo sempre os mesmos,
isto €, n, (a)1 2). Por possuirem indices independentes da dire¢do de propagacao,

essas ondas sdo comumente chamadas na literatura de optica nao-linear de ondas

ordindrias. No entanto, a onda @, que ¢ polarizada no plano xy, terd diferentes


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0321244/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0321244/CB

95

amplitudes de campo elétrico nas diregdes cristalograficas a e b, dependendo de
0. Devido a essa dependéncia, essa onda é chamada de extraordindria®

Por exemplo, se a dire¢do de propagacao coincidir com o eixo a (ou seja, se
6 =0), o campo elétrico de @, se encontrard polarizado na dire¢do do eixo b, e
portanto o indice de refragdo correspondente ¢ n,; analogamente, se € =90", o
indice de refragdo efetivo ¢ n,. Se o angulo @ assumir um valor intermediario, o
valor do indice de refragdo se encontrard em algum ponto entre n, e n,. Para

calcula-lo, vamos utilizar um argumento geométrico extremamente simples®’.

Podemos escrever o modulo da velocidade de fase da onda extraordinaria
comoc =4/c. +c; , onde as componentes c,, representam a velocidade na

dire¢do de cada eixo cristalino. Assim, temos que:

2 .2 2 )
oo ¢, cost N cysin@ —¢, cosd N sin@ (3.56)

n, n, n, n

a

onde ¢, ¢ a velocidade da luz no vacuo. Definindo-se n, = ¢,/c, obtemos:

n, = ! (3.57)
sin’ @ N cos’ 0
n; np

Essa expressdo confirma que todos os valores de indice de refragdo

intermedidrios entre n, e n, podem ser obtidos com uma escolha adequada do

angulo 4.

% A nomenclatura “ordinaria” e “extraordinaria”, embora tenha surgido para cristais
uniaxiais, pode ser estendida para aplicar-se a cristais biaxiais utilizando-se a definicdo acima.
Para maiores informagdes sobre propagacdo de ondas eletromagnéticas em meios cristalinos,
consulte, por exemplo, [34].

47 ~ . .- . . ..

A demonstragéio a seguir tem o mero objetivo de fornecer um ponto de vista intuitivo ao

problema. Para uma dedu¢@o mais formal e completa, ver [34] ou [35].
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Apesar da simplicidade dessa solugdo, é sempre preferivel realizar o
casamento de fase sem utilizar angulos obliquos, se possivel. A razdo para isso ¢
a existéncia do conhecido fendmeno de walk-off do vetor de Poynting: se uma
onda se propaga numa direcdo diferente de uma direcdo cristalografica principal,
ela sofre um desvio dentro do cristal. Como sera mostrado na secao 3.5, esse
efeito pode causar distor¢dao do sinal de soma de freqiiéncias, e portanto deve ser
evitado. Desta forma, ¢ preferivel restringir a polarizacdo do maior niimero
possivel de ondas a eixos principais, isto ¢, realizar o0 maior nimero possivel de

ondas ordinarias.

3.4.2.
Quasi-Casamento de Fase

Por defini¢do, o casamento de fase via birrefringéncia exige que haja pelo
menos uma onda com a polarizagdo ortogonal as demais. Se inspecionarmos 0s

tensores d;;, no entanto, vemos que as componentes de maior valor — ou seja, que

correspondem a maior ndo-linearidade — sdo aquelas que acoplam modos de
mesma polarizagdo. Isso ¢, de certa forma, intuitivo — parece ser muito mais
“facil” para um material acoplar duas ondas nas quais o campo elétrico oscila na
mesma direcdo. No casamento de fase via birrefringéncia, esses termos do tensor

d, se encontram indisponiveis.

Além disso, existe uma outra desvantagem no casamento de fase
birrefingente: se ndo existir casamento ndo-critico, isto €, se ndo for possivel
restringir todas as ondas a eixos cristalograficos, o efeito de walk-off pode
distorcer o sinal resultante.

Existe uma forma de resolver os dois problemas acima ao mesmo tempo, e
essa forma ¢ chamada de quasi-casamento de fase (QPM, Quasi Phase
Matching). Trata-se de uma idéia muito engenhosa, e que pode ser entendida

observando-se a integral da equacao (3.39), que pode ser reescrita da forma [36]:

4,(L) o [ e (3.58)
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onde a integral pode ser interpretada como uma superposi¢do de ondas
geradas em fatias infinitesimais do cristal, como foi assumido anteriormente.

iAkx
e J

Observe, no entanto, que 0s termos sdo numeros complexos de moédulo 1 e

dire¢do variavel; discretizando a integral para fins de visualizagao, teriamos:

N
J’ejAkxdx ~ zejAk(i—l)dxgx (3.59)

i=1
onde L=Nox. Se Ak =0, todas as parcelas da soma sdo colineares e
(3.59) obtém o maior valor possivel, como mostra a figura 15(a). Se Ak # 0, cada

fasor forma um pequeno angulo com seu antecessor, de forma que a situagao da

figura 15(b) ¢ encontrada.
A T o

\
|
;

(a) (b) ()

Figura 15. (a) Fasores em fase (Ak = 0); (b) Soma de fasores com Ak = 0 para x = /;

(c) Idem para x = 2/,

Observe que, apds um certo nimero de fasores na soma (3.59), acumular-se-
4 uma diferenca de fase 7 entre o atual e o primeiro fasor. A resultante da
integral, nesse momento, atinge seu maior valor possivel, € o comprimento do
cristal correspondente a essa fase ¢ normalmente chamado de comprimento de

coeréncia e representado por [, = 7/Ak . Se continuarmos adicionando fasores da

mesma forma, chega um momento no qual a fase acumulada ¢ 27 e a resultante ¢

nula. Isso ocorre para x = 2/, e esta ilustrado na figura 15(c).
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A idéia do quasi-casamento de fase ¢ a seguinte: se fosse possivel

introduzir uma fase 7 exatamente nas distancias multiplas do comprimento de
coeréncia, a resultante apds 2/, ndo mais serd nula! Isso pode ser realizado na
pratica através da técnica de ‘“polarizagdo periddica”, na qual um eletrodo
periddico ¢ aplicado ao cristal em seu processo de fabricagdo de forma que, a cada
espagcamento /., o sinal do coeficiente ndo-linear d; ¢ invertido, como mostra a
figura 16(a). Pela figura 16(b), ¢ possivel ver que a razdo entre o coeficiente
assim obtido e o coeficiente ndo-linear efetivo ¢ dado pela razdo entre cada semi-

perimetro e cada diametro dos semi-circulos, ou seja,

d
orm _2D _2 (3.60)
a’eﬁr D

Na pratica, d,p,, € ainda menor pois a polarizagdo periddica pode possuir

imperfei¢des. Por isso, o valor em (3.60) ¢ visto como o “melhor caso”.

21,
(a)

N

Figura 16. Quasi-casamento de fase. (a) Estrutura periodicamente polarizada;

(b) Diagrama de fasores, no qual ha inversdo de fase a cada semi-periodo.
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A sec¢do seguinte utiliza alguns conceitos do casamento de fase para elaborar
uma expressao mais realista para a equagdo de onda, utilizando feixes gaussianos

ao invés de ondas planas.

3.5.
A Teoria de Boyd-Kleinman para Feixes Gaussianos

De um ponto de vista puramente pratico, ondas planas nio existem (de fato,
para existirem, precisariam se estender por toda infinitude do espago e tempo!).
Ao invés de ondas planas, os feixes que serdo utilizados na pratica provém de

. . . 48
lasers e, portanto, podem ser aproximados como feixes gaussianos , que
necessitam de uma abordagem diferente. Para se convencer de que as expressdes
(3.43) e (3.50) nao sdo validas para ondas espacialmente confinadas, observe que,

de acordo com qualquer uma dessas expressOes, a intensidade /; aumenta

conforme /, e /, aumentam. No entanto, para feixes altamente colimados com

uma certa poténcia finita, as intensidades sé sdo limitadas pela difracdo, e isso
sugeriria que deveriamos focalizar o maximo possivel os feixes no interior do

cristal, conforme mostra a figura 17(a).

\w/ ~—
s U i
(a) (b)

Figura 17. (a) Focalizagao forte; (b) Focalizagao fraca

Observe que, quanto maior a focalizacdo, mais rapidamente os feixes irdo
difratar, o que diminui o comprimento efetivo do cristal, isto €, a distancia na qual

ocorre interacdo. Porém, ainda de acordo com (3.43) ou (3.50), /; aumenta com

o aumento do comprimento de interagdo L, o que aparentemente sugere o

* Isso nem sempre é verdade, mas a aproximagdo por feixes gaussianos ¢é, de qualquer
forma, muito mais proxima da realidade do que o tratamento fornecido na segdo anterior para

ondas planas.
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contrario: se os feixes forem fracamente focalizados, poderdo interagir ao longo
de uma distancia maior, conforme a figura 17(b).

Aparentemente, a solugdo para o problema se encontra em algum lugar entre
os dois extremos, mas ndo temos condigdes de saber exatamente onde. Ou seja,
apesar de nos fornecer a intuicdo correta, as equagdes para ondas planas ndo sdo
capazes de nos dizer como fazer para maximizar a poténcia do sinal de soma de
freqiiéncia. Boyd e Kleinman atacaram esse problema em 1968 para o problema
de geracdo de segundo harmdnico, que pdde ser facilmente estendido para o caso
mais geral de soma de freqiiéncias [33,34]. Os dois casos serdo separadamente

analisados. Ambos seguem a mesma linha de raciocinio de [36].

3.5.1.
Analise para SHG

O motivo de iniciarmos com SHG ¢ muito simples: so existe um feixe
focalizado no cristal ndo-linear. Assume-se que ele ¢ gaussiano, isto ¢, possui um

campo elétrico dado por:

E,(r,z,t)=E, Do_gze /@) gog [0t —kyz+P(r,z)+ D(z)] (3.61)

o)

onde o, € o coeficiente de atenuagdo e os demais termos tomam suas

r

definicdes usuais®. A abordagem de Boyd e Kleinman para o problema ndo é
muito dificil de ser entendida, e pode ser visualizada na figura 18. A idéia ¢
dividir o cristal em fatias infinitesimais de espessura dz, nas quais a fundamental
interage com o cristal e gera luz no segundo harmonico. Cada contribuigdo de
cada fatia se propaga até um plano de observacao, no qual fazemos a superposicao

entre todas elas.

* Ver o Apéndice B para maiores informagdes sobre feixes gaussianos.
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Slice A Slice B
SH ContributionFrom Slice A

SH CoentributionFrom Slice B
|

Funidamental

| Superposition Of Contributions
From All Slices
wolz) ‘ |
-

'\:M“-..__&
N R ] ® |

X .Tr
z=0 iz z=]

Observation Plane

Figura 18. Analise de Boyd-Kleinman para feixes gaussianos. Figura obtida de [36].

Observe que, na figura 18, a luz no segundo harmoénico nao se propaga na
direcdo do eixo z, mas na verdade em uma dire¢do que forma um angulo p com o
mesmo. Esse angulo ¢ o walk-off birefringente que foi introduzido na sec¢do 3.4.
Ele surge do fato que essa analise assume um casamento de fase birrefringente do
tipo I, no qual as ondas fundamental e segundo harmonico sdo polarizadas em

. - . .50 . - - . ,
diregdes ortogonais entre si” . Dessa forma, o vetor polarizagdao ndo-linear ¢ dado

por (3.13)°":
~(p ~ 2
P — 250, [E)] (3.62)

A diferenca entre (3.62) e a aplicagdo anterior de (3.13), isto ¢, a expressao
(3.26), esta simplesmente no fato do campo elétrico ser descrito, respectivamente,

por uma onda gaussiana e por uma onda plana. Enquanto a representacio

matematica de £@) ¢ simples para ondas planas, ele assume nesse momento a

(complicada) forma dada por:

0 A analise de Boyd-Kleinman, no entanto, aplica-se a todos os casos de casamento de
fase. Em casos de casamento nio-critico, como o QPM, basta utilizar p = 0.
> Na verdade, a equagio (3.13) também foi derivada levando-se em conta uma interagio do

Tipo I, embora isso ndo tenha sido comentado de forma tdo explicita.
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rZ

E@)(r2)= B0 27 L af0eid) v (3.63)

4,22(2—]():1(2—]() (364)

b maog

foi definido para tornar a expressao mais compacta. Observe que esse € um
feixe gaussiano cuja cintura se encontra no ponto z = f (onde a notacdo f sugere

que uma lente sera utilizada para focalizar o feixe em algum ponto do cristal).

Substituindo (3.63) em (3.62), obtemos uma expressao para Pl@) Usando

a equacao (3.12), obtemos:

~ 272
. 2 - =
dE3 — _&e]Akzd - ﬂe—alz 1 1 e wg (1+j§) (3.65)
dz 2n3 T2 1+ /¢ 1+ j¢

Observe que o termo entre colchetes de (3.65) descreve o formato gaussiano
do pacote de energia no segundo harmdnico gerado em um elemento infinitesimal
dz do cristal. Queremos, neste momento, calcular a contribui¢ao desse incremento
no campo total medido por um observador no plano de observagdo mostrado na
figura 18°%. Devido ao walk-off, ocorre um deslocamento p(L - z) na coordenada

x, de modo que o pacote de onda gerado em (x, y,z) contribui na detec¢do em

(x',y',z‘) = (x + p(L - z),y,z). Desta forma, temos que:

dE3 (r', z') B Jk;

E_g _alzeiﬁuiz) 1

_ JAkz %
dz 2n32e G 2 ¢ 1+ /¢
o (3.66)
o exp{—z{[x'—p@-z)] +[y] }}
s P .
1+ ¢ o; (1+j¢")

32 Supde-se que o observador encontra-se em um meio de mesmo indice de refragdo, de

modo que os efeitos de refracdo podem ser desprezados.
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onde ¢'=2(z'-f)/b e o termo exp(—a;(L—z)/2) foi introduzido para

levar em conta a atenuacdo do pacote de onda ao se propagar do ponto onde ¢é

criado até o ponto de observacdo. Nesse momento, podemos integrar (3.66):

N 2 7&LL —az _ jAkz
Br)=fha, e [0

3d 2
236”2 1+ j&

U [-ofvple -2 +[vF]
X{Hj;'exp{ ;;(H,g) m

onde o =a, —a;/2. Fazendo agora o ponto de observacdo a uma distancia

(3.67)

infinita do cristal (z'— o), € possivel mostrar que a expressao (3.67) se reduz a:

B 2 o L —az jAz 4juBs
E(r,2)=- s deff o122 +2) J’ e e ¢ & (3.68)
22 Y a0¢ SR

onde foram definidos

:w _V P 3.69
@G . a’og"ﬂ & (369

Definindo agora

ab bAk L, (L-2f)
K= —, — 5 + 4 = — = 3.70
5 o 5 o'=c+4pu, &= b 7 (3.70)
o 2z f)
e fazendo a mudanga de varidveis ¢ = PR a integral de (3.68) pode

ser escrita como:

L —az jAkz 4jups &(+u —Kg jo'¢
e “e .e ds = b o oI J’ e. d¢ (3.71)
0 I+ j¢ 2° ~5(1-u) +ije
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Substituindo em (3.68) e fazendo /; = |E3|2 / 21, , obtemos:

2
&(1+u) e—ngjo”(

J

]3( ' .): ]‘32 2 E4 e—a;Lef4(lfj§')(u2+v2)b2ﬂ_2672af
~&(1-u) I+Jje

. 4
8773 3 ﬂ(

(3.72)

Para encontrarmos a poténcia total, integramos a intensidade sobre a area

para obtermos a expressao:

P, = 321 ks def, s e “tE (o, B, E, ) (3.73)
;s n

onde a'=a,+a;/2 e a fungdo h(a, 5, /c,f,,u) ¢ chamada de integral de

recobrimento de Boyd-Kleinman ou ainda fator de focaliza¢do de Boyd-Kleinman,

dada por:

2
1+/1 —Kg i(o+4pu)
j el g

du (3.74)
) 1+ &

o o) 25

Na situacdo na qual a eficiéncia do processo ¢ maxima, ndo ha perdas no

cristal (a = 0) e, pela simetria do problema, podemos considerar que o feixe ¢
focalizado no centro do cristal (f = L/2). Dessa forma, x = =0 e s restam 3

parametros para analisarmos. Define-se:
h(o,B,&)=hlo, B£2,0,£,0) (3.75)

onde B =p./Lk /2: ,B\/E ¢ um parametro constante para um dado

experimento, ja que os termos L, k, e p sdo fixos. Nosso objetivo ¢ determinar o
valor maximo de /4, que deve ser encontrado variando-se £ e o . Destes dois, 0

primeiro ¢ o mais simples de ser alterado, pois ele depende apenas do quanto

focalizamos o feixe. Portanto, para cada valor de &, calcula-se o para
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maximizar /, cujo valor maximo escrevemos como #, (B,&)=h(o,,B,&). A

figura 13 mostra graficos de £, (B, & ) para diferentes valores de B.

[t T AR I B A

Figura 19. Fator de focalizagdo de Boyd-Kleinman em fungéo do grau de focalizagéao

para diferentes valores de B. Figura obtida de [37].

Observe pela figura que, para cada valor de B, existe um unico valor de &
que maximiza %, (B,£). Chamamos esse valor de &,. Fazendo algumas

simplificagdes em (3.73) e considerando, portanto, que as perdas sdo desprezivesis,
a maxima poténcia de segundo harmonico pode ser escrita em fungdo das recentes

defini¢des como:

max

2 72

2
R’ h,(B,&,) (3.76)
EgcAnzm

A expressao (3.76) nos fornece alguns resultados importantes: vemos que a
poténcia de sinal de 2° harmonico ¢ proporcional ao comprimento do cristal ndo-
linear e ao quadrado do coeficiente ndo-linear do material. No caso especial no

qual B =0 (auséncia de walk-off), observe pela figura 19 que #,,, (O) = 1.068 e
que esse valor ocorre para &, =2.84, ou seja, quando o parametro confocal ¢

dado por:
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L
b=—+ 3.77
2.84 3.77)

A expressdo (3.77) é chamada de condi¢do de mdxima eficiéncia de
conversdo. Note que, em situacdes onde ha walk-off (B > 0), o valor ideal de & ¢

menor, assim como o valor maximo de /. E interessante perceber que, mesmo na
melhor situagdo possivel, Ak # 0, o que pode parecer estranho a primeira vista

pois contraria a nossa intui¢do desenvolvida com ondas planas.

3.5.2.
Analise para SFG

A situagdo se complica bem mais quando existem duas ondas na entrada do
cristal que interagem para produzir uma terceira. E facil perceber o motivo: a
presenga de dois feixes implica na existéncia de duas distdncias focais, dois
parametros confocais, etc. Entretanto, muito da intuicdo adquirida no caso de
SHG também se aplica no caso mais genérico de SFG. E possivel mostrar’ que a
expressdo para a poténcia maxima de sinal convertido, supondo que as perdas no

cristal ndo-linear sdo despreziveis, ¢ dada por:

242
max 32x deffL

Pr=ryw PP, -h,(k,B,&,.5,,) (3.78)

Nao ¢ dificil perceber que (3.78) ¢ uma generalizagdo de (3.76). A principal
diferenga estd na definicdo da integral de recobrimento /%, , que agora precisa

levar em conta a presenca de dois feixes. Os pardmetros da fungdo sdo dados por:

12
k:i; p=Fr LM ;é:£ (3.79)
2 2 b,

3 A demonstracio das expressdes a seguir se encontra além do escopo dessa tese. Para
uma explicacdo detalhada sobre a interacdo de dois feixes gaussianos no contexto de SFG, ver a

referéncia [38], de onde foram extraidas as figuras 20 e 21.
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Mais uma vez, B pode ser encarada como uma constante em um dado
experimento, assim como k. Os Unicos pardmetros que podemos variar sdo os &,
cujos valores correspondentes & maxima poténcia de soma de freqiiéncias sdo
chamados de &,,. A expressdo para h,(k,B,&,,,&,, ) sera omitida™; no entanto,

as figuras 20 e 21, abaixo, mostram resultados obtidos por métodos numéricos

contendo todas as informagdes de interesse, incluindo a dependéncia de B ¢ k.

g _ £
=lm — =2m 1

10

20

Figura 20. Os valores de &, (3 curvas inferiores) e &,,, (3 curvas superiores) para

diferentes valores de k, em funcdo de B. Figura obtida de [38].
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. o

.‘3
o

Figura 21. Valor maximo do fator de focalizagao em fungéo de k e B. Obtida de [38].

> Assim como (3.74), a integral de recobrimento para SFG néo possui solugio analitica.
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Muitas informagdes podem ser extraidas das figuras 20 e 21. Podemos
resumi-las da seguinte forma: se B = 0 (auséncia de walk-off), os feixes devem
ser focalizados da mesma forma que no caso de SHG, isto ¢, satisfazendo

& = Som = 2.84. Nesse caso, também ¢é obtido o resultado 4, =1.068. Porém,

se B#0, cada feixe deve ser focalizado de uma forma distinta, ¢ a poténcia
maxima obtida sempre sera inferior ao caso de auséncia de walk-off. E curioso
notar que, quanto maior o valor de & (ou seja, o qudo mais distante em freqiiéncia
estiver o sinal de bombeio com relacdo ao sinal de entrada), maior ¢ a diferenca
entre os fatores de focalizagao.

Podemos, nesse momento, definir a mdxima eficiéncia de conversdo como:

max _

327%d2, L
NsrG = J P‘hmm(kaB) (3.80)

ol

Onde h,, (k,B)=h,(k,B,&,,.&,,) pode ser determinada com o auxilio da

figura 21. Observe que, assim como na primeira aproximagao para ondas planas,
ndo foi levada em conta a deplecdo de P, de forma que, aparentemente, (3.80)

pode atingir valores infinitos. No entanto, essa expressdo ¢ uma boa aproximagao

para situagdes nas quais a eficiéncia ¢ inferior a 10%.

3.6.
Geragao de Soma de Frequiéncias de um ponto de vista quantico

Até agora, todos os resultados encontrados utilizaram conceitos puramente
classicos, isto ¢, a radiacdo eletromagnética sendo considerada apenas como um
fenomeno ondulatério. No entanto, visto que estamos interessados na contagem
de fotons — entidades quanticas por defini¢do — ¢ importante discutirmos os
fendmenos nao-lineares levando-se em conta a quantizagdo do campo eletro-

magnético.

3.6.1.
Consideragoes fundamentais

Talvez a pergunta mais fundamental que podemos fazer nesse momento ¢é:

como podemos descrever, de um ponto de vista quantico, o fenomeno de geracao
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de soma de freqiiéncias (SFG)? O ponto de partida para a resposta a essa pergunta

encontra-se ilustrado pela figura 22.

e)

ho,
1 ho,

ho,
— g}

Figura 22. Diagrama de energia para o processo de SFG.

Na descricao esquematizada na figura 22, o meio ndo-linear ¢ considerado

um aglomerado de 4tomos que representamos como sistemas quanticos de 2

roo s ’ r : 55 4
niveis: um nivel fundamental |g> e um nivel excitado |e> . Quando o atomo

encontra-se no nivel fundamental e os fotons de entrada, de freqiiéncias o, ¢ ®,,

encontram-se presentes, existe uma probabilidade de que eles sejam simultanea-
mente absorvidos e o d&tomo “pule” para o estado excitado. E evidente que, para

que isso ocorra, a condi¢do
ha, +hao, = E(e)- E(g) (3.81)

deve ser satisfeita, onde E(e) ¢ a energia do estado excitado e E(g) a energia
do estado fundamental. Apds um certo tempo de vida 7, o atomo tende a retornar
ao estado fundamental, emitindo um f6ton de energia igual a diferenca de energia

de seus niveis. Ou seja,

hoy, =ho, + ho, (3.82)

> O estado excitado ¢, na verdade, um nivel virtual, que ndo ocorre no atomo isolado.
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A expressdo (3.82) é chamada de condi¢cdo de conservag¢do da energia. Se

cancelarmos o termo 7, recuperamos a familiar expressdo w; =, +@,, que

representa o fendmeno de soma de freqiiéncias.
Além da conservacao da energia, sabemos que o processo ilustrado na figura
14 também deve satisfazer a conservacdo do momentum. Por essa razao, ¢é

também necessario que

1k, =1k, + 7k, (3.83)

seja satisfeito. Observe também que, cancelando 7, considerando uma
situacdo na qual os 3 fotons propagam-se na mesma direcdo e usando a definicao

Ak =k, + k, — k5, (3.83) pode ser rescrita como

Ak =0 (3.84)

que ¢ exatamente a condi¢do de casamento de fase. No entanto, vimos na
secdo 3.4 que Ak pode ser diferente de zero, as custas de perda de eficiéncia (no
caso de ondas planas) ou mesmo como condigdo necessdria para maxima
eficiéncia (no caso de feixes gaussianos). No caso dos feixes gaussianos, ¢
importante lembrar que, devido ao principio da incerteza de Heisenberg, os fotons
ndo possuem um valor definido de momentum, ja que o feixe encontra-se
localizado no espago. Para as ondas planas, embora teoricamente (3.84) deva ser
rigorosamente satisfeito, um pequeno Ak #0 ¢ admissivel pois ele pode ser
compensado, por exemplo, por vibragdes da rede cristalina (ou seja, pela emissao

de um f6non), de forma que o0 momentum total ¢ conservado.

3.6.2.
Eficiéncia quantica de conversao

Supondo, portanto, que as condigdes de conservacdo de energia e
momentum sdo satisfeitas, existe uma certa probabilidade de que ele ocorra. Na

realidade, estamos interessados no caso em que o sinal em @, pode ser

considerado um campo classico, de forma que o efeito de deplecdo dos fotons de
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energia fiw, possa ser desprezado®®. Isto é, estamos interessados na probabilidade
de um foton isolado que incida sobre o meio ndo-linear, de freqiiéncia @, seja
convertido em freqiiéncia para @, = @, + w,. Essa probabilidade de conversdo
pode ser definida como a razdo entre as taxas de fotons na entrada (freqiiéncia )

e saida (freqliéncia ;) do cristal ndo-linear, que pode ser calculada como:

R/(he) Ro 59

NsrG =

onde P; ¢ a poténcia do sinal na freqiiéncia @,. Observe que (3.85) impde
um limite natural para a poténcia que pode ser obtida pelo processo ndo-linear,
pois, no melhor dos casos, todos os fotons em @, sdo convertidos em freqiiéncia.
Isso corresponde a 77g:; <1 e, portanto, P, < B(w;/@,). Esse resultado ¢, mais

uma vez, uma mera conseqiiéncia do principio de conservacao de energia.
Usando o resultado obtido para feixes gaussianos na expressdo (3.70),

podemos escrever (3.76) como:

242
327 deﬁ,L

P,-h,, (k,B 3.86
pers it (k,B) (3.86)

Nsre =

onde h,, (k,B)~1 no caso de ndo haver walk-off. A expressio (3.86) é o

resultado mais importante desse capitulo e sera utilizada para estimar os maximos

valores de eficiéncia que podem ser obtidos nos projetos de contagem de fotons.

% Devido & baixa eficiéncia dos processos ndo-lineares dessa tese, podemos também

ignorar a deplegdo dos fotons em @, conforme a analise de Boyd-Kleinman.
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3.6.3.
Descrigao quantica do processo de SFG

Apenas a titulo de completitude®’, essa se¢io tem como objetivo brevemente
explicar como podemos modelar o processo de soma de freqiiéncias usando a
fisica quantica. Dado que a descri¢do quantica deve representar um processo que
envolve 3 modos distintos, correspondentes as 3 freqiiéncias envolvidas, ¢ natural
que ela utilize um espaco de Hilbert de 3 dimensdes, com um vetor de estado

representado por
|‘P>=|n1>®|n2>®|n3>E|nl,n2,n3> (3.87)

onde n; representa o numero de fétons no modo ;. O processo de soma de

freqiiéncias deve envolver uma transformacgdo unitaria que seja capaz de realizar a

transformagao

1,1,0) -

0,0,1) (3.88)

na qual os fotons em @, € @, sdo destruidos para dar lugar a cria¢do de um
novo féton em w;, exatamente como vimos anteriormente nas relagdes de

Manley-Rowe. Tal processo pode ser descrito pelo seguinte Hamiltoniano:
> 1
H= Zha}i(&f&i " Ej +nglarasa, + aaral) (3.89)

Nesta expressdo, g; ¢ o operador de aniquilagdo em ®; e a constante real g,
chamada de constante de acoplamento, inclui o coeficiente ndo-linear d; .

Observe que o primeiro termo de (3.89) representa a energia de um oscilador

harmoénico quantico, enquanto o segundo termo ¢ o hamiltoniano da interacdo em

7O contetido dessa segdo ndo é necessario para a compreensio do restante da tese e foi

deliberadamente resumido. Para maiores detalhes sobre esse assunto, ver [39].
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questdo, que envolve a destrui¢cdo de um foton em @, e a criagdo de dois fotons

. 58
em @, ¢ w,,juntamente com O Processo reverso™ .

Para verificarmos que (3.78) ¢ capaz, de fato, de descrever a transformagao

de (3.77), € preciso solucionar a equacdo de Schrodinger, dada por:

oY
h— = HY 3.90
Jh= (3.90)
E possivel mostrar [40] que, para a condigdo inicial |‘I’(O)>: 1,1,0>, a
solucao de (3.90) ¢ dada por:
[¥(¢)) = cos g#[1,1,0) + jsin g7]0,0.,1) (3.91)

Portanto, fazendo gf=x/2, obtemos o resultado desejado. A varidvel ¢

representa, nesse caso, o tempo de interacao entre os fotons € o meio ndo-linear.

** Devido a reversibilidade do processo, (3.78) descreve o mesmo Hamiltoniano do
processo reverso a soma de freqiiéncias, no qual um foton ¢ espontanecamente convertido em dois
fotons de menor freqiiéncia (energia). Esse processo é chamado de spontaneous parametric down-

conversion e ¢ largamente aplicado na area de comunicagdes quanticas.
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