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4
Nés Legendreanos

De agora em diante M denotara uma variedade orientada de dimensao
3. Nesse capitulo trataremos os nés legendreanos em uma variedade M dando

destaque ao caso M = R3.

4.1
Conceitos Basicos

De agora em diante vamos considerar apenas os nés que sao imersoes.

Definigao 4.1.1 Seja r : S' — M um nd na variedade de contato (M,E).

Dizemos que k € um né legendreano na variedade de contato (M,§) se
F(t) € Euwy, VL E St

Se K ¢ a imagem de k, entdo equivalentemente K € legendreano se
T,K C&, VpekK.

Embora nosso interesse seja pelos nos legendreanos, convém mencionar-
mos aqui a definicao de né transverso. Um né suave x : S' — M3 numa
variedade de contato (M, &) é dito nd transverso se £(t) é transverso a £ em
todo ponto (). Se K é a imagem de k, entao equivalentemente K é transverso
se

T,K®¢ =T,M, Vpe K.

Definigao 4.1.2 Sejam kg, k1 : S' — M nds legendreanos e I = [0,1].
Dizemos que kg e k1 sdo isotopicos por isotopia legendreana se existe
uma isotopia h : S* x I — M entre ko e k1, onde hy : S' — M é um né

legendreano para cada t € I. Neste caso h chama-se isotopia legendreana.

Observemos que se K e K; sao as imagens dos nés legendreanos kg e
k1 respectivamente, entao kg € k1 sao isotopicos por isotopia legendreana se,
e somente se, existe uma familia continua {K;};c; de nds legendreanos que
comeca em K e termina em K e, além disso, o campo de vetores tangentes é

nao singular e varia continuamente.
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Definicao 4.1.3 Sejam K, e K; nos legendreanos em M. Dizemos que K e
K, sao isotopicos por contato se existe uma familia continua de difeomor-
fismos {¢y : M — M }ieq tal que ¢y € um contatomorfismo, ¥t € I, ¢g = id e
&1 (Ko) = K.

Teorema 4.1.4 A classificacdo de nos legendreanos por isotopia de contato €

equivalente a classificagao por isotopia legendreana.

Prova. Sejam Kj e K nds legendreanos numa variedade de contato (M, £).
Se Ky e K sao isotdpicos por contato, entao existe uma familia {¢;} como na
definicao .13l Fazendo K; = ¢;(Kj), temos que

Loy Ki = Tpdu(Ko) = Den(TpKo) € Dy(&p) = &, ¥ € Ko

Assim obtemos uma familia {K;} de nés legendreanos que comega em Kj
e termina em K. Reciprocamente, se k; é uma familia continua de nds
legendreanos em (M, €) que comega em ko e termina em kp, entdo existe
uma familia continua de difeomorfismos ¢, : M — M, t € [0,1], tal que
o1 (Ko) = K;. Além disso, é facil fazer com que ¢;(¢|x,) = £|k,, pois podemos
girar o campo normal aos nés de modo que os planos de contato sejam
preservados. Consideremos & = ¢;(€); temos que {&} é uma familia a um
parametro de estruturas de contato, com & = & ao longo de K. Pelo teorema
de Gray (teorema [B2.20) existe uma familia de difeomorfismos 1, tal que
Vi(&) = &o e iy 6 aidentidade em Ky. Tomemos f; = ¢; o 1;. Note que

ft*(50) = ¢t*<¢:(§o)) - ﬁ(ft) = 0.

Assim f;, para t € [0,1] é um contatomorfismo de & = £. Além disso,

ft 0Ky = @ 0 Ky = K. [l

Agora nos limitaremos a estudar o caso em que M = R?® com estrutura
de contato canodnica &.,,. Existem duas motivacoes para nos limitarmos a
esse caso. A primeira delas é que toda variedade de contato de dimensao 3 é
localmente “parecida” com (R3?,&.,,). Esse fato segue do teorema de Darboux
visto no capitulo anterior. E a segunda se da pelo fato de podermos definir

projecoes que vao nos ajudar a entender melhor os nés legendreanos.

4.2
Projecoes Frontal e Lagrangeana

Seja K um né legendreano na variedade de contato (R?,&.qp), isto é, K

¢ um né em R? tal que a campo de vetores tangentes a K esta em &.qp,.
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Figura 4.1: Projecao frontal do né trevo legendreano.

Consideremos x : S! — R3 uma parametrizacio do né legendreano K
definida por:
R(t) = (x(t), y(t), 2(1)) (4-1)
e suponhamos que & seja uma imersao de classe C*.

Como K é um né legendreano temos que K é tangente a &.,,. Dal

f(t) € Eean((1)),
mas &qqn = ker(dz — ydx). Assim
(1) — y(1)i(t) = 0 (42
Definicao 4.2.1 Seja 7r : R* — R? a projecdo definida por
mr(2,y,2) = (2, 2).
A imagem wp(K) é chamada projegao frontal de K.

Consideremos K, : S — R? definida por

Frp = (mp 0 6)(1) = (2(1), 2(1))-

Embora x seja uma imersao K, nunca sera uma imersao, pois caso K

fosse uma imersao x(t) seria monétona, mas x(t) é periédico.

Definicao 4.2.2 Dizemos que k € genérico se k., € uma projecao reqular

(vide def. [2.21) e o conjunto
S={tes; i(t) =0}

¢ discreto e além disso, &(t) # 0 para todo t € . Os pontos (z(t),y(t), z(t))

tais que ©(t) = 0 sao chamados pontos cuspides.
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Figura 4.2: Mudanga de um arco legendreano onde i(t) = 0.

Observacao 4.2.3 Ezistem nds legendreanos tais que ©(t) = 0 para t perten-
cente a algum intervalo aberto. Neste caso, podemos fazer com que a cuspide
figue “mais pontiaguda” (ver figura [{.2). Isso pode ser feito por isotopia leg-
endreana no arco, onde (t) = 0. Assim para uma imersio genérica que €
um merqgulho suave em R? podemos fazer com que @(t) = 0 apenas em pontos

isolados, de modo que mestes pontos I # 0.

Lema 4.2.4 Seja k: St — R? um nd legendreano genérico. Entdo k pode ser

reobtido de sua projecao frontal k.. (t) = (z(t), 2(t)).

Prova. Para t € S! tal que z(t) # 0, segue da equagao ([4=2) que

e para ty € S! tal que z(ty) = 0 fagamos

to) = lim —=.

y( 0) ti{% Jf(t)
Esse limite existe pela regra de L Hospital, pois #(ty) # 0. Segue disto e da
observagao 423 o resultado. O

Teorema 4.2.5 Todo né em M? pode ser C° aprozimado por um nd legen-
dreano isotépico por uma isotopia C°-pequena. Em particular, existem nds

legendreanos que representam qualquer no topologico.

Prova. Seja k(t) = (z(t),y(t), 2(t)) um né em R3 e seja ki, = (z(t),2(t)) a
projecao frontal de k. Para encontrarmos uma aproximacao C° do né dado

precisamos apenas encontrar um né cuja projecao frontal nao tenha tangentes
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Figura 4.3: Aproximacao C° por um arco legendreano.

verticais, que possua pontos cuspides isolados e que o coeficiente angular da
projegao frontal no tempo ¢ seja C°-préximo de y(t). Se k ¢é legendreano no
intervalo (a,b) podemos tomar a aproximacao de k., como sendo a propria
projecao de K, no intervalo (a, b). Desta forma o levantamento legendreano de
Krp coincide com o levantamento de . Caso x nao seja legendreano no intervalo
(a,b) podemos aproximar a projegao deste né num subintervalo fechado de
(a,b), como mostra a figura Utilizando esse procedimento em cada arco
da projecao do né dado obtemos uma projecao com as caracteristicas descritas
anteriormente.

Agora usamos o procedimento descrito na prova da proposicao [L.2.4] para
reobtermos o né legendreano C°-préximo e isotépico ao né original.

Segue pelo teorema de Darboux que localmente todas as estruturas de
contato tem comportamento semelhante ao comportamento da estrutura de
contato &, em R®. Logo o resultado é valido para qualquer variedade de
contato (M3, ¢€).

O

Podemos adaptar os movimentos de Reidemeister de nés topolégicos para
o contexto dos nés legendreanos (veja figura 4] que mostra os movimentos
legendreanos de Reidemeister na projecao frontal no plano xz).

Vale observarmos aqui que sao permitidos reflexoes. Por exemplo o
movimento ilustrado na figura ¢ uma reflexao do segundo movimento de

Reidemeister apresentado na figura [2.4]

Teorema 4.2.6 ((Sw))) Sejam K e K’ dois nds legendreanos genéricos. Os
nos K e K' sao isotopicos por isotopia legendreana se, e somente se, a projecao

frontal de um pode ser obtido do outro por um numero finito de movimentos
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Figura 4.4: Movimentos Legendreanos de Reidemeister.
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Figura 4.5: Reflexao do segundo movimento de Reidemeister.

legendreanos de Reidemeister e isotopias planares que nao admitem tangentes

verticais.

Seja K um no6 legendreano orientado. Na projecao frontal de K dizemos
que um cruzamento é positivo se com respeito a orientagao de K os dois
arcos cruzam a reta vertical na mesma direcao. Caso contrario dizemos que
o cruzamento é negativo (veja figura [1.0)).

Na projecao frontal chamaremos de ciispides subindo e ctispides descendo
as cuspides da figura L7 respectivamente. Observe que a reta tangente numa

cuspide nao precisa ser necessariamente horizontal.

Definigao 4.2.7 Sejam K um nd legendreano em (R3, €.y e i R3S — R? g
projecao definida por wp(z,y,z) = (z,y). Chama-se projegao lagrangeana

a tmagem mp(K).
Considerando K parametrizado como na férmula ([4=I]) temos que
fir, (1) = (2(1), y(1))-

Ao contrario da projecao frontal a projecao lagrangeana sempre pode ser

parametrizada por uma imersao. Isso é o que garante a seguinte:
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Flgura 4.6: Cruzamentos positivos (em cima) e cruzamentos negativos (em

<<

Figura 4.7: Cuspides subindo e cuspides descendo.

Proposicao 4.2.8 Seja k : S' — R3 um nd legendreano. Se k é uma imersao,
entao sua projecao lagrangeana k., € uma imersao. O no K pode ser reobtido

(a menos de transla¢ao vertical) de Kk, por

Prova. Da equagao (4=2) temos que se &(t) = 0 entdo 2(t) = 0. Do fato de
ser uma imersao segue que Y(t) # 0. Assim K, é uma imersao. Vamos obter

z(t) integrando a equagao

Dai segue o resultado. 0

Note que podemos escrever

t t
2(t) = z(to) + / Z(t)dt = z(tg) +/ y(t)z(t)dt.
to to
Como K, é uma curva fechada no plano zy tem-se fﬁ ydr = 0 e a
L
integral §  ydx é a drea (contada com o sinal) da curva orientada limitada
L

por k., , dada por esta integral, é zero.
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4.3
Nuameros de Thurston-Bennequin e Maslov

Seja agora K um né legendreano orientado na variedade de contato
(M, &), onde & é orientada. Se movimentarmos ligeiramente o né K na direcao
positiva ou negativa do campo de vetores normais v de K no campo de
hiperplanos ¢ de forma que {x’,v} é a orientacao positiva de £ ao longo
de K (onde x é uma parametrizacio de K) obteremos dois novos nds K
e K_ respectivamente. Note que os nés K, e K_ sao transversos a &,
e conseqiilentemente tem orientacao natural. A orientagdo natural de K_
corresponde a orientacao de K e a orientagao natural de K corresponde a

orientagao oposta de K.

Definicao 4.3.1 Seja K um no legendreano homdlogo a zero ma variedade
de contato (M,§), com & orientada. O nimero de Thurston-Bennequin ¢
definido por:

BK) = Ik(K, Ky),

onde lk(K, K,) € o numero de enlagamento de K com K, .

Consideremos K um né transverso orientado homélogo a 0 em uma
variedade orientada M de dimensao 3 tal que Hy(M?) = 0 com uma estrutura
de contato paralelizavel (vide[3.2.9) dada pela forma de contato a. Entéao existe
um campo de vetores ndo nulo X em M tal que X (p) € ker(o,) para todo p
em M. Podemos obter outro né K por um ligeiro movimento na direcao do

campo de vetores X de forma que K e K sdo disjuntos. E definimos

Proposicao 4.3.2 O nimero 7(K) ndo depende da escolha do campo de

vetores.

Prova. Sejam X e Y campos de vetores nao nulos tais que X,Y € kera.
Consideremos uma estrutura quase complexa J em kera compativel com
a forma do. Podemos supor sem perda de generalidade que da(X,JX) =
da(Y,JY) = 1. Logo Y = X, onde €¢? define uma fungio de M em
Sl. Como K ¢é homologicamente trivial em M, esta funcao restrita a K é
homotopicamente trivial. Dai podemos obter uma familia { K }co1], onde K
é disjunto de K Vt € [0, 1], é obtido movendo-se K ligeiramente de modo que
Ky = K é obtido por um ligeiro movimento de K na direcdo do campo X, e
K, é obtido por um ligeiro movimento de K na dire¢ao do campo Y. Portanto
(K, K) =K, K). O
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Proposigao 4.3.3 (Ver (Lin)) Seja R® com coordenadas cilindricas (r,0, z)
e Egim @ estrutura de contato dada pela forma de contato N = dz + r?df. Se K

¢ um nd transverso em (R3, &), entao
T(K) < —x(Ek),
onde x(Xk) € a caracteristica de Euler da superficie de Seifert do nd K.

Sejam K um né legendreano orientado homologo a zero na variedade
de contato (M,§), com & transversalmente orientada e paralelizavel e Y a
superficie de Seifert de K. Restringindo o campo de planos £ a superficie
Yk obtemos um campo de planos trivial {|x, . Esta trivializacdo do campo de
planos ¢|s induz uma trivializagao &|x = LxR?. Como K ¢é orientado podemos
tomar o campo de vetores tangentes, K a K na direcao da orientacao de K.
Como K é legendreano o campo de vetores K estd em K x R2. Entao podemos
pensar K como um caminho de vetores nao nulo. Logo o campo de vetores K

tem um numero de giros em |k com respeito a trivializagao.

Definigao 4.3.4 Definimos o nimero de Maslov, u(K), como o nimero

de giros de K em £|k.

Se H{(M,Z) = 0, entao u(K) depende apenas da orientacao de K e €. O
sinal de pu(K') muda se invertemos a orientacao de K. Sendo assim denotaremos

o niimero de Maslov de um né orientado x(S') = K numa variedade de contato
(M,€), onde Hy(M,Z) =0, por pu(K).

Teorema 4.3.5 Se K é um no legendreano orientado homdlogo a zero, entao
T(Ky) = B(K) + w(K),  7(K-) = p(K) — u(K).

Prova. Primeiramente consideremos &, k4, k_ : ST — M tais que x(S1) = K,
ke(SY) = Ky e s (S') = K_, onde K, e K_ tem a mesma orientagio do
que K. Seja X um campo de vetores nao nulo no campo de hiperplanos
parametrizavel £. O ntimero 7(K ;) é o nimero de enlacamento de kK, = K+ €ev
eky+eX =r+ev+eX, para € > 0 pequeno. Como v é perpendicular a k, o
nimero G(K) é o numero de enlagamento de k e Kk + €v, e por conseguinte
¢ também o nimero de enlagamento de k + ¢ X e k + ev + € X. Assim,
T(K;) — B(K) é o nimero de rotagdes de v com respeito a X que é igual
a p(K). Isto prova a primeira inequacgao. A prova da segunda inequacao é

analoga. O
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Corolério 4.3.6 Se x ¢ um nd legendreano em (R3,.4,), entao

BEK) + |n(K)] < —x(Ek),
onde x(Xk) € a caracteristica de Euler da superficie de Seifert de K.

Prova. Do fato de k_ e K, serem nds transversos a &, € serem isotopicos a

k pela proposicao temos que
BK) < —x(Ek) — w(K) e B(K) < —x(Ek) + p(K).

Logo B(K) < —x(Ek) — [u(K)]. D

Corolério 4.3.7 Se K é um nd trivial legendreano em (R3,&.qn) entdo
B(K) < 0.

Prova. Como K é um no trivial temos que x(Xx) = 1. Pelo corolario
segue que
BK) < =1 —[u(K)| <0.

Teorema 4.3.8 (Ver (FT)) Seja K um nd legendreano. Entdo
1 B(K) + [(K)| < ey (K);
2. B(K) <n(K),

onde e,(K) € o grau minimo de v no polinémio de HOMFLY Pk (v, z) e n(K)

€ o grau minimo de a no polinomio de Kauffman de K, reduzido maodulo 2.

Seja agora K um né legendreano em (R3,&.,,). Podemos calcular os
nimeros de Thurston-Bennequin e Maslov facilmente. Basta considerarmos

as projecoes frontal e lagrangeana de K.

Proposicao 4.3.9 Na projecao frontal de um no legendreano orientado K em
(R3, Eean) tem-se

p() = 5(CL(K) = C(K)),

onde C(K) € o numero de cispides subindo e C_(K) € o nimero de cispides

descendo.
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Figura 4.8: Intersecao positiva e negativa que satisfaz a regra da mao esquerda.

0
Ay
ser usado para trivializar | independente da superficie de Seifert achada

Prova. Seja w = 2 em R3. E um campo vertical nao nulo em &. Assim pode
para K. Agora para calcularmos o nimero de Maslov do né K precisamos ver
quantas vezes o campo de vetores v tangente a K gira, pensando tal campo
como um campo em R? pela trivializacao dada por w, isto é o mesmo que
contar com o sinal quantas voltas v d4 em volta da origem de R?. Mas, isto
equivale a fazer uma conta (considerando-se o sinal) de quantas vezes v e w
apontam para a mesma dire¢ao, chamaremos isto de intersecao de v e w. O
“sinal da interse¢ao” é determinado por (+1) se v passa por w no sentido anti-
horério ou por (—1) se v passa por w no sentido horario. Na projecao frontal v
aponta na direcao de +w = :l:a% nas cuspides. Pode-se facilmente verificar que
a intersecao serd positiva ao descer uma cuspide (cispide descendo) e negativa
ao subir uma cuspide (ctispide subindo). Além disso, isto conta o nimero de

vezes que v “cruza’ fw, mas para obtermos p temos que dividir por 2. U

Proposicao 4.3.10 Na projecao lagrangeana de um no legendreano orientado
K tem-se

pu(K) = nimero de giros de mp(K).

. _ o 3 . ~ . o .
Prova. Seja w = 7= em R”. Na projecdo lagrangeana w projeta a z-. Assim o
nimero de Maslov é visto como o nimero de giros do vetor tangente a 7(K)

no plano zy. 0

Observacgao 4.3.11 Uma intersecao é positiva se satisfaz a regra da mao

direita e negativa se satisfaz a regra da mao esquerda (ver figura[{.§).

Proposicao 4.3.12 Seja K um nd legendreano em R®. Na projecdo frontal
de K tem-se .
B(K) = Cry () = Cr_(K) = S C(K),

onde Cry(K) € o nudmero de cruzamentos positivos da projecio mp(K),

Cr_(K) € o nimero de cruzamentos negativos e C(K') é o numero de cispides.
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Figura 4.9: N6 K em preto e o n6 K em cinza usado para o cdlculo de §(K).

Prova. Seja v = % em R3. Assim v é um campo de vetor transverso a £ ao

longo de K. Temos que G(K) é o enlagamento de K com K, . Assim na projegao
frontal K e K, sao como na figura [£9 Agora o nimero de enlacamento de
K e K, é necessariamente a metade das vezes (contados com o sinal) que
as projegoes mp(K) e mpK, se intersectam. Note que cada cruzamento de
mr(K) da duas intersegoes de mp(K) e mp(K,), ambas com o mesmo sinal
do cruzamento. Numa cuspide positiva ou negativa de 7mp(K) haverd um
cruzamento negativo de K e K. Portanto na projecao frontal de K temos

que B(K) = Cr(K) — Cr_(K) — 3(C(K). O

2

Proposicao 4.3.13 Na projecao lagrangeana de um no legendreano K tem-se
BK) = w(K),

onde w(K) € a tor¢ao de K calculada através do diagrama dado pela projecao

lagrangeana de K.

Prova. O nimero (K) é definido por 5(K) = lk(K, K). Assim na projegao
lagrangeana se ao levantarmos K., K, nao intersecta K entao o numero
de enlacamento deles é zero. Além disso, cada cruzamento do diagrama de

K contribui em (41) para o numero de enlacamento. Logo segue o resultado. [J

Os dois préximos resultados sobre nés legendreanos em R3 nos garantem
que os numeros de Bennequin e Maslov sao invariantes sobre isotopia legen-

dreana.

Proposicao 4.3.14 O numero de Thurston-Bennequin de um no legendreano
¢ invariante por movimentos legendreanos de Reidemeister sobre a projecdo
frontal.

Prova. Nés aproximamos esta prova examinando os trés movimentos legen-
dreanos de Reidemeister ilustrados na figura 4.4l Se o primeiro movimento for
executado, duas cuspides e um cruzamento positivo estao perdidos, produzindo
uma mudanca liquida de zero, ou duas cuspides e um cruzamento positivo

sao ganhados, produzindo uma mudanca liquida de zero. Assim, o primeiro
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Figura 4.10: Estabilizagao positiva e negativa na projecao frontal.

movimento de Reidemeister nao muda o nimero de Thurston-Bennequin. Se
o segundo movimento for executado, um cruzamento positivo e um cruza-
mento negativo estao perdidos, produzindo uma mudanca liquida de zero. Isto
também nao altera o nimero de Bennequin. Se o terceiro movimento for ex-
ecutado, um cruzamento positivo e um cruzamento negativo estao perdidos,
e um cruzamento positivo e um negativo sao ganhados, também produzindo

uma mudanca liquida de zero. 0

Proposicao 4.3.15 O numero de Maslov de um no legendreano orientado
€ invariante por movimentos legendreanos de Reidemeister sobre a projecao
frontal.

Prova. Temos que o segundo e terceiro movimento de Reidemeister nao al-
teram nem o ntmero de cuspides descendo nem o niimero de cispides subindo,
logo tudo que nods necessitamos verificar é a invariancia sob o primeiro movi-
mento. Nao obstante a orientacao, o primeiro movimento de Reidemeister
remove ou adiciona uma cuspide subindo e uma descendo. Nenhuma adicao

ou remoc¢ao muda o numero de Maslov. 0

Seja um né legendreano orientado K em (R?,&.,,). Podemos obter um
outro né legendreano do mesmo tipo topoldgico que o né K acrescentando
zig-zag a sua projecao frontal e chamamos essa operacao de estabilizagao.
Classificamos a estabilizagdo como estabiliza¢ao positiva (negativa) e denota-
mos por S, (K) (S_(K)) a estabilizagao na estrutura canonica de R? na figura

410l
Note que
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Figura 4.11: Soma conexa na projegao frontal

A operacao de estabilizacdo é bem definida, em R®. Basta observar
que os zig-zags podem ser movidos passando por cuspides e cruzamentos na
projecao frontal. Além disso, a operacgao de estabilizacao pode ser extendida
para qualquer variedade de contato (M3, ¢). Para mais detalhes ver (Et2).

Chamaremos uma composicao de estabilizacoes de estabilizacao multipla
e somente uma estabilizacao chamaremos de estabilizacao simples.

Podemos realizar a estabilizacao de maneira analoga na projecao la-

grangeana.

Teorema 4.3.16 (Ver (F'T)) Sejam K; e Kj nds legendreanos em (R3, E.qr).
Se Ki e Ky sao topologicamente isotopicos, entdo depois que cada um for
estabilizado em algum numero de vezes eles serdo isotopicos por isotopia

legendreana.

Definicao 4.3.17 Seja K um nd legendreano. Dizemos que K ¢ destabi-

lizavel se existe um nd legendreano K' tal que S+ (K) = K.

Seja K um né tipo em R? (ver p. 14). Denotaremos por £(K) o conjunto

dos nds legendreanos na variedade de contato (R3, €.q,) que pertencem a K.

Definicao 4.3.18 Seja K um nd tipo em R3 com estrutura de contato .qp.

Definimos o nimero maximo de Thurston-Bennequin por:
B(K) = max{B(L); L € L(K)}.

O numero maximo de Thurston-Bennequin estd bem definido uma vez
que pelo corolario temos que o conjunto {B(L); L € L(K)} é limitado
superiormente e por definicao de [ este conjunto é subconjunto nao vazio de Z,
logo B(K) existe. Além disso, como o niimero de Thurston-Bennequin de um
né legendreano é um invariante segue que /3 é um invariante de nés topolégicos.

Na figura E.I7] ilustramos a soma conexa Kf#L na projecao frontal de

dois nés legendreanos orientados K e L na variedade de contato (R3,&..,).
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Utilizando a projecao frontal e proposicao [4.3.12] e proposicao [£.3.9 é facil ver
que

BKEL) = B(K) + B(L) + 1

u(LEK) = p(K) + p(L).
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