PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 0510529/CA

2
No6s e Enlaces

2.1
Preliminares

Ao longo de todo o texto o conjunto dos niimeros naturais (comegando em
1), o conjunto dos inteiros e o conjunto dos nimeros reais serao representados
pelos simbolos N, Z e R, respectivamente. Denotaremos por R™ o espago n-

dimensional, isto é,
n . ) —
R" = {(x1,29,...,2,); x; ER, i=1,...,n},

onde n € N. Além disso, indicaremos por I o intervalo fechado [0, 1]. A n-esfera

¢ definida por:
S"={r = (21, 2p1) ER™ l2f| = 1},

onde || - || denota a norma euclidiana em R,

Sejam M e N duas variedades em R". Dizemos que uma aplicacao
f: M — N é um mergulho se f : M — f(M) é um homeomorfismo.
Diremos que uma fungdo f é diferencidvel (ou suave) se ela for de classe
C, isto é, se ela possui derivadas de todas as ordens. Caso a derivada de
fi Dfy : T,M — Ty N, seja injetiva f chama-se imersao.

Duas aplicacoes continuas hg,h; : M — N sao ditas homotopicas se

existe uma aplicacao continua
h:MxI— N

tal que h(z,0) = ho(z) e h(x,1) = hi(z). Neste caso h chama-se homotopia.
Fazendo hi(x) = h(z,t) obtemos uma familia a um pardametro {h;},c; que
comecga em hy e termina em hq; entao podemos pensar a aplicacao h; como
uma deformacgao continua.

Estamos aqui interessados em estudar os nds no espaco tridimensional
R3 ou no toro tridimensional 7% que ¢ identificado como T% = R3/Z3. Sendo

assim, quando estivermos nos referindo a um né (ou enlace) em M, onde M
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Figura 2.1: (a) né trivial; (b) né trevo; (¢) a figura oito né.

¢ uma variedade de dimensao 3, estaremos implicitamente supondo M = R3
(ou M =1T3).

Definigao 2.1.1 Um né em M é um mergulho  : St — M.

Definicao 2.1.2 Um enlace com n componentes é um merqulho
e JI st — M.
i=1

onde || denota a unido disjunta e cada S} é uma cdpia de S*.

As vezes, quando nao houver ambigiiidade nos referiremos a um enlace /¢

e(ﬁs}) — L.

Assim podemos escrever L = L1 U L, U ... U L,, onde cada L; é um nd. A

pela sua imagem

orientagao de S} induz uma orientagdao natural em cada L;. Note que todos
os enlaces com n componentes sao homeomorfos e que um enlace com uma

componente é um no.

Definicao 2.1.3 Seja h: M x [ — M wuma homotopia. Dizemos que h € uma

isotopia ambiente se hg € a identidade e hy é um homeomorfismo, Vt € I.

Defini¢ao 2.1.4 Dois enlaces Ly e Ly sao ditos isotépicos (ou equiva-
lentes, com notagio Ly ~ Li) se existe uma isotopia ambiente h tal que
hi(Lo) = Ly. Caso Lo e Ly sejam orientados além disso, h deve preservar a

orientacao.

A relagao de ~ é uma relagao de equivaléncia no conjunto de todos os
enlaces. De fato, dado um enlace L em M temos que a aplicacao h : M xI — M
definida por h(z,t) = z é uma isotopia ambiente entre L e L, logo ~ é

reflexiva. Sejam Ly e L; dois nds tais que Lo ~ L;. Dal existe uma isotopia
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Figura 2.2: N6 selvagem.

ambiente h : M x I — M entre os nés Ly e Li. Considere h:MxI— M
definida por h(z,t) = hy*(x). Temos que hg é identidade e hy(Ly) = Lo. Logo
Ly ~ Lg. Suponhamos agora que Ly ~ Ly e Ly ~ Ly. Dai existem isotopias
h:MxI— Mentre Lge Li,e g: M x I — M entre Ly e Ly. Tomemos

B t) = { h(z,2t), set
g(hi(x),2t — 1), set

1
<3
1
> 5.
A aplicacdo h definida como acima é uma isotopia ambiente entre L e
Lg, lOgO L[) ~ LQ.
Cada classe de equivaléncia de um né, K, é chamada né tipo. Assim nos

equivalentes tem o mesmo né tipo.

Observacao 2.1.5 Um nd equivalente a uma circunferéncia em R® chama-se

noé trivial.

Um noé pode ter um comportamento estranho, como por exemplo ter uma
sequéncia infinita de malhas convergindo para um ponto limite. Este é um
exemplo de um né selvagem (veja figura [2.2]). Para evitarmos essas patologias
vamos considerar em nosso estudo apenas os nés comportados cuja definigao
segue abaixo.

Um né cuja imagem é uma uniao finita de segmentos de reta chama-se né
poligonal, os segmentos de retas que compoem a imagem do né chamam-se
lados e os pontos de encontro entre dois lados chamam-se vértices. Um enlace

poligonal é um enlace onde cada uma de suas componentes ¢ um né poligonal.

Definicao 2.1.6 Um enlace € dito comportado se é equivalente a um enlace

poligonal. Caso contrdrio chama-se enlace selvagem.

Chamamos de isotopia elementar uma reparametrizacao de um lado
AB com dois lados AC e CB, veja figura 2.3l Dizemos que dois enlaces
poligonais sao isotépicos por isotopia elementar se existe uma sequéncia

de isotopias elementares que transforma um no outro.
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Figura 2.3: Isotopia elementar.

Observagao 2.1.7 Obviamente, dado um enlace comportado L existe um
enlace poligonal equivalente a L. Chamamos esse enlace de representante
poligonal de L. Um fato conhecido (veja coroldario 3.16 do livro (BZ)) € que:
dotis enlaces comportados sao equivalentes se, e somente se, seus representantes
sao isotopicos por isotopia elementar. Agora se quisermos mostrar que dois nos
sao equivalentes precisamos apenas mostrar que seus representantes poligonais

sao0 isotopicos por isotopia elementar, o que em geral ¢ muito mais fdcil.

Um né « : S* — M ¢é dito suave se k é uma aplicacao diferencidvel. Os
nds suaves (resp. comportados) podem ser entendidos como uma curva suave
(resp. suave por partes) fechada simples o : I — M. Um arco é a imagem de
um mergulho f : J — M, onde J é um intervalo contido em /. Um né com
referencial é um né que tem uma base ordenada do plano normal que varia

continuamente. Se M é orientada basta ter o primeiro campo normal.

Proposicao 2.1.8 Todo no suave parametrizado pelo comprimento de arco é

comportado.

Uma prova desta tltima proposigao é dada no apéndice I do livro (CF)).

2.2
Diagramas

A projegao de um enlace L em M = R? (ou M = T?) ¢ a projecao
wlr : L — R? (ou T?). Um ponto ¢ € 7(L) ¢ dito regular se 77 '(q) é
unitdrio, caso contrdrio dizemos que ¢ é ponto multiplo. Se #7'(¢q) = 2,
entao dizemos que ¢ ¢ ponto duplo. Um ponto duplo ¢ é dito transversal se
existem uma vizinhanca U de ¢ e um homeomorfismo em U que leva um arco
em U no eixo x e o outro arco em U no eixo y, onde o eixo x é unido com o

eixo y como ilustra a figura [2.4]

Definicao 2.2.1 Dizemos que a proje¢cao m é uma projecao regular do
enlace L se w(L) tem um nimero finito de pontos muiltiplos e todos eles sao

pontos duplos transversais.
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Figura 2.4: Duas retas em R?
Teorema 2.2.2 Todo enlace poligonal possui wma projecao reqular.

Prova. Seja L um enlace poligonal e consideremos uma projegao w : M — P.

Podem ocorrer as seguintes situacoes:

— o enlace L tem algum lado paralelo a direcao da projecao 7;

— existe um ponto multiplo ¢ tal que #7!(q) > 2;

um ponto duplo produzido por um vértice de L;

dois lados paralelos de L tranversais a uma mesma reta que contenha a

direcao da projecao .

Em todos esse casos é possivel fazer uma pequena pertubacao em L de
modo que nenhum desses casos citados acontega (ver teorema 3.2.1 de (Cil)).
Obtemos assim uma projecao 7 que possiu apenas pontos duplos transversais.

Note que cada ponto duplo tranversal é produzido por um par de lados
de L. Como o enlace L possui um numero finito de lados segue que 7(L)
possui um numero finito de pontos duplos transversais. Portanto 7 é uma

projecao regular do enlace L. O

Na imagem de uma projecao regular chamamos de cruzamentos os

pontos que correspondem a pontos duplos transversais.

Definicao 2.2.3 Sejam L um enlace e m : M — P uma projecao reqular de
L. O diagrama de L ¢ a imagem (L) com a informag¢ao em cada cruzamento

de qual arco estd por cima e qual estd por baixo.

Por definicao, o nimero de cruzamentos no diagrama de um enlace é
finito. Um né orientado d&a uma orientacao natural para o seu diagrama. Assim
classificamos como cruzamentos positivos e cruzamentos negativos os

cruzamentos no diagrama de um né (veja figura 2.5]).
Corolario 2.2.4 Todo no poligonal possui um diagrama.

Com este tultimo corolario podemos admitir que para cada enlace com-

portado L existe um enlace equivalente a L que possui um diagrama.
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Figura 2.5: Cruzamentos positivo e negativo, respectivamente, no diagrama

orientado.

/ /
/
Figura 2.6: Movimentos de Reidemeister: Ry (em cima), Rs (no meio) e Rj
(em baixo).

Definigao 2.2.5 Seja D o diagrama de um enlace em R3 (resp. T?). Uma
isotopia planar (resp. toroidal) do diagrama D €é um isotopia do plano

(resp. T?) em si préprio que nao muda a configuracio do diagrama.

2.3
Movimentos de Reidemeister

Existem trés movimentos R;, Ry e Rj3 ilustrados na figura .6l Esses

movimentos sao chamados de movimentos de Reidemeister.

Proposigao 2.3.1 Dois enlaces poligonais em R (ou T?) sdo isotdpicos por
1sotopia elementar se, e somente se, o diagrama de um pode ser obtido do
diagrama do outro por uma sequéncia finita de isotopias planares (ou toroidais)

e movimentos de Reidemeister.

Prova. Observemos que os movimentos de Reidemeister e as isotopias planares
nao mudam a classe de isotopia de um enlace. Assim basta provarmos a outra
implicagao.

Sejam D; e D, dois diagramas de dois enlaces poligonais equivalentes L

e Ly em R?, respectivamente. Pela definicao de isotopia entre L; e Ly temos
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que existe um numero finito de isotopias elementares tal que AB — ACUCB
(veja figura 2.3]). Este primeiro enlace é reconstruido tornando-se um segundo
enlace. Sem perda de generalidade podemos supor que cada passo nos da um
triangulo ABC, onde os segmentos DA e BE que vem do final do segmento
AB nao intersectam o interior de ABC'. Caso contrario, podemos obté-lo por
R;.

Seja D o diagrama do primeiro enlace citado anteriormente no plano
ABC'. Agora separamos a interse¢ao das compontentes de ABC e D em dois
conjuntos: superior e inferior de acordo com a localizacao dos arcos do enlace
cujo diagrama é D com respeito ao plano ABC.

Consideremos uma triangularizacao de ABC'. Podemos supor que esses

triangulos sao dos tipos seguintes:

— Primeiro tipo, contém apenas um cruzamento de D; neste caso os lados
de D cruzam dois lados de ABC

— Segundo tipo, contém apenas um vértice de D e partes dos dois lados de

D que se ligam ao vértice;
— Terceiro tipo, contém apenas parte de um lado de D;

— Quarto tipo, nao contém vértices nem lado de D.

Estes triangulos exceto, o quarto tipo, estao ilustrados na figura 2.7

Tal decomposicao em triangulos pode ser feita da seguinte maneira:
primeiro corte todos os cruzamentos e vértices por um triangulo do primeiro
e segundo tipo, respectivamente. Depois triangularize a parte restante do
triangulo ABC' com os dois outros tipos de triangulos restantes.

Em vez de executar isotopia elementar ao triangulo ABC vamos executar
passo-a-passo isotopias elementares em pequenos triangulos que compoem
ABC.

Agora observemos que o triangulo do primeiro tipo gera uma combinacao
de Ry e R3, os triangulos do segundo e terceiro tipo geram R, ou uma isotopia
planar e o quarto triangulo gera uma isotopia planar. Logo isotopias podem ser
representadas por uma combinacao de movimentos de Reidemeister e isotopias
planares.

A mesma demonstracao pode ser feita para o caso de enlaces em T3, pois

a projecao em R? é localmente equivalente a projecao em 7172, O]

Observacgao 2.3.2 FEriste uma versao mais geral da proposicao que acabamos
de provar cujo enunciado afirma que dois enlaces comportados sao isotopicos se
e somente se seus diagramas podem ser obtidos um do outro por uma sequéncia

finita de movimentos de Reidemeister e isotopias planares. A demonstracdao
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Figura 2.7: Triangulo do primeiro tipo (em cima), tridngulo do segundo tipo
(no meio) e triangulo do terceiro tipo (em baixo).

Figura 2.8: Diagrama do n¢ trivial.

\5
AN

Figura 2.9: Movimento R].

desse resultado pode ser encontrada em (PS). Ao contrdrio da demostra¢ao do

caso de nos poligonais a demostracao desse caso mais geral nao € nada simples.
Proposicao 2.3.3 Os movimentos de Reidemeister sao independentes.

Apenas iremos ilustrar esse fato com um simples exemplo de que real-
izando apenas os movimentos Ry e R3 nao obtemos um diagrama que foi obtido
realizando-se apenas o movimento Ry, ou seja, Ry e R3 nao implicam R;. Para
mais exemplos e a demonstracido da proposicao 2.3.3] indicamos ao leitor ver

o apéndice A do livro (Ma).

Exemplo 2.3.4 A figura Wlustra um diagrama de um no trivial com um
cruzamento. Realizando apenas o movimento Ry nesse diagrama € facil ver
que podemos obter um novo diagrama sem cruzamentos. Por outro lado o
movimento Ry cria ou destroi dois cruzamentos num diagrama, logo nao muda
a paridade do numero de cruzamentos do diagrama. Realizando o movimento

R3 continuamos com o mesmo numero de cruzamentos, logo também nao muda
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Figura 2.10: Soma conexa de dois nés.

a paridade do niumero de cruzamentos no diagrama. Portanto € impossivel
transformar tal diagrama num diagrama sem cruzamentos usando apenas 0s

movimentos Ry e Rs.

Introduzimos mais um movimento que denotaremos por R} ilustrado na
figura 2.9 Uma sequéncia finita de movimentos R}, Ry e R3 relizados sobre
o diagrama de um né (ou enlace) chama-se isotopia regular. Dizemos que
dois diagramas sao isotopicos por isotopia regular se podemos obter um

através do outro por isotopia regular.

2.4
Aritmética dos Nos

Nesta secao vamos considerar apenas os nés em R3.

Definicao 2.4.1 Sejam K, e Ky dois nds orientados. A soma conexa de
Ky com Ky é um no K §Ky obtido colocando K; numa 3-bola B; tais que
By N By = 0 e de forma que algum arco curto de K; esteja no bordo de B;,
apague parte desses arcos, e em sequida identifique as extremidades de Ky as
extremidades de Ko via um homeomorfismo que preserva a orientac¢io (veja
figura para uma ilustragdo).

A soma conexa estd bem definida para nés orientados em R?, isto ¢, a
soma conexa nao depende da escolha dos arcos a serem apagados.

Sejam K e K, dois nés em R3. Para obtermos o né KK, escolhemos um
arco de K4 para ser preso a um arco escolhido de K5, podemos considerar que
o n6 Kyt K, foi obtido prendendo-se o mesmo arco de K; ao mesmo arco de Ky
agora observe que os diagramas de K§K, e KoK, sao “idénticos”. Logo pela
observacao temos que K 14Ks e KKy sdo equivalentes. Assim, podemos
concluir que a soma conexa f# é comutativa.

Note que além de ser comutativa a soma conexa é associativa. Note
também que a soma conexa do né trivial com um outro né K é o préprio no
K. Assim o conjunto de todos os nds com a operacao soma conexa € um semi-
grupo comutativo. Veremos que o conjunto de todos os nés com a operagao

soma conexa nao é um grupo.
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Teorema 2.4.2 Sejam K e K dois nds. Se K ndo € equivalente ao né trivial,

entdo K{K ndo € equivalente ao no trivial.

Prova. Seja K um né nao trivial e K um né qualquer. Suponhamos que K#K

¢ um né trivial. Consideremos a sequéncia

Kl K2 K3

onde K esta dentro de uma bola de raio 1, Ky esta dentro uma bola de raio

1
4

Formamos deste modo uma série infinita num compacto, veja figura 2.2

%, K3 esta dentro de uma bola de raio 7, e assim por diante.

Dai obtemos um né
R = (KER)(KER)A(KER)E .

que possivelmente é selvagem.
Como o né K#K é trivial temos que o né K é trivial também. Sendo a

soma conexa infinita associativa podemos escrever
K = K§(KEK)(KtK)f ..

Como a soma conexa é comutativa segue que KK ¢ trivial. Logo K ¢é

equivalente & K o que é uma contradicao. ([l

Corolario 2.4.3 Sejam K e K dois nds. Se KtK ¢ equivalente ao nd trivial,

entao K e K sao equivalentes ao no trivial.

O teorema 2.4.2] nos diz que um né nao trivial ndo possui um simétrico
com relagao a operagao soma conexa, assim o conjunto de todos os nés com a

operacao soma conexa nao ¢ um grupo.

Definicao 2.4.4 Um no K ¢ dito composto se dados dois nos K1 e Ky tais
que K = K 1Ky tem-se que K, e Ky nao sao equivalentes ao no trivial. Um

no que nao € composto chama-se né primo.

Definicao 2.4.5 Sejam K e L dois nos. Dizemos que L divide K se existe
um no N tal que K = Li{N.

Proposicao 2.4.6 Sejam L e N dois nos. Se K é um no primo que divide
LiN, entao K divide L ou K divide N.
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Figura 2.11: Plano separando L de N.

Prova. Consideremos um né L{N e algum plano P, intersectando LEN em
dois pontos e separando L de N como na figura 2.11l Como LN é divisivel
por K existe uma 2-esfera S? que intersecta o né LEN em dois pontos e tal
que o n6 K esta dentro de S2.

Se essa esfera nao intersecta P acabou. Caso contrario, a esfera S?
intersecta o plano em algum ponto que nao é um cruzamento de curvas simples,
neste caso circunferéncias. Se cada uma dessas circunferéncias forem enlagadas
com LEN entao elas podem ser removidas por uma deformacao simples. No
caso restante segue do fato que K é primo que pelo menos uma parte da esfera
contém a parte trivial do né6 K. Logo eles também podem ser removidos por

alguma deformacao da esfera, dai segue o resultado. 0

2.5
Superficie de Seifert

Definigao 2.5.1 Seja K um nd (ou enlace) orientado. Uma superficie de
Seifert para K ¢é uma superficie mergulhada em R? conexa compacta e
orientada em R3, onde o bordo é K e a orientacdo de K induz a orientacdo

da superficie.

Teorema 2.5.2 Para cada né (ou enlace) orientado K em R3 existe uma
superficie de Seifert de K.

Prova. Consideremos um diagrama D do n6 K. Podemos suavisar os cruza-
mentos do né como mostra a figura [2.12] levando em conta as orientacoes.
Assim obtemos um conjunto de curvas simples fechadas que nao se intersec-
tam no plano. Tais curvas sao chamadas de circunferéncias de Seifert.

Seja agora um disco preso em cada circunferéncia de Seifert. Embora o
interior de um desses discos no plano pudesse conter um outro disco, no espago

tridimensional podemos prender esses discos sem intersecoes.
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Figura 2.12: Suavisando os cruzamentos no diagrama

Na vizinhanca de cada cruzamento, dois discos encontram-se cada um
com outro. Escolhamos dois intervalos fechados no bordo de seus discos e
conectemos eles por uma faixa torcida (veja figura 2.5 na pag. 18 do livro
(BZ)). Os bordos de suas faixas sao dois arcos do né incidente a escolha dos
cruzamentos.

Agora vamos verificar se a superficie obtida é orientada. Para isso observe
que a orientagao de cada circunferéncia de Seifert induz uma orientagao no
disco oposto. Em cada cruzamento as duas orientacoes sao opostas o que
corresponde a faixa colocada no cruzamento.

Dai obtemos uma superficie orientada que poderia nao ser conexa.
Conectando diferentes componentes destas superficies por tubos “magros” de
modo a respeitar a orientacao, obtemos uma superficie conexa com o mesmo
bordo.

O

Note que o teorema anterior nao é verdadeiro em geral para um né em
uma outra variedade. Por exemplo o né em T%, ilustrado na figura 13, nao

possui uma superficie de Seifert.

Definigao 2.5.3 Seja K um nd (ou enlace) em R3. O género de K, g(K), é

definido como o genéro minimo dentre as superficies de Seifert de K.

Um resultado conhecido sobre o género de um né é que dados dois nés
K e K’, tem-se
9(KIK') = g(K) + (k7).

A prova para esse resultado pode ser encontrada em varios livros que tratam

de género de um né, por exemplo em (Cr).
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Figura 2.13: N6 em T°.

Figura 2.14: Diagrama de dois nos triviais.

2.6
Invariantes Numéricos

Definicdo 2.6.1 Dados dois nds orientados K e K em R3, definimos o

nimero de enlacamento por

|
lMKJj:§§:q”

peKﬂf(

onde K N K denota o conjunto dos cruzamentos de K sobre K no diagrama

de KUK.

+1, sep € um cruzamento positivo
—1, sep € um cruzamento negativo.

Exemplo 2.6.2 A figura[2.1] representa o diagrama de dois nds triviais nesse
diagrama. Temos dois cruzamentos positivo, logo o numero de enlagamento é
1.

Proposicao 2.6.3 Sejam dois nds K e K. Se Y € uma superficie de Seifert
de K tal que K € transversal a Lk, entdo lk(K, f() € 0o numero de intersecoes

de K com X contadas com sinal.
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Figura 2.15: Intersecao positiva e negativa, respectivamente.

Prova. Primeiramente observe que cada interseciao de K com X nos dé pelo
menos dois cruzamentos de K sobre K em algum diagrama D de K U K.
Podemos supor que cada intersecao nos da apenas dois cruzamentos. Além
disso, cada um desses cruzamentos no diagrama dados por essa intersecao tem
o mesmo sinal. A intersecao do né K com Yk pode ser contada com sinal;
basta considerarmos a orientacio Lk quando o né K intersecta Y. Indo na
direcao positiva da orientacao de Y dizemos que tal intersecao é positiva e
contamos (+1). Caso contrario dizemos que a intersegao é negativa e contamos
(—1). Veja figura para uma ilustracao.

Agora note que os dois cruzamentos que correspondem a intersecao
positiva (resp. negativa) sao dois cruzamentos positivos (resp. negativos) no

diagrama D. Dai segue o resultado. U

Proposicao 2.6.4 O numero de enlagamento € invariante sob movimentos de

Reidemeister.

Prova. Sejam K e K dois nés. O primeiro movimento, R1, age ou sobre K
ou sobre K exclusivamente, assim nao altera Ik(K, K ). O segundo movimento,
se envolve s6 K (ou s6 K), ndo muda o nimero de cruzamentos de K com
K. Aplicando o segundo movimento entre um fio de K e outro de K perde-se
ou ganha um cruzamento positivo e um cruzamento negativo, logo nao altera
lk(K, K ). E o terceiro movimento nao altera o tipo dos cruzamentos, portanto
nao altera o niimero de enlacamento. 0

Se invertemos a orientacao de um dos nés o nimero de enlacamento muda
de sinal, caso invertemos a orientagao dos dois nés o niimero de enlagamento
nao ¢ alterado. Além disso temos que lk(K, K) = lk(K,K). De fato, basta
observar que os cruzamentos do diagrama de K UK sdo os mesmo do diagrama
de KUK.

Definigao 2.6.5 Seja L um enlace orientado. A torgao de L € definida por:

w(L) = Z Cp;

peC

onde C € o conjunto de todos os cruzamentos no diagrama de L.
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Observagao 2.6.6 Ao contrdrio do numero de enlacamento a tor¢do nao €
um tnvariante sob movimentos de Reidemeister, pois o movimento Ry cria ou
remove um cruzamento no diagrama de um enlace, adicionando ou subtraindo

uma unidade a torcao.

2.7
Polinbmios

Nesta secao faremos uma breve apresentacao sobre alguns polinémios de
enlaces, pois nosso interesse em tal assunto se restringe, uma vez que iremos
apresentar posteriormente “poucos” resultados relacionando polinomios com
invariantes de nos legendreanos. Para mais detalhes sobre os polinomios aqui
apresentados o leitor interessado pode ver (Ma)).

Consideremos um diagrama do enlace orientado L. A este diagrama
[t 2]

associaremos um polinomio P; € Q que é definido pelos seguintes

axiomas:

1. P;, é invariante sob isotopia. Mais precisamente: se L ~ L', entao
PL(U7Z> - PL’<U7Z);

2. se L é equivalente ao né trivial, entao Pr(v,z) = 1;

3. v P, (v,2) —vPp_(v,2) = 2Py, (v, z), onde Ly, L_ e Ly sdo enlaces cu-
jos diagramas diferem apenas localmente num cruzamento como ilustrado
na figura [2.T6l

Uma das primeiras perguntas que pode surgir nesse momento é: se o
polinomio P; de fato existe? E a resposta para essa pergunta é dada pelo

seguinte teorema cuja demonstragao pode ser encontrada em (Kall).

Teorema 2.7.1 FExiste um unico polinomio P que satisfaz os axiomas 1, 2 e
3.

O polinémio P € Q[vt!, 2*!] definido pelos axiomas 1, 2 e 3 chama-se
polinémio de HOMFLY.

O polinémio Py, foi descoberto por J. Hoste, P. Freyd, W. B. R. Lickorish,
D. Yetter, K. C. Millet e A. Ocneanu por volta de 1985 e publicado no artigo
(HOMFLYJ). Antes da descoberta do polinomio Pj, ja eram conhecidos dois
outros polinomios: polinomio de Jones e polinomio de Conway que também
sdo invariantes sob isotopia. O polinomio de HOMFLY (ver (HOMFELY))) surge
como uma generalizacao desses dois polinomios. Para uma abordagem mais

detalhada sobre os polinémios de Jones e Conway sugerimos o leitor ver (Ma)).
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XX =

Figura 2.16: Os cruzamentos que diferem L, L_ e Ly, respectivamente.

Aqui vamos apresentar esses polinomios como casos particulares do polinomio
de HOMFLY.
Fazendo Vi (z) = Pr(1,z) obtemos o polinémio V; € Q[z*!] que é

invariante sob isotopia que satisfaz Vo(z) =1 e
VL+ (Z) - Vi_ (Z) - ZVLO(Z)7

onde () denota o né trivial cujo diagrama nao possui cruzamentos. O polindomio
V1(z) chama-se polinémio de Conway (ver (Co)).

Agora fazendo z = vz — v~ 2 obtemos um polinémio V;(v) = Py (v, vz —
v=2) € Q[v!] com as seguintes propriedades: Vi (v) ¢ invariante sob isotopia,
Volv)=1e

vV, (V) — oV (v) = (v — v )V, (v).

O polinémio V7,(v) é conhecido como polinémio de Jones (ver (Jd)).

Observacgao 2.7.2 O polinomio de HOMFLY pode ser calculado recursiva-
mente usando-se o axioma 3. Apagamos e suavisamos os cruzamentos no di-
agrama do enlace até obtermos o diagrama de um enlace que € constituido de
componentes que sao nos triviais distantes. Com auzxilio do exemplo anterior e
fazendo § = 27 (v™! —v) ndo é dificil ver que Pr,o(v,z) = 6P, onde LU
denota a uniao distante com o no trivial, ou seja, dois enlaces cujos diagramas
nao se intersectam. Mais geralmente P = 0P Prs, aqui novamente L L L'

denota a uniao distante.
Teorema 2.7.3 Se K é um né (ou enlace), entao
Py = P_g,
onde —K denota o né com orientacao oposta a de K.
Prova. Por definicao de Pk temos que Px = P_g. Ol
Teorema 2.7.4 Sejam K e K' dois nds (ou enlaces). Entdo

Prygr = P Prer.
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Prova. Pelo axioma 3 temos que
U_lPKﬁK/ —vPgygr = 2Pruke.
Mas pela observacao Py = 0 Py Py temos que
v Py — vPyyrer = 20 P Prer,
onde 0 = 27 '(v — v~ 1). Entao
(v — v_l)PKﬁK/ = (v —v ) PxPy,

IOgO PKﬁK’ = PKPK/. O

Apresentaremos em seguida o polinomio de Kauffman, que foi publicado
pela primeira vez por Louis H. Kauffman em 1990. E por isso ficou conhecido
como polinomio de Kauffman.

Primeiramente consideremos o diagrama de um enlace nao orientado L e
2t oF

associamos a esse diagrama um polindémio Ry (z,a) € Q] que ¢ definido

pelos seguintes axiomas:

1. Ry, é invariante sob isotopia regular, isto é, se L e L' sao isotépicos por

isotopia regular, entao

Ry = Ry,
2.
a—at
Ro(a,z) =14+ ———,
x
RL+ = CLRL,
R.- =a 'Ry;

3. R, — R, =x(Rr, — Rr..),onde Ly, L_, L*, L™, Ly, Lo, ¢ L séo os
enlaces cujos diagramas diferem apenas localmente como ilustrados na

figura 2171

Teorema 2.7.5 Eriste um tnico polinémio Ry € Q[z*!, a™'] que satisfaz os

axiomas acima.

A demonstracao para este fato pode ser encontrada na secao 14 do livro
(Ka3l).
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XK=
0 0 —~

Figura 2.17: As relagoes entre os diagramas de Ly, L_, Ly e Ly, (em cima) e
Lt e L™ e L (em baixo).

Definicao 2.7.6 O polindomio de Kauffman F} para um enlace nao orien-

tado L € definido pela formula
Fr(z,a) = a*P Ry (x,a),
onde w(L) € a tor¢do do enlace L.

Aqui devemos ter um certo cuidado, pois a torcao de L deve ser calculada
através de um diagrama que é isotopico por isotopia regular ao diagrama usado
para se calcular Ry,.

O polinomio de Kauffman existe de fato e é o 1tnico polinomio como
definido acima. Além disso, o polinomio de Kauffman, F7,(x, a), é invariante sob

movimentos de Reidemeister, consequentemente um invariante sob isotopia.
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