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7 Analise de sensibilidade

7.1. Introducgao

De acordo com Hart (1982), Zhang (2002), Rubin (2003) ¢ Ghanem e
Spanos 2003, e como apresentado no capitulo anterior desse trabalho, ao se
resolver problemas de andlise estatistica utilizando métodos de perturbagdo,
necessita-se a avaliacdo das derivadas das fungdes resposta em relagdo as
variaveis aleatérias do problema. Segundo Haftka e Giirdal (1993) e Kleiber et al
(1997), a determinacdo destas derivadas ¢ conhecida, na literatura, como anélise
de sensibilidade.

Nesse trabalho a formulagcdo para analise de sensibilidade apresenta-se
inicialmente de forma geral. Apresentam-se o método de diferenciacao direto, o
método de diferenciagdo adjunto e a aproximacgdo por diferencas finitas. A
seguinte parte deste capitulo trata da andlise de sensibilidade das respostas do
problema de acoplamento fluido mecanico com fluxo monofésico em relagdo as
varidveis aleatorias. Primeiramente no caso em que se utiliza o procedimento

staggered e posteriormente para o procedimento totalmente acoplado.

7.2. Método de diferenciagao direto

Para apresentacdo do método de diferenciagcdo direto considera-se uma
fun¢do g explicitamente dependente de 4 e implicitamente dependente de um

parametro 7, ou seja
G(r) = g(A(r);r) (7.1)

Para avaliagdo da sensibilidade dessa fun¢do em relacdo ao parametro r,

aplica-se uma perturbagdo ao parametro, obtendo-se

a—gd—Aé'r +a—g5r (7.2)

oG(r) =
=t
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Nota-se que o primeiro termo do lado direito da equacao ndo pode ser calculado
diretamente, uma vez que ¢ implicitamente dependente de ». Kleiber et al (1997)

utilizaram a seguinte notagdo para representar (7.2).
5G=6g+0g (7.3)

Onde 0 G representa a variagdo total de G em relacdo a r, J g, representa os
termos referentes a variagdo implicita em » e 0g representa os termos de variagao

explicita em 7. Pode-se segundo essa notagao escrever (7.2) como

_ og -
5G="254+0 7.4
Yy g (7.4)

A fungdo residuo, possui as mesmas caracteristicas da fun¢do. g(A(r);r).

Para problemas nao dependentes da trajetoria de tensdes a fungao residuo pode ser

posta em fun¢do de suas variaveis, obtidas apos convergéncia como
R=R(q(r);r)=0 (7.5)

Escrevendo (7.5) na forma de (7.4) tem-se

_ OR -
OR=—0g+0R=0
2 q (7.6)
Ou, em forma de derivadas
OR dq OR
——+—=0
oq dr or (7.7)

Sendo R explicitamente dependente de ». Com a expressao (7.7) pode-se avaliar a
sensibilidade dos deslocamentos e poro pressdes com relagdo as varidveis
aleatorias r.

Para problemas dependentes da trajetéria de tensdes o residuo depende das

variaveis de estado no instante ¢ + Af, assim
YR =R("q(r),o(r);r) =0 (7.8)

Escrevendo (7.8) na forma (7.4) obtém-se

t+At t+At
SHAZR _ 68 RSHAtq +8—R5t+Ato_ +81‘+AtR ~ 0 (79)
q o

Em termos de derivadas tem-se

atJrAtR dl+Atq N at+AtR dt+AtO_ N atJrAtR
oq dr oo dr or

I

0 (7.10)
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Sabe-se que
“No('o,08(q);r)="o +6c('o,0¢(q);r) (7.11)

O que indica que, para se conhecer a sensibilidade dos deslocamentos e poro
pressdes no instante ¢+ At € necessario conhecer a sensibilidades das tensdes no
instante ¢+ Az¢. Por sua vez, para se obter a sensibilidade das tensdes no instante
t + At € necessario se conhecer todo o historico de sensibilidades. Em geral, isso ¢
de dificil obtencdo, sendo indicado para problemas dependentes da trajetdria de

tensdes que a analise de sensibilidade seja efetuada por diferengas finitas.

7.3. Método de diferenciagao adjunto

Outra forma de diferenciacdo da fungdo g(g(r);») pode ser realizada

utilizando-se o método de diferenciagdo adjunto. Nesse método acrescentam-se na
equagao a ser diferenciada multiplicadores de lagrange A, dessa forma para

problemas ndo dependentes da trajetoria de tensdes tem-se

g (q(r);r) = g(q(r);r) + AR(q(r);r) (7.12)
Onde R(gq(r);r)=0 ¢ o residuo obtido apds convergéncia. Para efeito de

descricdo do método adjunto o residuo ¢ considerado nulo, dessa forma, o termo

acrescido a funcao g(g(r);r) ndo altera o significado da mesma. Dessa forma,
apos um incremento de tempo pode-se calcular a sensibilidade da fungdo

g (q(r);r), derivando (7.12). Assim

dg"(q(r)ir) _ 0g(q(r)ir) , 0g(q(r)ir) 8q(r) | O e 1.1
or ’

dr or oq or
OR ; OR ;7) O (7-13)
L ORGP BR(g(rr) Bq(r)
or oq or

Agora, considerando o fato de R(g(r);7) =0 e rearranjando os termos de (7.13)
tem-se

dg"(q(r);r) _ 0g(q(r);r) [ 0g(q(r)ir) ., OR(q(r);r) | 9gq(r)

dr or oq oq or

., OR(g(r):r)
or

(7.14)
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Fazendo-se o termo entre parénteses igual a zero obtém-se

dg”(q(r);r) _ 0g(q(r)ir) ., OR(q(r);r) (7.15)
dr or or .

Com a seguinte condicdo a ser atendida

0g(q(r)y;r)  , ORGg(r)ir) | _
oq oq

(7.16)

Dessa maneira (7.15) ¢ a equacdo para obtencdo da sensibilidade pelo método
adjunto. Nota-se que apds o calculo de A, (7.16) se transforma numa derivada
com todos os termos explicitamente definidos.

Em problemas dependentes da trajetéria de tensdes as dificuldades
encontradas no método de diferenciacao direta também sdo verificadas no método
adjunto, ou seja, alguns termos a serem derivados sdo dependentes das tensdes,
deslocamentos e poro pressdes, tornando nesse caso esse procedimento
ineficiente.

De acordo com Haftka et al (1993) o esfor¢o computacional associado a
cada método de diferenciacdo depende do numero de varidveis a serem
diferenciadas e do numero de variaveis aleatorias do problema. Por exemplo, em
problemas nao dependentes da trajetéria de tensdes, o método de diferenciagao
direta requer que a equagdo (7.7) seja avaliada para cada varidvel aleatoria e o
método adjunto requer que a expressao (7.16) seja avaliada para cada variavel a
ser diferenciada (deslocamentos e poro pressoes). Dessa maneira, o método de
diferenciacdo direta ¢ mais eficiente quando o nimero de varidveis aleatdrias ¢
menor que o numero de variaveis a serem diferenciadas. O método adjunto, por
sua vez, ¢ mais eficiente quando o numero de varidveis aleatdrias ¢ maior que o
numero de varidveis a serem diferenciadas. Pode-se considerar o aspecto da
avaliacdo do problema no tempo, tornando o uso do método adjunto mais

interessante.

7.4. Aproximacgao por diferengas finitas

. o A
Dada uma fungdo f(r), a aproximacdo de primeira ordem A_f da
r

derivada /A ¢ dada por
dr
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A _ f(r+ A= £(r)
Ar Ar

(7.17)

Onde, Ar ¢ uma perturbagdo absoluta e pequena o suficiente para produzir bons

resultados. Esta perturbacdo ¢ definida por:
Ar =nr (7.18)

sendo 7 uma perturbagao relativa.

Caso se deseje obter a derivada primeira em relagdo a n varidveis, a
aproximacao por diferencas finitas necessita de » analises adicionais.

A determinacao do tamanho do passo Ar ¢ fundamental para a utilizagao
desta técnica, pois existem duas possibilidades de erro associadas a este fator:

condig¢do de erro e truncamento.

O erro por truncamento €’ (Ar), resulta da negligéncia de termos na
expansdo em série de Taylor para a func¢do perturbada. Por exemplo, a expansio
até segunda ordem em série de Taylor em torno do ponto r da fungdo perturbada
f(r+ Ar) pode ser escrita como:

daf(r) , (Ar)* d* f(r + gAr) 0<c<l (7.19)

f(r+Ar)y= f(r)+Ar 3 5 07

Da equacdo (7.19) verifica-se que o erro de truncamento para a aproximagao por

diferengas finitas é:

(Ar)2 dzf(r + GAr)

e’ (Ar) =
(4r) 2 dr?

0<¢<l (7.20)

Ja, a condi¢do de erro ¢ a diferenca entre a avaliagdo numérica ¢ o valor

exato da funcdo. Uma contribuicdo para a condicdo de erro ¢ o “erro de

af

arredondamento” no calculo de 0 dos valores originais e perturbados.
r

Segundo Haftka et al (1993) selecionando-se um tamanho de passo muito
pequeno reduz-se os erros por truncamento, entretanto ocorrerdo excessivas
condicoes de erro.

E possivel se empregar aproximagdes por diferencas finitas para derivadas
de mais alta ordem, entretanto o custo computacional elevado faz com que
raramente seja utilizada essa técnica. Por exemplo, para derivada de segunda

ordem em relacdo a n variaveis seriam necessarias 2n analises adicionais.
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N _ fr=Dr)+ f(r+Ar) =21 () (7.21)
Ar? Ar? |

7.5. Analise de sensibilidade para o procedimento staggered

Utilizando os conceitos apresentados no item anterior, aplica-se o0 método de
diferenciagdo direta para determinagdo da sensibilidade dos deslocamentos e poro
pressdes em relacdo as varidveis aleatorias r. Considera-se o problema como nao

dependente da trajetoria de tensdes (linear). Assim de (7.7) se escreve:

of oKy .. OL (,
[ ) ey
d ™ K] or or or 7.22)
= t t+At t .
dr L op _d077p LK o'u
or or or
o’ (“¥u—tu)-1 0" u_ 0'u
or or or
t t+At
dt+Atp +Ga—p—a—G(t+Atp—tp)+ Ata h
=[G +0AH]" or  or or (7.23)
dr OH, o'p
—(1-0)At—"p—(1-06)AtH
or or
OH
_ eAt_t+At
or P

Verificam-se nas equagdes (7.22) e (7.23) a interdependéncia das mesmas,
ou seja, a sensibilidade dos deslocamentos depende da sensibilidade das poro
pressdes e vice versa. Dessa maneira, uma estratégia iterativa deve ser adotada

para a avaliacao das sensibilidades num instante ¢ + Az .

o d™ d'
t + At . Estimativa inicial 4 Pp_4dp Etapa 1
dr dr
Procedimento staggered iteragao: j+1 Etapa 2

t+At__ j+1

Avalia-se com (7.22) e verifica-se a convergéncia da

sensibilidade dos deslocamentos com:
Etapa 3

t+Ar, JHL (AT
| d™ -] d™u
dr

dr

<tol

Jj+l

dt+Atu
dr
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t+At t+At_ j+1

Com o vetor obtido na etapa 3 avalia-se — com (7.23) e
r

dr
verifica-se a convergéncia da sensibilidade das poro pressdes com:

| dHAtpj“ |_| dt+Atpj |
dr dr
‘ |dt+Atpf+1|
dr

Etapa 4

< tol

Se as desigualdades das etapas 3 e 4 ndo forem atendidas, retorna-se a

t+At

etapa 2 com os valores atualizados de P . Etapa 5

dr

Caso contrario, faz-se j/=0 e um novo passo se inicia na Etapa 1.

Para o computo das sensibilidades dos deslocamentos e poro pressdes em
relagdo as varidveis aleatérias r pelo método adjunto, para problemas nao

dependentes da trajetoria de tensdes tém-se

t+At
d""u, AT or or or

. M AL t t
dr _L[ﬁ p_@_p]+K6u

(I+At p_t p)

or or or (7.24)
Sendo A, =[K]" 9y
ou
T t+At t
_&(Hmu_zu)_]f 0""'u _ o'u
or or or
atp OG (1iar s 0""h
1+A1 +G -— —p)+ At
AP 7 or or ( p=p) or
dr r t
—a-oaMepy —a—oam P (7.25)
or or
OoH
_ eAt_tJrAt
or P

Sendo & =[G +0Am]" P:
P ap

Assim como no método de diferenciacao direta, verifica-se para o método adjunto,

a necessidade de um esquema iterativo como o apresentado no quadro anterior.
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7.6. Analise de sensibilidade para o procedimento totalmente

acoplado

Para o procedimento

totalmente

acoplado as

sensibilidades dos

deslocamentos e poro pressdes, no problema ndo dependente da trajetoria de

tensoes (linear), sdo obtidas, para o método de diferenciagdo direta, pela seguinte

forma matricial

dl+Atu B al u
-K L ar | _|~- K L or
L" G+6AH||d™p| |L' G-(1-6)AH]|dp
dr or
_K aL _K L
or or { t “} or or { "
+ T t - T t+At (726)
oL 8_G_(1_9)At8_H p OL a_G_,_eAta_H Y
or or or | or or or
B at+Atf
or
+ t+At
As 0" h
or
Para o método adjunto utilizam-se as seguintes expressdes
0'u
-K L or
L G-(1-0)AH 8t_p
or
_K L
d""u, _pTl4| or or {t“}
- ™Mu T t
dr oL ﬁ_(l_g)Ata_H p
. or or or (7'27)
KA o
| or or {HAZ“} n or
T 1+AL t+At
I IV |G J N Vil
or or or or
K L ||
A, = Su
‘ { L G+ OAtH} o
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o'u
-K L or
L" G-(1-0)AH]|0'p
or
oK oL
dH—At - - t
D, — 3Tl or or u
S oL" oG oH ||
dr % _a-ea i |lP
L or or or (7.28)
B aK aL at+Alf
- _ - Z+Atu -
B al?; G or oH {A }+ a?*rmh
2 L 0Ar— Pl A
|l Or or or or
_K L 19
h,=| P
L G +0AH op

7.7. Analise de sensibilidade das tensoes

As sensibilidades das tensodes efetivas em relacao as variaveis aleatorias r,

em problemas nao dependentes da trajetoria de tensodes, sdo dadas por:

t+At ! 6D t+At
0o :—TB”A’u+DTBa u
or or or

(7.29)

Sendo a matriz B da equacdo (7.29) a matriz de compatibilidade que relaciona
deslocamentos ¢ deformagdes.
As sensibilidades das tensoOes totais em relacdo as variaveis aleatorias r, em

problemas nao dependentes da trajetoria de tensdes, sdo dadas por:

t+A D t+At 1+AL
a Y — a TBI+Atu+DTBa u _a_Lt+At _La p
or or or or or

(7.30)

7.8. Exemplo de analise de sensibilidade

Para verificar a formulacdo proposta e comparar o desempenho de cada
método de andlise de sensibilidade, efetua-se a analise de sensibilidade de
deslocamentos e poro pressdes da coluna da Figura 7.1 em relagdo a
permeabilidade intrinseca e ao modulo de elasticidade transversal do elemento de

referéncia destacado na figura. Os dados do problema sdo os apresentados na
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Tabela 5.1. Para analise de sensibilidade por diferengas finitas utilizou-se uma

perturbacdo relativa de 1.07*.

LA A A AL S

v

Elan I

R

Figura 7.1 Coluna poroelastica e elemento de referéncia para analise de sensibilidade

Os resultados apresentados a seguir referem-se aos obtidos com os
métodos de diferenciagdo, direto, adjunto e diferencas finitas. Tomam-se os
instantes 1 e 100 segundos para apresentacdo dos resultados. Nas figuras
seguintes, as letras a, b e c referem-se respectivamente aos métodos, direto,
adjunto e diferengas finitas.

Na Figura 7.2 apresentam-se os resultados para sensibilidade dos
deslocamentos verticais da coluna, em relacdo a permeabilidade intrinseca do
elemento de referéncia, no instante 1 segundo. Na Figura 7.3 os resultados dizem
respeito ao instante 100 segundos.

Nota-se, que os resultados obtidos com os trés métodos sdo muito
semelhantes, validando dessa forma a formulagdao proposta para obtencao desses
resultados. Com respeito ao comportamento das respostas ¢ possivel se observar
que para o instante 1 segundo os deslocamentos verticais mais sensiveis a
perturbagdo da permeabilidade intrinseca do elemento de referéncia encontram-se
proximos ao elemento de referéncia. Com o processo de adensamento da coluna
poroelastica, se verifica que os deslocamentos verticais mais sensiveis encontram-

se proximos ao topo da coluna.
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Figura 7.2 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relagéo a K, (1 segundo)

Figura 7.3 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relagéo a K, (100 segundos)

Nas figuras seguintes, Figura 7.4 e Figura 7.5, os resultados referem-se a
sensibilidade dos deslocamentos verticais com relacdo ao modulo de elasticidade
transversal, também para os instantes 1 e 100 segundos. Constata-se com essas
respostas que os deslocamentos verticais da coluna poroeléstica sdo mais sensiveis
a variagdes da permeabilidade intrinseca do que a variagdes do moddulo de
elasticidade transversal. Além disso, se verifica que os deslocamentos verticais
mais sensiveis a perturbagdes no modulo de elasticidade transversal do elemento
de referéncia se encontram proximos ao elemento de referéncia, independente do

tempo de analise. Os valores maximos de sensibilidade sdo obtidos para os
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deslocamentos verticais localizados nos nds da aresta superior do elemento de

referéncia.

+34TEQ10
+2.83E010
2. 23E10

+LG1E-010 2
+053E11

+3.76E-011
-243E4011
-8.63E411
-148E010
-2 MEL010

(ah () ()

Figura 7.4 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relagéo a G, (1 segundo)

+6.30E010
+5.30E010

+431EQ10
+3.31E-010
+2.37E010
+1.32E-010
+328E4011

-6.68E4011
-1.66E010
-2.B8EL10

(@) () (4]

Figura 7.5 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relagao a G, (100 segundos)

Assim como apresentado para os deslocamentos verticais da coluna,
apresentam-se os resultados para a sensibilidade das poro pressdes em relacao a
permeabilidade intrinseca e ao mddulo de elasticidade transversal do elemento de
referéncia.

Os resultados obtidos para os dois instantes de avaliagdo, com os

diferentes métodos, também se apresentam muito semelhantes.
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Figura 7.6 Sensibilidade das poro pressdes em relagao a K, (1 segundo)

+00EAQ00
-TAE03

-148E-002

22E002
256E-002 = =

-3 THEQR
-4 4EL02

-5.18E-002
-S.80E002
-6.66E-002

(=) (&) ()

Figura 7.7 Sensibilidade das poro pressdes em relagao a K, (100 segundos)

Nota-se, com as respostas apresentadas nas figuras anteriores, que as poro
pressdes na coluna poroeldstica sd3o mais sensiveis a perturbagdes da
permeabilidade intrinseca do elemento de referéncia nos instantes iniciais do
processo de adensamento.

Assim como verificado na andlise de sensibilidade dos deslocamentos
verticais, se constata que as respostas em termos de poro pressdes sdo mais
sensiveis a perturbacdes nos valores da permeabilidade intrinseca do que a

perturbagdes nos valores do modulo de elasticidade transversal do elemento de
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referéncia. Nota-se também, que as poro pressdes mais sensiveis a perturbagdes
do moddulo de elasticidade transversal do elemento de referéncia se encontram
inicialmente na parte superior da coluna poroeléstica se deslocamento, durante o

processo de adensamento, para a parte inferior da coluna.

+0.00E-Q00
-2.03EQ08
-1 61EQ0T
-24EL0T
-3 22E007
-4 BEL0T
-4 B3E00T

-5.64E00T
-G4E00T
-L23EO0T

+0.00E-000
-133E4010

2. TIE4L0

-4.0E010
5 41E-010
-6. TEE010
-3 12E4010
-S4TE010
-1LOEEL009
-1L2EL0D

(=) () ]

Figura 7.9 Sensibilidade das poro pressées em relagao a G, (100 segundos)

Além da verificacdo dos resultados obtidos com a formula¢dao proposta,
constatou-se com o exemplo analisado que as respostas em deslocamentos e poro

pressdes sdo mais sensiveis as variagdes da permeabilidade intrinseca do que as
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variagoes do modulo de elasticidade transversal. Verificou-se também o carater
transiente das respostas obtidas, ou seja, as sensibilidades variam
consideravelmente no tempo.

Assim como verificado nesse exemplo, bons resultados sdo obtidos
quando se avaliam as sensibilidades em relacdo as propriedades de outros
elementos.

A Tabela 7.1 apresenta os tempos relativos para analise de sensibilidade

do exemplo de adensamento unidimensional.

Tabela 7.1 Tempo relativo para analise de sensibilidade

Método de analise Tempo relativo de analise
M¢étodo de diferenciacao direto 1,000
Método de diferenciag@o adjunto 0,776
Diferencas finitas 1,413

Com base nos resultados apresentados na Tabela 7.1, indica-se o método de
diferencia¢do adjunto para realiza¢do de analises de sensibilidade de problemas de
acoplamento fluido mecanico lineares.

Nesse capitulo do trabalho ndo foram enfatizados comentarios a respeito
dos resultados obtidos com a analise de sensibilidade. Todavia, a analise de
sensibilidade pode ser empregada para uma melhor compreensao dos fendmenos
envolvidos nos problemas de acoplamento fluido mecénico, sobretudo em
problemas complexos, quantificando a variagdo das respostas com relacdo as

variaveis dos problemas.
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