
7 Análise de sensibilidade 
 

7.1. Introdução 
 

De acordo com Hart (1982), Zhang (2002), Rubin (2003) e Ghanem e 

Spanos 2003, e como apresentado no capítulo anterior desse trabalho, ao se 

resolver problemas de análise estatística utilizando métodos de perturbação, 

necessita-se a avaliação das derivadas das funções resposta em relação às 

variáveis aleatórias do problema. Segundo Haftka e Gürdal (1993) e Kleiber et al 

(1997), a determinação destas derivadas é conhecida, na literatura, como análise 

de sensibilidade. 

Nesse trabalho a formulação para análise de sensibilidade apresenta-se 

inicialmente de forma geral. Apresentam-se o método de diferenciação direto, o 

método de diferenciação adjunto e a aproximação por diferenças finitas. A 

seguinte parte deste capítulo trata da análise de sensibilidade das respostas do 

problema de acoplamento fluido mecânico com fluxo monofásico em relação as 

variáveis aleatórias. Primeiramente no caso em que se utiliza o procedimento 

staggered e posteriormente para o procedimento totalmente acoplado. 

 

7.2. Método de diferenciação direto 
 

Para apresentação do método de diferenciação direto considera-se uma 

função g explicitamente dependente de A e implicitamente dependente de um 

parâmetro r, ou seja 

));(()( rrAgrG =  (7.1) 

Para avaliação da sensibilidade dessa função em relação ao parâmetro r, 

aplica-se uma perturbação ao parâmetro, obtendo-se 

r
r
gr

dr
dA

A
grG δδδ

∂
∂

+
∂
∂
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_

 (7.2) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



Análise de sensibilidade  113

Nota-se que o primeiro termo do lado direito da equação não pode ser calculado 

diretamente, uma vez que é implicitamente dependente de r. Kleiber et al (1997) 

utilizaram a seguinte notação para representar (7.2). 

ggG ∂+=
~_
δδ  (7.3) 

Onde G
_
δ  representa a variação total de G em relação à r, g

~
δ , representa os 

termos referentes à variação implícita em r e g∂  representa os termos de variação 

explícita em r. Pode-se segundo essa notação escrever (7.2) como 

gA
A
gG ∂+
∂
∂

=
__
δδ  (7.4) 

A função resíduo, possui as mesmas características da função. ));(( rrAg . 

Para problemas não dependentes da trajetória de tensões a função resíduo pode ser 

posta em função de suas variáveis, obtidas após convergência como 

0));(( ≅= rrqRR  (7.5) 

Escrevendo (7.5) na forma de (7.4) tem-se 

0
__

≅∂+
∂
∂

= Rq
q
RR δδ  (7.6) 

Ou, em forma de derivadas 

0≅
∂
∂

+
∂
∂

r
R

dr
dq

q
R  (7.7) 

Sendo R explicitamente dependente de r. Com a expressão (7.7) pode-se avaliar a 

sensibilidade dos deslocamentos e poro pressões com relação as variáveis 

aleatórias r.  

Para problemas dependentes da trajetória de tensões o resíduo depende das 

variáveis de estado no instante tt ∆+ , assim 

0));(),(( ≅= ∆+∆+ rrrqRR tttt σ  (7.8) 

Escrevendo (7.8) na forma (7.4) obtém-se 

0
___

≅+∂
∂

∂
+

∂
∂

= ∆+∆+
∆+

∆+
∆+

∆+ RRq
q

RR tttt
tt

tt
tt

tt σδ
σ

δδ  (7.9) 

Em termos de derivadas tem-se 

0≅
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂ ∆+∆+∆+∆+∆+

r
R

dr
dR
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qd

q
R tttttttttt σ

σ
 (7.10) 
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Sabe-se que 

));(,());(,( rqrq ttttt δεσδσσδεσσ +=∆+  (7.11) 

O que indica que, para se conhecer a sensibilidade dos deslocamentos e poro 

pressões no instante tt ∆+  é necessário conhecer a sensibilidades das tensões no 

instante tt ∆+ . Por sua vez, para se obter a sensibilidade das tensões no instante 

tt ∆+  é necessário se conhecer todo o histórico de sensibilidades. Em geral, isso é 

de difícil obtenção, sendo indicado para problemas dependentes da trajetória de 

tensões que a análise de sensibilidade seja efetuada por diferenças finitas. 

 

7.3. Método de diferenciação adjunto  
 

Outra forma de diferenciação da função ));(( rrqg  pode ser realizada 

utilizando-se o método de diferenciação adjunto. Nesse método acrescentam-se na 

equação a ser diferenciada multiplicadores de lagrange λ , dessa forma para 

problemas não dependentes da trajetória de tensões tem-se 

));(());(());(( rrqRrrqgrrqg λ+=∗  (7.12) 

Onde 0));(( ≅rrqR  é o resíduo obtido após convergência. Para efeito de 

descrição do método adjunto o resíduo é considerado nulo, dessa forma, o termo 

acrescido à função ));(( rrqg  não altera o significado da mesma. Dessa forma, 

após um incremento de tempo pode-se calcular a sensibilidade da função 

));(( rrqg ∗ , derivando (7.12). Assim 
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 (7.13) 

Agora, considerando o fato de 0));(( ≅rrqR  e rearranjando os termos de (7.13) 

tem-se 

r
rrqR

r
rq

q
rrqR

q
rrqg

r
rrqg

dr
rrqdg

∂
∂

+

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
=

∗

));((

)());(());(());(());((

λ

λ
 (7.14) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



Análise de sensibilidade  115

Fazendo-se o termo entre parênteses igual a zero obtém-se 

r
rrqR

r
rrqg

dr
rrqdg

∂
∂

+
∂

∂
=

∗ ));(());(());(( λ  (7.15) 

Com a seguinte condição a ser atendida 

0));(());((
=⎟⎟

⎠
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⎝

⎛
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∂
+

∂
∂

q
rrqR

q
rrqg λ  (7.16) 

Dessa maneira (7.15) é a equação para obtenção da sensibilidade pelo método 

adjunto. Nota-se que após o cálculo de λ , (7.16) se transforma numa derivada 

com todos os termos explicitamente definidos. 

Em problemas dependentes da trajetória de tensões as dificuldades 

encontradas no método de diferenciação direta também são verificadas no método 

adjunto, ou seja, alguns termos a serem derivados são dependentes das tensões, 

deslocamentos e poro pressões, tornando nesse caso esse procedimento 

ineficiente. 

De acordo com Haftka et al (1993) o esforço computacional associado a 

cada método de diferenciação depende do número de variáveis a serem 

diferenciadas e do número de variáveis aleatórias do problema. Por exemplo, em 

problemas não dependentes da trajetória de tensões, o método de diferenciação 

direta requer que a equação (7.7) seja avaliada para cada variável aleatória e o 

método adjunto requer que a expressão (7.16) seja avaliada para cada variável a 

ser diferenciada (deslocamentos e poro pressões). Dessa maneira, o método de 

diferenciação direta é mais eficiente quando o número de variáveis aleatórias é 

menor que o número de variáveis a serem diferenciadas. O método adjunto, por 

sua vez, é mais eficiente quando o número de variáveis aleatórias é maior que o 

número de variáveis a serem diferenciadas. Pode-se considerar o aspecto da 

avaliação do problema no tempo, tornando o uso do método adjunto mais 

interessante. 

 

7.4. Aproximação por diferenças finitas 
 

Dada uma função )(rf , a aproximação de primeira ordem 
r
f

∆
∆  da 

derivada 
dr
df  é dada por 
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r
rfrrf

r
f

∆
−∆+

=
∆
∆ )()(  (7.17) 

Onde, r∆  é uma perturbação absoluta e pequena o suficiente para produzir bons 

resultados. Esta perturbação é definida por: 

rr η=∆  (7.18) 

sendo η  uma perturbação relativa. 

Caso se deseje obter a derivada primeira em relação à n variáveis, a 

aproximação por diferenças finitas necessita de n análises adicionais. 

A determinação do tamanho do passo r∆  é fundamental para a utilização 

desta técnica, pois existem duas possibilidades de erro associadas a este fator: 

condição de erro e truncamento. 

O erro por truncamento )( rT ∆∈ , resulta da negligência de termos na 

expansão em série de Taylor para a função perturbada. Por exemplo, a expansão 

até segunda ordem em série de Taylor em torno do ponto r da função perturbada 

)( rrf ∆+  pode ser escrita como: 

2

22 )(
2

)()()()(
dr

rrfdr
dr

rdfrrfrrf ∆+∆
+∆+=∆+

ς    10 ≤≤ ς  (7.19) 

Da equação (7.19) verifica-se que o erro de truncamento para a aproximação por 

diferenças finitas é: 

2

22 )(
2

)()(
dr

rrfdrrT ∆+∆
=∆∈

ς    10 ≤≤ ς  (7.20) 

Já, a condição de erro é a diferença entre a avaliação numérica e o valor 

exato da função. Uma contribuição para a condição de erro é o “erro de 

arredondamento” no cálculo de 
dr
df  dos valores originais e perturbados. 

Segundo Haftka et al (1993) selecionando-se um tamanho de passo muito 

pequeno reduz-se os erros por truncamento, entretanto ocorrerão excessivas 

condições de erro. 

É possível se empregar aproximações por diferenças finitas para derivadas 

de mais alta ordem, entretanto o custo computacional elevado faz com que 

raramente seja utilizada essa técnica. Por exemplo, para derivada de segunda 

ordem em relação à n variáveis seriam necessárias 2n análises adicionais. 
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22

2 )(2)()(
r

rfrrfrrf
r
f

∆
−∆++∆−

=
∆
∆  (7.21) 

 

7.5. Análise de sensibilidade para o procedimento staggered 
 

Utilizando os conceitos apresentados no item anterior, aplica-se o método de 

diferenciação direta para determinação da sensibilidade dos deslocamentos e poro 

pressões em relação às variáveis aleatórias r. Considera-se o problema como não 

dependente da trajetória de tensões (linear). Assim de (7.7) se escreve: 
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Verificam-se nas equações (7.22) e (7.23) a interdependência das mesmas, 

ou seja, a sensibilidade dos deslocamentos depende da sensibilidade das poro 

pressões e vice versa. Dessa maneira, uma estratégia iterativa deve ser adotada 

para a avaliação das sensibilidades num instante tt ∆+ . 

tt ∆+ . Estimativa inicial 
r
p

r
p

d
d

d
d ttt

=
∆+

 Etapa 1 

Procedimento staggered iteração: j+1 Etapa 2 

Avalia-se 
r
u

d
d jtt 1+∆+

 com (7.22) e verifica-se a convergência da 

sensibilidade dos deslocamentos com: 

tol

d
d

d
d

d
d

jtt

jttjtt

≤
−

+∆+

∆++∆+

||

||||
1

1

r
u

r
u

r
u

 

Etapa 3 
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Com o vetor 
r

u
d

d tt ∆+

 obtido na etapa 3 avalia-se 
r
p

d
d jtt 1+∆+

com (7.23) e 

verifica-se a convergência da sensibilidade das poro pressões com: 
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Etapa 4 

Se as desigualdades das etapas 3 e 4 não forem atendidas, retorna-se a 

etapa 2 com os valores atualizados de 
r

p
d

d tt ∆+

. 

Caso contrário, faz-se j=0 e um novo passo se inicia na Etapa 1.  

Etapa 5 

 Para o cômputo das sensibilidades dos deslocamentos e poro pressões em 

relação as variáveis aleatórias r pelo método adjunto, para problemas não 

dependentes da trajetória de tensões têm-se 
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(7.25) 

Assim como no método de diferenciação direta, verifica-se para o método adjunto, 

a necessidade de um esquema iterativo como o apresentado no quadro anterior. 
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7.6. Análise de sensibilidade para o procedimento totalmente 
acoplado 
 

Para o procedimento totalmente acoplado as sensibilidades dos 

deslocamentos e poro pressões, no problema não dependente da trajetória de 

tensões (linear), são obtidas, para o método de diferenciação direta, pela seguinte 

forma matricial  
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 (7.26) 

 Para o método adjunto utilizam-se as seguintes expressões 
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(7.28) 

 

7.7. Análise de sensibilidade das tensões 
 

As sensibilidades das tensões efetivas em relação às variáveis aleatórias r, 

em problemas não dependentes da trajetória de tensões, são dadas por: 

r
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∆+ tt

T
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Sendo a matriz B  da equação (7.29) a matriz de compatibilidade que relaciona 

deslocamentos e deformações. 

As sensibilidades das tensões totais em relação às variáveis aleatórias r, em 

problemas não dependentes da trajetória de tensões, são dadas por: 
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 (7.30) 

 

7.8. Exemplo de análise de sensibilidade 
 

Para verificar a formulação proposta e comparar o desempenho de cada 

método de análise de sensibilidade, efetua-se a análise de sensibilidade de 

deslocamentos e poro pressões da coluna da Figura 7.1 em relação à 

permeabilidade intrínseca e ao módulo de elasticidade transversal do elemento de 

referência destacado na figura. Os dados do problema são os apresentados na 
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Tabela 5.1. Para análise de sensibilidade por diferenças finitas utilizou-se uma 

perturbação relativa de 40.1 − . 

 

p*p*

 
Figura 7.1 Coluna poroelástica e elemento de referência para análise de sensibilidade 

 

 Os resultados apresentados a seguir referem-se aos obtidos com os 

métodos de diferenciação, direto, adjunto e diferenças finitas. Tomam-se os 

instantes 1 e 100 segundos para apresentação dos resultados. Nas figuras 

seguintes, as letras a, b e c referem-se respectivamente aos métodos, direto, 

adjunto e diferenças finitas. 

 Na Figura 7.2 apresentam-se os resultados para sensibilidade dos 

deslocamentos verticais da coluna, em relação à permeabilidade intrínseca do 

elemento de referência, no instante 1 segundo. Na Figura 7.3 os resultados dizem 

respeito ao instante 100 segundos.  

 Nota-se, que os resultados obtidos com os três métodos são muito 

semelhantes, validando dessa forma a formulação proposta para obtenção desses 

resultados. Com respeito ao comportamento das respostas é possível se observar 

que para o instante 1 segundo os deslocamentos verticais mais sensíveis à 

perturbação da permeabilidade intrínseca do elemento de referência encontram-se 

próximos ao elemento de referência. Com o processo de adensamento da coluna 

poroelástica, se verifica que os deslocamentos verticais mais sensíveis encontram-

se próximos ao topo da coluna.  
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Figura 7.2 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relação à K, (1 segundo) 

 

 
Figura 7.3 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relação à K, (100 segundos) 

 

 Nas figuras seguintes, Figura 7.4 e Figura 7.5, os resultados referem-se à 

sensibilidade dos deslocamentos verticais com relação ao módulo de elasticidade 

transversal, também para os instantes 1 e 100 segundos. Constata-se com essas 

respostas que os deslocamentos verticais da coluna poroelástica são mais sensíveis 

à variações da permeabilidade intrínseca do que à variações do módulo de 

elasticidade transversal. Além disso, se verifica que os deslocamentos verticais 

mais sensíveis à perturbações no módulo de elasticidade transversal do elemento 

de referência se encontram próximos ao elemento de referência, independente do 

tempo de análise. Os valores máximos de sensibilidade são obtidos para os 
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deslocamentos verticais localizados nos nós da aresta superior do elemento de 

referência. 

 
Figura 7.4 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relação à G, (1 segundo) 

 

 
Figura 7.5 Sensibilidade dos deslocamentos verticais em relação à G, (100 segundos) 

 

 Assim como apresentado para os deslocamentos verticais da coluna, 

apresentam-se os resultados para a sensibilidade das poro pressões em relação à 

permeabilidade intrínseca e ao módulo de elasticidade transversal do elemento de 

referência. 

 Os resultados obtidos para os dois instantes de avaliação, com os 

diferentes métodos, também se apresentam muito semelhantes.  
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Figura 7.6 Sensibilidade das poro pressões em relação à K, (1 segundo) 

 

 
Figura 7.7 Sensibilidade das poro pressões em relação à K, (100 segundos) 

 

 Nota-se, com as respostas apresentadas nas figuras anteriores, que as poro 

pressões na coluna poroelástica são mais sensíveis à perturbações da 

permeabilidade intrínseca do elemento de referência nos instantes iniciais do 

processo de adensamento. 

 Assim como verificado na análise de sensibilidade dos deslocamentos 

verticais, se constata que as respostas em termos de poro pressões são mais 

sensíveis à perturbações nos valores da permeabilidade intrínseca do que à 

perturbações nos valores do módulo de elasticidade transversal do elemento de 
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referência. Nota-se também, que as poro pressões mais sensíveis à perturbações 

do módulo de elasticidade transversal do elemento de referência se encontram 

inicialmente na parte superior da coluna poroelástica se deslocamento, durante o 

processo de adensamento, para a parte inferior da coluna. 

 

 
Figura 7.8 Sensibilidade das poro pressões em relação à G, (1 segundo) 

 

 
Figura 7.9 Sensibilidade das poro pressões em relação à G, (100 segundos) 

 

 Além da verificação dos resultados obtidos com a formulação proposta, 

constatou-se com o exemplo analisado que as respostas em deslocamentos e poro 

pressões são mais sensíveis às variações da permeabilidade intrínseca do que às 
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variações do módulo de elasticidade transversal. Verificou-se também o caráter 

transiente das respostas obtidas, ou seja, as sensibilidades variam 

consideravelmente no tempo. 

Assim como verificado nesse exemplo, bons resultados são obtidos 

quando se avaliam as sensibilidades em relação às propriedades de outros 

elementos.  

 A Tabela 7.1 apresenta os tempos relativos para análise de sensibilidade 

do exemplo de adensamento unidimensional. 

 
Tabela 7.1 Tempo relativo para análise de sensibilidade 

Método de análise Tempo relativo de análise 

Método de diferenciação direto 1,000 

Método de diferenciação adjunto 0,776 

Diferenças finitas 1,413 

  

Com base nos resultados apresentados na Tabela 7.1, indica-se o método de 

diferenciação adjunto para realização de análises de sensibilidade de problemas de 

acoplamento fluido mecânico lineares. 

 Nesse capítulo do trabalho não foram enfatizados comentários a respeito 

dos resultados obtidos com a análise de sensibilidade. Todavia, a análise de 

sensibilidade pode ser empregada para uma melhor compreensão dos fenômenos 

envolvidos nos problemas de acoplamento fluido mecânico, sobretudo em 

problemas complexos, quantificando a variação das respostas com relação às 

variáveis dos problemas. 

 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /Unknown

  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice




