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Analise nao linear

3.1. Introdugao

Descrevem-se nesse capitulo aspectos sobre analise ndo linear (analise nao
linear local e anélise ndo linear global). Apresenta-se o problema nao linear local
como um problema de programacdo matematica. Os modelos constitutivos
adotados para fase sélida e o modelo constitutivo utilizado para descri¢do da
permeabilidade relativa sao descritos nesse capitulo. Por fim, alguns aspectos

sobre andlise ndo linear global sdo apresentados.

3.2. Analise nao linear local (modelos constitutivos e analise
elastoplastica)

Apresentam-se neste item alguns conceitos para o entendimento da analise
ndo linear local, andlise elastopldstica, assim como se descrevem os modelos
constitutivos adotados nesse trabalho (modelo de Mohr Coulomb ¢ modelo de

Von Mises).

3.2.1. Principio da maxima dissipagao plastica

O principio da méxima dissipagao plastica ¢ atribuido a Von Mises e Taylor,
sendo posteriormente considerado por outros autores como Mandel (1964) e
Lubliner (1984,1986), apud Simo (1997). O principio da maxima dissipagdo
pléastica ¢ a base da formulagdo matematica das leis de evolucdo da teoria da
plasticidade e estd fundamentada na hipdtese de que a deformagdo pléstica se da
de modo que a energia dissipada seja maxima. A plastificagdo ¢ um processo
dissipativo irreversivel, ou seja, hd perda de energia do sistema. O principio da

maxima dissipagao plastica, PMDP, pode ser posto da seguinte maneira: para uma
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Anadlise néo linear

dada taxa de deformagdo plastica £” e uma taxa de variagdo das variaveis

internas 2.1 , entre todos os estados finais (6",a") admissiveis, o estado real (6,a),
¢ o que leva a maxima dissipacao plastica.

Para descricdo matematica do PMDP parte-se do conceito de energia de
dissipacdo plastica, dado como sendo a taxa de variacdo da energia interna em

relacdo as variaveis plasticas com o sinal trocado.

P e [6W€ P WP .}

P p —
DP(s,e”,¢ ,a,a) = a7 £ + % a

(3.1)

A energia interna de um sistema em repouso, ¢ composta por duas parcelas:
uma parcela de energia capaz de realizar trabalho, energia livre e uma parcela de
energia proveniente de um processo térmico. A energia livre, pode por sua vez,
ser representada pela decomposicdo aditiva de uma parcela eldstica e outra

pléastica. De forma semelhante, as deformacgdes totais também podem ser assim

representadas.
W=W*+W"eeg=¢"+¢&" (3.2)
Diz-se que a energia de deformacgao elastica W° =W °(g°) e que a parcela
plastica W*” =W?"(a), é funcdo somente das variaveis internas. Assim, ¢ possivel
escrever
W=w<E)+W'@=Ww°(e-¢€")+W?"(a) (3.3)
Dessa maneira representa-se a dissipagao plastica como

P . _EﬁWe(a—a");;”_GW*”;l

DP(g,e”,¢ ,a,a) = 3.4
( ) o %2 (3.4)

Do conceito do tensor de tensdes eldstico e, utilizando-se a regra da cadeia, pode-

S€ €SCrever

GO (e=s") oW o8 _ oW

= (3.5)
oe° oe” og° og”
Assim, a dissipagdo plastica pode ser rescrita como
v . v P e
DP(s,e”,e ,a,a)=06g — a (3.6)

oa
Para facilitar a aplicacdo dos métodos de programac¢ao matematica utilizados para

solugdo dos problemas de otimizagdo, se escreve o PMDP como
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Minimizar :-D (6,a)
.. (3.7)
sujeito : F(o,a) <0

A restrigdo F(6,a) ¢ neste problema igual a funcdo de escoamento, descrita

segundo algum modelo constitutivo condizente com o material do dominio
analisado. O problema de minimizagdo com restricdes pode ser escrito como um
problema sem restricdes introduzindo-se os multiplicadores de Lagrange. A

funcdo de Lagrange correspondente ao problema ¢é

ol o o P D e

L(6",a",y,e ,a)=—-06"¢ + a+yF(¢",a") (3.8)

*

O simbolo (.)* indica ser um ponto corrente que atende necessariamente as

condi¢des de Kuhn-Tucker. Escrevendo-se agora as condigdes de Kuhn-Tucker,

condigdes necessarias para existéncia de um valor extremo, tem-se:

.p * * .p * *
GL*:_ +7/8F(6*,a)2038 :yéF(c:a) (3.9)
0o 0o 0o
2 P e * * ° * *
aﬁ*za*W*a+7aF(6:a):O:a:_},GGF(G*,a) (3.10)
0a” 0Oa oa oa oa
F(6",a")<0 (3.11)
/(e ,a")=0 (3.12)
>0
owr )
em (3.10)G =| ———
0a’oa

Nota-se que as condigdes apresentadas acima, condi¢des da plasticidade
associada, surgem como conseqiiéncia do PMDP. Da equacao (3.9) tem-se a lei de
escoamento associada, da equagdo (3.10) tem-se a lei de encruamento. Em (3.11)
se verifica a condicdo de consisténcia e em (3.12) através da condicdo de
complementariedade se verifica a condigdo de carregamento/descarregamento.
Simo e Hughes (1997) citam que o PMDP implica em: fluxo associado no espago
das tensdes, condicdo chamada de normalidade; condicdo de
carregamento/descarregamento dada pela condicdo de complementariedade de
Kuhn-Tucker e convexidade do espago das tensoes.

O problema apresentado em (3.7) pode ser reescrito, de acordo com Simo

e Hughes (1997), sob a seguinte forma
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. . Minimizar 1 teste - 1 i -
(o 1’a 1}2(6’3)6£6{5“(0 —G)HZD 1 +5H(a —a)HZG 1} 513

sujeito :F (¢, a™"') <0
Onde D ¢ o tensor constitutivo eldstico, G € mddulo plastico generalizado, ambos

teste

assumidos constantes, 6'““ é o tensor das tensdes teste (geralmente assume-se o

elastico) e £, € o espago das tensdes admissiveis. ||<s||D’l =+oD'c pode ser
visto como uma norma da energia e ||a||G_1 =+/aG'a como uma norma induzida

por G~'. Para o caso de plasticidade perfeita o segundo termo entre chaves da
equacdo (3.13) ¢ nulo, e a interpretagdo geométrica do problema pode ser

representada pela Figura 3.1

Figura 3.1 llustragdo geométrica do conceito de projegdo ao ponto mais préoximo

teste

Concluindo, 6™ ¢é a proje¢do ao ponto mais proximo de 6" na superficie de
escoamento.

Verificou-se nas equacdes que descrevem o problema de acoplamento
fluido mecénico a presenga do tensor constitutivo tangente ou elastoplastico D, .

Este pode ser avaliado da seguinte maneira

D, =D —(Da—Fa—FDji
06 06 H
(3.14)
oF oF

H="-Dg+—h
06 oa
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Sendo g e h, respectivamente, fungdes que definem a dire¢do do fluxo

plastico e a evolugdo de a . Para plasticidade associada g = 0F /0o .

3.2.2. Método de solucao do problema de programag¢ao matematica

Os algoritmos de programagdo ndo-linear, com ou sem restrigdes, sao
procedimentos iterativos em que novos pontos x* sdo obtidos a partir de pontos

correntes X através da seguinte expressio
X' =x"+ud (3.15)

Dessa forma, os algoritmos em geral dividem-se em duas etapas principais:
a primeira etapa ¢ a determinagdo da direcdo de busca d e a segunda ¢ a avaliagdo
do parametro escalar ¢, que representa o tamanho do passo a ser dado ao longo da
direcdo de busca. A partir da expressao (3.15) diversos algoritmos podem ser
construidos utilizando diferentes técnicas para a determina¢ao da dire¢do de busca
e do tamanho do passo.

Nesse trabalho utiliza-se o algoritmo de Han-Powell — Programagao
quadratica seqiiencial (SQP). O algoritmo de otimizacdo de Han-Powell foi
proposto por Han em 1976 e 1977 e por Powell em 1978, apud Eboli (1989). Este
algoritmo utiliza a técnica de Programac¢do Quadratica Seqiiencial (SQP) através
da solucao de um subproblema quadratico (QP).

O método SQOP pode ser considerado como o resultado da aplicacao do
método de Newton a minimizacdo de uma aproximacdo quadratica da fungdo
Lagrangiana do problema. Este método fornece a cada iteracdo os vetores d, para
se fazer a correcdo de x e Ay, para correcdo dos multiplicadores de Lagrange.
Para sua demonstragdao considera-se o seguinte problema de minimizagdo com

restricdo de igualdade:

Minimizar f(x)

sujeitoa  ¢(x)=0 (3.16)
A fungdo de Lagrange do problema ¢ dada por
LX) = (0 +7e(x) -

Desenvolvendo V£(x,y) em série de Taylor em torno de (x*,y") até termos de

primeira ordem, tem-se
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dk+1
V(K +d"yt 4 Ayt = Vﬁ(xk,,‘{k)jt[VZL(x"’yk)]{A k+1} (3.18)
Y

k+1

Considerando d**' =x*"' —x* e Ay""' =¢*" —y*, aplicando-se a condig¢do de

k+1

estacionariedade em (3.18) no ponto (x* +d*“"', y* + Ay*™") se obtém

k+1

d
[Vzﬁ(xk,v")]{ ,m} =-vro(x',y") (3.19)
Ay

ou, sob a forma matricial

w AkT d* ko Aknk
k o t=B T (3.20)
A 0 ||Ay™ c

Substituindo y**' por y* + Ay*" se escreve

{W: o Hdw}?{gk} (3.21)
A 0 |y c

Onde W* ¢ a matriz Hessiana da fungdo de Lagrange, A* ¢ a matriz dos

gradientes das restri¢des e g* é o gradiente da funcio objetivo, todos avaliados

€m Xk.

Escrevendo-se as condi¢des de Kuhn-Tucker do problema de programacao
quadratica (QP)

Minimizar ngd + ldTWd
2 (3.22)

sujeitoa ¢ +A*d=0
Verifica-se que essas condigdes sao idénticas a expressao (3.21). Conclui-se dessa
maneira que, em cada iteracdo k£ do problema original, a solugdo ¢ aproximada
pela solu¢ao do (QP), obtido pela linearizacdo das restricdes e pela expansdo
quadratica representada na fungdo objetivo do problema definido em (3.22).

Vanderplaats (1984) apresenta o caso de restri¢des de desigualdade.

3.2.2.1. Etapas do algoritmo de Han-Powell

Parente (2000) descreve o algoritmo Han-Powell com as seguintes etapas:
1. Dado um ponto inicial x” e uma aproximacdo da Hessiana da funcdo de

Lagrange B’ , fazer k= 0. B® ¢ dada pela seguinte fungao:
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B’ =b°I (3.23)

onde 5° é um pardmetro definido pelo usudrio do algoritmo. O numero de
reinicios da matriz B ¢ controlado pelo parametro nr definido pelo
usudrio. O reinicio de B serve para descartar a influéncia de pontos muito
distantes do ponto corrente e também para limitar o uso de memoria,
caracterizando assim o método L-BFGS.

Para k£ = k+1, montar e resolver o problema de programacdo quadratica

OP, definido pela equagdo (3.22) determinando os vetores d* e y*.

1
Minimizar gk_lrd +—d'B"'d
2 (3.24)
sujeitoa ¢*™' + A“Md <0
Onde B*"' ¢ a matriz Hessiana da fungdo de Lagrange, A*"' ¢ a matriz
dos gradientes das restrigdes ¢ g*' ¢ o gradiente da fungdo objetivo, todos
avaliados em x*'.

Verificar os critérios de convergéncia do algoritmo:

gk—le

<tol,
(3.25)

max(c/’) < tol,

onde o primeiro critério representa a variacdo da funcdo objetivo na
direcdo d e o segundo critério verifica explicitamente o valor da restri¢do
mais violada.

Verificar também os critérios de parada tais como: numero de avaliacdes
da fungdo objetivo e nimero de iteragdes.

Se os critérios de convergéncia e/ou de parada ndo sdo atendidos, faz-se
uma busca linear unidimensional para determinar o tamanho do passo ¢, na
direcdo d de forma que o novo estimador da solugdo seja um ponto que
contribua para o decréscimo da fungdo objetivo. A busca ¢ feita sobre a
funcdo de penalidade (@), construida no intuito de impor um alto custo a

violagdo das restrigdes. Esta fungdo ¢ definida por
/
o(t) =w(x +td) = £(x)+ D r, max(c,,0) (3.26)
i=1

onde 7, sdo os fatores de penalidades das [/ restrigdes c¢,. A busca ¢

aproximada, isto €, a solucdo obtida ndo ¢ necessariamente 0 minimo de
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®(¢), mas atende certo decréscimo pré-estipulado em ®@(¢) considerado
satisfatorio.

6. Atualizagdo da matriz B* do subproblema quadratico através do método
L-BFGS.

7. Retorno a etapa 2.

3.2.3. Fungao de escoamento (critério de Mohr Coulomb)

O critério de Mohr Coulomb ¢ um dos mais simples e utilizados em
problemas da mecanica das rochas, sendo descrito em termos dos invariantes de

tensoes por

F,.= %senqb +4/J,p cosO— | J;D sendsend — ¢ cos © (3.27)

J, representa o primeiro invariante das tensdes, J,, representa o segundo

invariante das tensdes desviadoras, @ e c¢ (propriedades do material), sdo

respectivamente o angulo de atrito e a coesdo. O angulo & ¢ dado por

0= %sen_l (—_ N3 /s, j onde —% <6 <% (3.28)

2 J3/2

2D
J,, representa o terceiro invariante das tensoes desviadoras.
Como se verificou anteriormente, € necessario para solucao do problema
de programag¢do matematica o gradiente das restricdes. Nesse trabalho,

assumindo-se o caso de plasticidade perfeita obtém-se OF),. /06 com (3.29).

OFyc _ OFyc 0J, N OF,c O\Jsp +8FMC@ (3.29)
0o aJ, o6 0,J,, Oc 00 Oo

A superficie de escoamento de Mohr Coulomb tem como caracteristica a
presenga de cantos, podendo-se com isso, dificultar a obtengdo de (3.29). Por esse

motivo, adotou-se um arredondamento da superficie de escoamento para

|0 >29°, conforme apresentado em Owen (1980).
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3.2.4. Fungao de escoamento (critério de Von Mises)

O critério de Von Mises ¢ descrito em termos do segundo invariante das
tensOes desviadoras e da tensdo de escoamento do material. Esse critério é

fundamentalmente empregado para representacdo de metais.

2
F. =27, —\Ecy (3.30)

A derivada da funcdo de escoamento com relagdo as tensdes ¢ obtida da

seguinte forma

6FVM _ aFVM 8'\’2J2D

0o _8 2J,, oo

(3.31)

3.3. Modelo constitutivo para permeabilidade

No capitulo 2 apresentou-se a relagcdo entre pressdo capilar e as pressdes das
fases molhante e ndo molhante. Citou-se também, que num meio isotérmico a
pressdo capilar ¢ uma fungdo do grau de saturagdo. Para descri¢do da relagdo entre
pressdo capilar e grau de saturagcdo descrevem-se curvas, denominadas curvas de

pressdo capilar, P, — S . Algumas expressdes semi-empiricas sdo utilizadas para

descri¢ao das curvas de pressdo capilar sendo usualmente empregados os modelos
de Brooks e Corey (1964), Van Genuchten (1980), Bradford e Leij (1996) e
Assouline et al (1988 e 2000).

Utiliza-se nesse estudo o modelo de Brooks e Corey (1964) dado por (3.32).

-B
S = [%j para p, > P, (3.32)

d

P, ¢ a pressdo de deslocamento ¢  um indice relacionado ao tamanho
dos poros. O parametro S, ¢ a saturacdo efetiva dada por (3.33)

SW B S"W‘

‘ B 1 - SV]/V - SI‘I'IW (3.33)

Sendo §,, a saturagdo residual da fase molhante e S, a saturacdo residual

rnw

da fase ndo molhante.
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De maneira semelhante a pressdo capilar, a permeabilidade relativa de cada
fase, ¢ funcdo do grau de saturagdo do meio. As expressoes habitualmente
utilizadas para descricdo da permeabilidade relativa sdo derivadas das equagdes

das curvas P, - S .

Para o modelo de Brooks e Corey (1964) a permeabilidade relativa da fase

molhante ¢ descrita pela equacao (3.34)

k. =Sl (3.34)

E a permeabilidade relativa da fase nao molhante descrita pela equacao (3.35)

k,p, = (1= 5,)(1— Sle#ely (3.35)

3.4. Analise nao linear global

Apresentam-se nesse item alguns aspectos sobre analise ndo linear global.

De maneira geral, sendo conhecidos os campos iniciais de deslocamentos, poro
~ ~ ~ t t t t 1 ]
pressoes, saturagoes e tensoes, (‘u,’ p,’S,’ 6) o problema a ser resolvido consiste

em se determinar os respectivos campos num instante ¢+ Az, para os quais o
residuo seja nulo. Logicamente, o problema ndo linear local apresentado no item
anterior deve ser atendido.

Descrevem-se a seguir os vetores residuos, inicialmente para o problema de
acoplamento fluido mecanico com fluxo monofasico e posteriormente para o
problema com fluxo bifasico. A partir disso, colocam-se os problemas conforme a

equagao de Newton apontando-se algumas formas de solucao.

3.4.1.Acoplamento fluido mecanico com fluxo monofasico

Considerando-se a simplificacdo utilizada para discretizagdo no tempo,
podem-se descrever, a partir das equacdes (2.39) e (2.41), os residuos para as

equagdes de equilibrio e fluxo num instante ¢+ A¢f numa iteragdo i como
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t+At i

jN dQ jN Adr IBTEdQ—

R jB D BdQ—+jBTmN 0P _ (3.36)
At

[B™D, BN ol
) 3K At

t+At i

ijqur +I(VNP)T HLVpngth—
r Q

T

K; At

i

“pi= [N, O 1 yrpme NP - (3.37)
) K, 9 K

3K, At

T

D
J.(VNP)TLVNPdQGp+J-NuT[mT—m o Yhal
Q M Q

Para uma notacdo compacta descrevem-se os residuos num instante ¢+ At

numa iteragao i como

(3.38)

. l+AlFi u, ,t
t+AtR1(q) Sendo q:{ u( p )}

t+At i
Fp (u7 p’ t)

Assumindo-se um processo iterativo, e conhecendo-se as incognitas do
problema num instante ¢ + A7 numa itera¢do i, fazendo-se uma expansdo em série
de Taylor até termos de primeira ordem dos vetores residuos tem-se

oF, oF,
ou |riar o 5[)

“F (u,p,)=""F, + 5 u'™ §"Hp™ =0 (339

t+At pi

A ~ 0F o OF :
CAE N (u,p,t)=""F, +—~ §a + 2 §"Mpt =0 (3.40)

ou AL op 1AL
Ou, numa representagdo matricial
| OF, oF,| ]
ou | r+ar i op tAt i A HAIF[(U p.?)
3.41
_ an _ an 6t+Atpz+1 t+Ath (ll p,t) ( )
ou AL i op 1AL

Sendo os incrementos de deslocamentos e poro pressoes:
oA A il AL i

(3.42)

5t+Atp i+1 :t+At p i+l t+At pi

Do sistema de equacgdes (3.41) se obtém:
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K L 6[+Atui+l —AZ‘HA[F; (ll,p,t) A
L' AOH+G |5 p™ | At"*F, (u,p,1) (343

K = [B'D,BdQ
Q

Onde

_ [T _[(pTp M.
L—(J;B mN , dQ iB D, g N

" K (3.44)
H=[(YN,) —VN,dQ
n
Q

T

G=|N, T[M ~—L m'D,m +i]diQ
) K, 9K K

N N g

3.4.2. Acoplamento fluido mecanico com fluxo bifasico

De maneira analoga ao apresentado para o problema de acoplamento fluido
mecanico com fluxo monoféasico trata-se agora o problema com fluxo bifasico.
Das equagoes (2.44), (2.47) e (2.48) descrevem-se os residuos para as equagoes de
equilibrio, pressdo da fase ndo molhante e saturacdo da fase molhante num

instante ¢ + At numa iteracao i

t+At ' i
[N 2aoe [N Lar- [ e da-
YR D IV Ry

[B'D,BdQ-= + [B|m-D, " N doPm
) At 3K At

z+AtFi_ S
=

(3.45)

S
[pB|m-D, "IN 0>+
: 3K, At

1-S B’ m-bp, ™ [N doPe
(J;( nw) ( T3KJ )4 At

N


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA


PUC-Rio - Certificacé@o Digital N° 0310917/CA

Anadlise néo linear

t+At

t+At
Pnw

t+At

t+AtFi _
Sy

ijq,,dej (VN )k kB YN, p,,ghdQ —

nw nw

nw

9K’ At

s nw

S
R m’ ——m'D, [BioL +
o "B 3K, At

T_ (1_¢) 1 T Snw Sw
LN pc( K, ok P AT

N N nw

J-NT S | A=9) lzmTDTm N dQPm _
ol |TK. 9K Y

s

[N ) k—m Ko yN ,dQop .

“l’lW nw

k
J.N;qwdl“+jQ(VNp)TkM—’gVNppwgth—
r

ww

T_ (I) Sw T 6 1
J-QNP _B_w:|diQA_t - J.QN‘D|:¢5[B_Wjj|N‘DdQeSW +

1-¢) 1 S p
N’l[(1-S (———mTD m =~ N dQre—
jﬂ | ( ”W)[ K, 9K’ ! ]BJ Y’

1-
ij( o)~ L Bao ™
o B, 3K, Al

[ p{aKq» . mTDTm]( BSnu}diQSA_W_
K w t

s

— 1_ B
j NT ( Snw) (1 ¢) _ 1 . mTDTm N dgpﬂ_
o’ B K. 9K Y

w N

[N, )Tkk—VN dQp,,, +
B,

k,,

P
[ (VN,)"k—"—VN dQ0p,
@ MWBW

IQNT_—B—}N do>e j { ( nwﬂN dQos , +

[ N7l a- Sw)((1 ? LmTDTm]M}NPde—C—
o K B

61

(3.46)

(3.47)

Assim como para o caso monofasico escreve-se um vetor de residuos.

t+AtFi(u pnw, o )
t+AtR1(q) sendo q_ Z+AlFl (ll pnw, s )

t+AZF§W(u’an’ W’)

(3.48)
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Anadlise néo linear

E faz-se uma expansdo em sériec de Taylor até¢ termos de primeira

vetores residuos

. - OF . OF
A 1 A A 1 At i+l
t+ th+ _t+ th u 6t+ tu1+ + u 6t+ ¢ ! +
all t+Atui 6pnw ”A’pf,w
oF, A
t+At Qi+l
SIS =
aS 1+A/S:
OF
t+At i+l _t+ A i Pw t+AL i+l Pnw t+At
Fpnw_ Puw + 6 8 u + a 8 p"W
u 1+Azui p,,w 1+Azpi
w
OF
Py t+Ar Qi+l _
P
I+Al‘si )
OF OF
AL i+ A Sy t+At S, t+Ar i+l
FSW = st + 5 S A g 2 3" pl +
u 1+A1ui nw HAIPLW
F

W 61+At St‘:l — 0
oS

t+At S!
nw

Ou, numa representagdo matricial

oF, _ OF, _ OF,
O [inay OP | - P 08, | S| [§r+Ar it AR
OF OF OF “
P — Pw — P §FA i+ 1+At
oS ) nw Puw
6“ ALy apnw HAIPLM w I+Afslw SHAI SHI HA,F[
OF OF OF v S
Sw Sw Sw
6u CHAL G ap nw | 1+ Pi;w 6S w| 1+ Sf"&_

Sendo os incrementos de deslocamentos, poro pressdes e saturagoes:

t+At i+l t+Ar i+l
O u" ="u

t+At t+At
)

P~

_t+At

ui

t+At

P

t+At 1+1_t+At i+l At Qi
GG S gt gl
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ordem dos

(3.49)

(3.50)

(3.51)

(3.52)

(3.53)

Como mostrado anteriormente as permeabilidades relativas sdo fungdes

ndo lineares das poro pressdes e das saturacdes. Desconsiderando as derivadas

dessas parcelas em relacdo as incognitas do problema obtém-se, do sistema de

equacgoes (3.52):
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Anadlise néo linear

K L L 6t+At i+1

c

L an +At9Hnw Onw _Atean _in 6t+Atpln;1 =

L, G, +A©GH, O, —AOM , - P, 6[+Alsl‘:~1
t+AtFl(u pnw, s )
Att+At i ( ,an,SW, )

P nw

A HNFI (ll pnw’ w2 )

(3.54)

Onde:
= [B"D,BdQ
Q

L= jBTmdiQ—jBTDT%NPdQ
Q

N

_ Ol m
L, _ipcB [m D, o JdiQ

N

S
L, =| N/ = im’ —LmTDT BdQ
o " B 3K

J. NT ( nw)[ _%mTDTdeQ

j (VN ) k—VN dQ
u,B,

(3.55)

Q
j(VN ) k VN, dQ)
Q

u annw

G, =[N =S )(A=0_ 1 rp N 40
"o " B K, 9k 7 ,

w S

_ T Snw (l_d)) 1 T
an_jQN{an g™ Dm | N, d0

N

rl_ ¢
:J-QNP —B—:|diQ

w

_[NT[- 2
0,, =[N} B }disz

nw

Ctarla0f 1
Mw - QNP|:¢5(B_W]:|NPCZQ
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Anadlise néo linear

doa( 1
an :J-QNP|:¢§(B_]:|NPdQ

nw

_ T (1_4)) 1 T (l_Snw)
Pw —J.QNP|:pC£K——Em DTm B—W diQ

N

=[N [ 2o m S
o K, 9K B

S nw

Cabe salientar que as matrizes apresentadas acima sao matrizes tangentes.

Para o tratamento das condigdes de contorno essenciais (deslocamentos,
poro pressdes e saturagdes prescritas) utilizou-se o método das penalidades
descrito por Bathe (1982).

Os sistemas de equacdes (3.43) e (3.54) podem ser escritos numa forma

compacta como a equagao de Newton
t+At 8qi+l :t+At [H(qi)—l]t+At Ri (qz) (3.56)
Onde oq ¢ o incremento das variaveis, H a matriz Hessiana e R o vetor dos

gradientes.

No método de Newton a equagdo (3.56) ¢ resolvida calculando-se a matriz
Hessiana exatamente, obtendo-se dessa forma uma convergéncia quadratica. O
calculo exato da matriz Hessiana pode ter um custo computacional elevado,
principalmente em problemas com muitas varidveis. Para contrapor essa
caracteristica os métodos Quase Newton apresentam-se como alternativa. Nesses
métodos, uma aproximagdo da Hessiana, ou de sua inversa, ¢ construida a partir
dos valores dos gradientes ao longo das iteragdes. Esses métodos, dos quais o
BFGS ¢ o mais popular, sdao amplamente utilizados.

O sistema de equagdes (3.54) tem por sua vez, uma matriz ndo simétrica,
devido essa caracteristica, o método BFGS ndo pode ser empregado, dado que a
atualizacdo da inversa da matriz Hessiana no método BFGS, constrdi por

definicdo matrizes simétricas.
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