PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310917/CA

2
Formulagao deterministica para problemas de acoplamento
fluido mecanico

2.1. Introdugao

Apresentam-se nesse capitulo as equacdes fundamentais para descrigdo e
formulagdo deterministica dos problemas de acoplamento fluido mecanico
tratados nesse trabalho. Inicialmente, descrevem-se algumas hipoteses assumidas
para defini¢do do modelo fisico ¢ das equagdes governantes dos problemas.
Posteriormente, as equagdes governantes dos problemas sdo descritas sob a
formulagcdo de elementos finitos e algumas propriedades sobre a discretizagdo

dessas equagdes no dominio do tempo sao apresentadas.

2.2. Modelo fisico

Inicia-se a definicdo do modelo fisico com a exposicao dos conceitos de
média volumétrica e média volumétrica intrinseca. Esses conceitos mostram-se

uteis dada a dificuldade de descricdo dos problemas no nivel microscépico. Um

volume elementar representativo (VER) de volume total V' = Zn V_ ¢ utilizado

para definicdo de média volumétrica. A Figura 2.1 representa um VER, sendo V_
o volume ocupado por uma fase n. A média volumétrica de uma grandeza y para

uma fase m ¢ dada por (2.1)

()= [ e @.1)

E a média volumétrica intrinseca dada por (2.2)

1
=— = 2.2
<X7‘5> VT[ J’anndV <X1‘[> ( )

T


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0310917/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0310917/CA

32
Formulagao deterministica para problemas de acoplamento fluido mecéanico

Comprimento /

Distancia d

Fase molhante Vi
Fase solida Vs

Fase ndo molhante Ve

Figura 2.1 Volume elementar representativo

De acordo com Whitaker (1968) apud Lewis e Schrefler (1998) os resultados
obtidos com o processo da média volumétrica apresentam-se validos quando a

relagdo (2.3) é satisfeita
d<<l<<L (2.3)

Sendo L um comprimento caracteristico associado ao meio poroso numa escala
macroscopica, d um comprimento associado aos poros e / o comprimento
caracteristico do VER. Com essa relacdo satisfeita, espera-se também, que a média
volumétrica seja independente do tempo e da posi¢do no meio poroso.

De maneira geral, os vazios do meio poroso sio preenchidos com fluidos e
uma mistura de ar (vapor d’agua, gas, etc.). Considerando-se a hipotese do meio
poroso estar totalmente preenchido por duas fases de fluido (fase molhante w e

fase ndo molhante nw), o grau de saturagdo de uma fase m ¢ dado pela razio

entre o volume de poros ocupados pelo fluido mt, V_ e o volume total de poros de

um volume elementar representativo, V.

S == (2.4)

Sendo V, =V, +V,, . Dessa maneira S, +S,, =1. Sendo S, o grau de saturagdo

da fase molhante e S, o grau de saturagdo da fase nao molhante.

A porosidade do meio ¢ definida pela razao entre o volume total de poros e

o volume total do VER.
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Vf
o=—L (2.5)

Vv
Prossegue-se a definicdo do modelo fisico pela descrigdo das tensodes.
Assume-se: tragdo positiva, na fase solida ¢, e compressdo positiva para poro
pressdo na fase fluida o ,. Aplicando-se o conceito de média volumétrica

intrinseca podem ser obtidas as tensdes totais médias, ou seja

<0> = %jVodV :é(J‘V?dV +-[V?de

Vg v V[ Vo gg v, Vg v 2.6)
)=t o) et

(o)=0-0)fo.) ol (0.)" +5,(0.)")
6 representa o tensor de tensoes médias da fase m. Para a fase de fluido o tensor

de tensoes € expresso de acordo com (2.7)
6 =T _—mp_ (2.7)
Onde 7 representa as tensdes cisalhantes e m ¢ um vetor contendo valores iguais

a 1 para tensdes normais e 0 para os componentes de tensdo cisalhante.
m={l 1 10 0 of (2.8)

Negligenciando a parcela referente as tensoes de cisalhamento para fluidos, pode-

se escrever (2.9)

(o) =(1=0)(s,) +omls, (p..)" +5,(p.)") 2.9)

Ou ainda:

s

(6)=(1-¢)o,)" +¢m(p”)

(2.10)
<pf>f _ Snw<pnw>nw +SW<PW>W

ro, ~ , 1 . ~
Onde < p’ > ¢ a poro pressao média proveniente das fases molhante e ndo

molhante.
Verifica-se que o tensor das tensdes ¢ dividido em duas componentes: uma
que representa o efeito das poro pressdes e outra que deforma o esqueleto sélido,

tensOes efetivas o¢'.
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(6)=(-¢)s,) +m(p’)’ (2.11)
Omitindo o simbolo <> e representando p’ apenas por p pode-se

descrever o tensor de tensOes totais por (2.12), sendo essa representacao

condizente com a defini¢do de Terzaghi.
6 =¢'-mp (2.12)

As pressdes das fases molhante e ndo molhante sdo relacionadas pela

pressao capilar p, .

Pe=Du =D, (2.13)

A pressao capilar para um meio isotérmico ¢ fun¢do do grau de saturagdo
da fase molhante.

Ap6s a descricdo do modelo fisico assumido para representacdo do meio
poroso, podem ser estabelecidas as equagdes governantes dos problemas de

acoplamento fluido mecanico, tratados nesse trabalho.

2.3.Equacao de equilibrio

Apresentam-se neste item as equagdes que governam o comportamento
mecanico em meios porosos deformaveis.

A equagdo de equilibrio ¢ determinada utilizando-se o principio dos

trabalhos virtuais para problemas quase estaticos, equacdo (2.14). Esta equagdo
relaciona as velocidades das grandezas estéticas reais, como a tensdo total ¢ as

forcas de corpo b e as forgas de superficie t com as grandezas cinemadticas

virtuais como as deformacgoes virtuais 6¢ ¢ os deslocamentos virtuais du.
[ 6dQ—[ou"bdQ—[ou" tar =0 (2.14)
Q Q r

As velocidades das tensdes totais podem ser expressas em termos das velocidades
das tensdes efetivas e das velocidades das poro pressdes. Essa relacdo ¢

demonstrada na equacao (2.15).

6=o'-m (2.15)
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Onde: o' ¢ a velocidade da tensdo efetiva, p a velocidade das poro pressdes.

A descricdo da relagdo constitutiva, em termos de velocidades, pode ser

dada pela equagdo (2.16)

6'=D,(¢e-¢.~¢,—-¢€)+0, (2.16)

Na equagdo (2.16), € representa a velocidade de deformagdo total do esqueleto,

€. a velocidade das deformagdes devido a fluéncia (expressa por uma funcdo de

fluéncia ¢, dependente do nivel e da trajetoria de tensdes), €, a velocidade das

deformacgdes volumétricas (a qual considera a deformabilidade dos graos), €, que

representa outras velocidades de deformacgdo, como as provocadas por fendmenos

térmicos e quimicos e por fim ¢', que representa a velocidade da tensdo efetiva

inicial. A matriz D, ¢ dependente do nivel e da trajetoria de tensdes e varios

modelos constitutivos podem ser utilizados para defini-la.

g = c(c')dr

: p

e —-m-L_ 2.17)
! 3K,

D, =D, (0',¢,8)

Em (2.17), K, representa o modulo volumétrico dos graos.

Omitindo, por simplificacdo, as parcelas €. ¢ €, da equagdo (2.16), a

mesma pode ser escrita como:

L] L] p L]
o=D,e+D m—+¢' (2.18)
T T 3K 0

s

Consequentemente a equagao (2.15) pode ser escrita como:

p '
6:DT8+DTm§+GO—mp (2.19)

N

. . p . (2.20)
6=¢'"+D.m——-m
ey p

s
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Onde é"zDT e+ o', representa a velocidade da tensdo responsdvel por toda
deformacao da fase solida.

Considerando-se a hipdtese de linearidade geométrica pode-se descrever a
relacdo entre velocidades de deslocamentos e velocidades de deformagdes

infinitesimais como a equagao (2.21).
. 1 . .
Ejj :5 Uij+Uji (2.21)
Com as defini¢des apresentadas reescreve-se a equagdo (2.14) da seguinte
maneira:

. . 1 .
%&'D,edQ+ &' D,mp—dQ+ | %" 6',dQ
_[ T E[ T p3K i 0

Q

~[& mpdQ~[6u"bdQ~ [Su” tdr =0
Q Q T

N

(2.22)

2.4. Equacao de fluxo

Inicia-se esse item do trabalho com a descri¢do da equagdo de fluxo para o
caso trifasico, sendo posteriormente apresentadas as equacgdes para 0s casos

particulares de fluxo bifasico e monofasico.

2.4.1. Fluxo trifasico

Descrevem-se neste item as equagdes que governam o fluxo trifasico em
meios porosos.

Em um meio poroso, o fluxo de fluido deve satisfazer a conservaciao de
massa de fluido. Para efetuar o balango de massa de fluido, toma-se como volume

de controle um cubo elementar constituido de material poroso, Figura 2.2
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/

(Pay) (Pdy)

dz P

dy

Figura 2.2 Volume de controle para balan¢o de massa do fluido.

Tomando-se inicialmente o fluxo na diregdo d, através da face d . d_, tem-
se como fluxo de massa de fluido, (pq,),d . d. ¢ (pq,),d.d.. Sendo p e g
densidade do fluido e vazo, respectivamente. Considerando-se que (pg,) seja

uma funcao continua e diferenciavel, pode-se escrever

0
(pqy)Z :(pqy)l + (gqy)dy (2'23)
4

Dessa forma, o fluxo na dire¢ao y gera uma diminuicdo na massa de fluido igual
a:

0
(pqy)Z _(My)l = (gqy)dy (2'24)
4

Adotando-se o mesmo procedimento para as demais dire¢des e fazendo-se o
somatorio das trés parcelas resultantes, obtém-se o balanco de massa de fluido
devido o fluxo, equagdo (2.25)

0
0. OP0) P Ny 4 4. =57 (pg)d,d,d., (2.25)
ox 6)/ Oz ! Y

Podendo-se entdo, representar o balanco de massa de fluido no meio poroso,

equacdo da continuidade, pela equagao (2.26)

V' (pg)d.d.d +%(m”d dd)=0 (2.26)

xyPz xFyz
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V7 (pg)+ms =0

Onde m, representa o incremento de massa de fluido numa parcela infinitesimal
do meio poroso por unidade de tempo.
Tomando-se a equacao de Darcy para representar o fluxo de fluido, pode-se

de uma forma geral expressar a equacao da continuidade por

VLY (p, +p g+ T g, a(i}qﬁ[]z s ]M_/

o alB ) Vel B
2.27)
m —LmTDT e 129 L TDm
3K, K., 9K
Onde:
T, =k b +R, —k"”
(2.28)
R
Bﬂ' Bﬁ

Sendo k a matriz de permeabilidade intrinseca do meio poroso, p a poro pressao

como descrito em (2.10), ¢ a porosidade do meio, g a aceleracdo da gravidade, &
a carga de elevacdo, k,, a permeabilidade relativa, ¢ a viscosidade dindmica, S o
grau de saturagdo, B o fator de varia¢do de volume, R __ o fator de dissolucdo de

gas no liquido, todos referentes a fase 7~ e V o operador de derivacao,

_Jo o ol
o oy o0z

Cabe salientar que a permeabilidade relativa de cada fase ¢ fungdo da
pressdo capilar que por sua vez ¢ fung¢do do grau de saturagdo do meio. Entretanto,
para simplificacdo da notagdo da formulacdo, a permeabilidade relativa de cada
fase sera representada apenas por &,

O fator de variacdo de volume B descreve a razdo entre o volume da fase

7 medido nas condi¢des de pressdo em questdo e o volume medido nas condigdes

Vﬁ

padrao (S7C) B, =

aSTC
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O fator de dissolugdo de gas no liquido R, relaciona o volume de gas

medido nas condigdes padrdo, dissolvido nas condi¢des de pressdo padrio.

VngTC
R =———.
’ V
78TC

¢ 0S,

B

T

J descreve a velocidade de variagdo da saturagao da fase r.

(1 o(R._S
— | — |+t —| =Z representa a velocidade de variacdo da
wﬂat(Bﬂj ¢at( Bfr jj| b ’

densidade de fluido, também da fase .

(mT sj representa a velocidade de variacdo volumétrica do esqueleto

solido.

3K, 9K’

s s

(LmTDT e — mTDTmEJ—(l];—@g.J] determina a velocidade de

variagdo do volume de graos devido as tensdes efetivas.
A partir do caso trifasico obtém-se as equagdes de fluxo particularizadas

para as condig¢des de fluxo bifasico e monofasico.

2.4.2. Fluxo bifasico

Para o caso particular de fluxo de fluido molhante e fluido ndo molhante a

equacdo da continuidade pode ser expressa da seguinte forma

o OS. of 1
—VT[TmV(Pn+Pngh)]+B_ +¢S, —| — +7\‘f‘

o o\ B.
(2.29)
1 c(d=-9) 1 :
m ———m'D, |ge+|————m'D.m =0
K 3K, j ( K, ok H
Com:
T, =k( b j
u,B,
(2.30)
s
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2.4.3. Fluxo monofasico

A equagdo da continuidade para fluxo monofasico de agua ou 6leo pode ser
expressa da seguinte maneira

1 (- 1 .

m’' ——m’'D, |e+ a=9_ - mTDTm+i p

3K K, 9K K

N

(2.31)

N T

-V V(p, +p,gh]=0
Com 7T, =k/pu,.

Nota-se que a variagdo da densidade de fluido nesse caso ¢ representada

¢

por ra p,sendo K o moédulo volumétrico do fluido.

T

2.5. Solugao do problema de valor de contorno

Um problema de valor de contorno requer que suas equagdes sejam
satisfeitas em todos os pontos do dominio (€2) e que suas condi¢des de contorno
sejam satisfeitas no contorno do dominio (I"). Na equacdo (2.22) as condicdes de
contorno sao atendidas naturalmente. Entretanto, na equacao da continuidade, as
condicdes de contorno devem satisfazer o seguinte:

(a) A continuidade do fluxo através do contorno;

-n'T, —g=0 (2.32)
Onde, n ¢ um vetor unitario na dire¢do da normal a superficie de contorno e g ¢ o
fluxo por unidade de area da superficie de contorno.

(b) As poro pressdes prescritas p”;
p=p" (2.33)
Designando a equacdo da continuidade de A e a condi¢io de contorno

(2.32) de B, é requerida, para o problema de valor de contorno, que se atenda a

seguinte condigdo:
jaTAdQ+IbTBdF:0 (2.34)
Q r

Na equagdo (2.34) a e b representam funcdes arbitrarias.
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2.6. Formulagao em elementos finitos

Apresenta-se nesse item do trabalho, a formulacdo em elementos finitos das
equacdes que descrevem o fluxo monofasico e o fluxo bifasico, em problemas de

acoplamento fluido mecanico. As equacdes sdo descritas num dominio

Q < R’com um contorno I" para um tempo t €[0,T].

2.6.1. Acoplamento fluido mecéanico com fluxo monofasico

2.6.1.1. Formulagao em elementos finitos das equacoes
governantes

Considerando-se a hipdtese de fluxo monofasico a equacdo (2.34)

apresenta em A a segunda derivada da parcela (p” +p, gh) De acordo com

Lewis e Scherefer (1998), é necessaria uma distribuicdo suave no espaco dessa
parcela devido a integragcdo. Em ordem dessa limitagdo, pode-se escrever a parcela
com derivada segunda da equacdo (2.34) sob uma forma fraca, utilizando-se o

teorema de Green, descrito a seguir:
0 0
[6 2 a0 =~[Lyicr+ [ gym,ar (235)
5 Ox 5 Ox v
Onde n_ € o cosseno diretor entre a normal e a diregao x.
Com essas substituigdes efetuadas escreve-se a equagao (2.34) como:

j{aT{[mT —LmTDTJQ (L@—%mTDTm +ij1;}}d§2 +
o 3K, K 9K K

N Vi

j(Va)T LV(p” +p_gh)dQ - (2.36)
Q /uﬂ'

j{aTnT LV(p” +p,gh)+b'n’ LV(p” +p_gh)+ qu}dl" =0
r /’lﬂ /’lir

Pode-se assumir que b=-a, dado que essas sdao fungdes arbitrarias.

Assim escreve-se a equagao (2.36) como:
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j{a{(m —LmTDTjs [(1 D _ lzmTDTm+i];.9}}dQ+
) 3K, K, 9K K,

J.(Va)T LV(p” + p_gh)dQ +J.aqul“ =0
Q r

V4

(2.37)

Aplicando-se agora o método dos elementos finitos nas equagdes (2.21) e
(2.37), em termos de deslocamentos e poro pressoes (incdgnitas do problema),
utilizando-se as transformacdes apresentadas em (2.38) e representando o vetor de
poro pressdes simplesmente por p determinam-se as equacdes de equilibrio e

fluxo monofasico segundo o método de elementos finitos.

u=Nu
¢=Bu’ (2.38)
p=N,p’

N, e N, sdo respectivamente, as fungdes de forma para deslocamentos e poro

pressdes, B ¢é a matriz de compatibilidade que relaciona deslocamentos e
deformacdes e o simbolo (.)* faz referéncia ao ponto nodal. Assim, a equacao

(2.22) ¢ descrita por

{jBDBdQ jBT Ndep +jBD Ndep}
dt 3K

dt
- (2.39)

su’ s [N @dsujNg ﬂdr—jBT&arQ =0

IRl A L
E a equagdo (2.37) como

J.(Va)TLVNPde* +IaT m’ —LmTD BdeL-i‘

Q Mn Q 3Ks dt

[a w—%mTDTm+i dedL+ (2.40)

Tk Tk K. d

[a"v" LVpngth+J‘aquF =0
r

Q m
O método de Galerkin pode ser aplicado na equacao (2.40), dessa maneira

substituem-se as fun¢des a pelas fungdes de forma N, ou N .
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j(VN 7 K oN ,dOp’ +jN (m —LmTD JBdQ%

TC

ijT(K; 9[1(2‘“ D m+—jN a0 P (2.41)
Q s

[N,V LVpﬁghdg)+ijquzr =0
H r

g

2.6.2. Acoplamento fluido mecanico com fluxo bifasico

2.6.2.1. Formulagao em elementos finitos das equagoes
governantes

A partir da equagdo (2.10), a velocidade de p pode ser expressa da seguinte
forma
p = SW pw + SW pw+ Snw pnw + Snw pnw (242)

Considerando a defini¢ao de pressao capilar e assumindo como varidveis do
problema de fluxo bifasico a pressao de fluido da fase ndo molhante e o grau de

saturacao da fase molhante, escreve-se

P=Pn=S,P.+S,P. (243)
Com essas consideragdes, descrevem-se a partir de (2.21) e (2.29) a
equagdes de equilibrio e a equacao de fluxo bifasico. A equacao de equilibrio sob

formulacgdo de elementos finitos ¢ dada por (2.44)

su’ jBDBdQ j(1 5,08 m-p, ™ N a0
T3K, dt
as’
+su"{[p.B"| m-D, W
u {E[pc (m T3Ksj P dt }

~su’{[B’|m-D, ™ N a%Pe-
Q 3K dr

(2.44)

N

_Su {jNT@dQ [N Ao IBTdGOdQ} 0
d di di

As transformacdes utilizadas sdo as apresentadas em (2.38) e o simbolo (.)* faz

referéncia ao ponto nodal.
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A equacgdo de fluxo para fase nao molhante pode ser expressa como

. * ¢ as, a1
“VIk—m (" + m)-———+-¢S, — "
[ (pnw pﬂwg )] B at (I) v at(anJ

nw nw nw

S [ T 1 T : (1-9) 1 T dP*~
e m ——m' D e=(1-5 —————m' D.m |—& |+
( 3K T] ( )( X oK mi- (2.45)

S s N

Snw (1—(1)) _ 1 5 mTDTm dpnw _pc (1_¢) _ 1 . mTDTm dsw — 0
B K, 9K’ d K, 9K’ di

S S

nw

Utilizando-se a condi¢do apresentada em (2.34) para solugdo do problema de
valor de contorno e o teorema de Green para descrever a parcela com derivada
segunda, reescreve-se (2.45), eliminando o simbolo (.)* por simplificacdo da
nota¢do, como

IaT _ias_w_d)swg 1 dO +
Q B, ot ot\ B

nw

jaT S mT—LmTDT g [tdQ+
Q |'B i 3K |

nw N

&

jaT Snw (1_¢) _ 1 - mTDTm dpnw -p. dSw _(l_Snw)dpc dO +
@ B, | K, 9K dr dr dr .46

nw s N

T kmw
[ (va) {k—BWpW +p,,8h) [dQ -

nw nw

r nw nw

[ {afnf[kk’—"gvmnw + p,,wgh)]}dr -

J.{anT[kMV(pnw + pnwgh)] +qunw}dF = 0
r “annw

Fazendo-se b=-a e utilizando as transformag¢des apresentadas em (2.38), a
equacdo para o fluxo da fase ndo molhante sob formulagdo de elementos finitos é

descrita por
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T (I) aSw T a 1
[N —B—}Nl,dﬂ?— J‘QN{(i)ELB—WHNPdQSW -

nw nw

J.NT (1 Snw) (1 (I)) lzmTDT Snw N depc
Q 7 K 9K B dt

s nw

jN,fi m’ ———m'D, B
o "B 3K dt

nw

C (a-¢) 1 S ds. (2.47)
Nl p. a-9 ———m'D,m |~ L
I Pp{ K, o9k 7 ]B } "

s

N

nw

INT Snw (l_d))_ lzmTDTm N depnw
o g | K. 9K’ dt

N

k, k,
j(VN ) k—""_VN dQp,, ~ j(VN )k —m 2V, p,,ghdO~
J.N qHWdF 0

A equagdo para saturacdo da fase molhante ¢ obtida de maneira andloga, sendo

descrita por
16 oS, Jdoa( 1)
_[QNP _B_W:|di97+JQNp|:¢5(B_WJ diQSW—

1-¢) 1 S dp
Nl (1-S ( ———m'D,m [ N dQ—<+
Lz r|¢ )[ K, 9K’ ! JBW P dt

jNT(l_Sﬂw) m’ | m’D, [Bd du
o 3K, dr

‘B

w

[N p, O 1 iy m A=5.) N 408, (2.48)
o r K. 9K’ B P

s w

INT (I_Snw) (1_¢)_ lzmTDTm N dep11w+
o 7| B K, 9K "

w )

k
T rw _
IQ(VNP) k“—BVdiQpnw

w w w w

k
T w
jQ(VNp) k—ILl 2 VN,p, ghdQ - jN q,dl =0

w w

Como se verificou, empregou-se para formulagdo em elementos finitos o
método de Galerkin. Para a equagdo da pressdo a formulagdo de Galerkin ¢

suficiente para se obter uma aproximacao razoavel da solugdo. Entretanto, devido
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as caracteristicas da equagdo da saturacdo (equacdo parabdlica-hiperbolica), a
formulacdo de Galerkin pode se mostrar instavel, apresentando oscilagdes
numéricas em problemas que apresentam grandes velocidades. De acordo com
Brooks e Hughes (1982), para que essas possiveis oscilagdes ndo ocorram
empregam-se métodos que utilizam uma formulagdo estabilizada, refina-se a
malha de elementos finitos ou se controlam os incrementos de tempo.

Para formulagdo estabilizada, geralmente utilizam-se métodos da familia
Petrov-Galerkin. Dentre esses se destaca o método SUPG (Streamline
Upwind/Petrov-Galerkin), apresentado numa série de trabalhos desenvolvidos por
Hughes e outros, se destacando os trabalhos que apresentam a generalizagdao do
SUPG, Hughes e Mallet (1986) e onde se demonstra a convergéncia do método,
Hughes et al (1987).

No presente estudo, para se evitar possiveis oscilagdes se utilizara malhas

suficientemente refinadas ou incrementos de tempo pequenos.

2.7.Discretizagao no tempo

Para solu¢do do problema de valor inicial , Lewis e Schrefler (1998),

sugerem a utilizagdo de um esquema em diferengas finitas. Sendo q ={u p}’

para fluxo monofésico, q={u p,, S,}’ para fluxo bifasico e

t+0 o
q=(""q-"'q)/Ar. Utiliza-se o método trapezoidal generalizado para

discretizacdo no dominio do tempo, assim:
t+9q — (1 _ H)Zq +0t+Atq (2.49)

Onde Ar é o tamanho do passo de tempo, 'q e “*q correspondem ao

vetor q nos instantes ¢ e ¢+ At respectivamente € € ¢ um parametro de

integragao limitado por 0<6<1.

2.7.1. Propriedades numéricas da discretizagao no tempo

A escolha do parametro de integracio € deve ser tal que garanta as

condicdes de consisténcia e estabilidade da solucdo. Faz-se a seguir, de acordo
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com Hughes (1977), um estudo sobre esse parametro para um problema quase

estatico ndo linear, descrito de forma compacta pela equagao seguinte.

t+6

t+0 A(e) X+t+6 B(e)t+6 X:t+e C (2.50)
A e B sdo matrizes de coeficientes ¢ X um vetor de incognitas. Assumi-se

que a solugdo da equacgdo (2.50) pode ser dada por

l+¢9X :‘|]t+9y (2.51)
t+6 o t+0 o
X=y y (2.52)

Sendo y. =e’ s =constante e um conjunto de autovetores da matriz
y i Eiag |

“ A7’ B . Substituindo X ¢ X dados em (2.51) e (2.52) na equagio (2.50) ¢ a

premultiplicando por y' , tem-se:

t+0

\I’T t+0 A(H)\I’ y+ \I’T t+9B(9)\II l+9y — \I’T t+6’c (2.53)
A partir da equagdo (2.53) pode-se representar o problema, para um grau de

liberdade, da seguinte maneira

t+6 o
y_+t+02/(t+0X')t+9yl=t+9ml (2.54)
Onde "\ é o maior autovalor da matriz “* A™'"* B . Descrevendo-se (2.54) sob

a forma sugerida no item referente a discretizagdo no tempo, tem-se

. t+AL ot
t+0yi :(l_e)tyl +0t+At i e y[ — ( .);; yz) (255)
t

ApOs essas consideracdes, a seguinte forma de recorréncia pode ser escrita

(1_ t+60
t+At ; :1 l(j_ Af;ﬁzl ityi + (1 _ e)tmi +H[+Atmi (256)

Para estabilidade da solugdo ¢ requerido que

1--0a|

| 1eA0"2 | 2.57)

Para 6 >0,5 o algoritmo de integra¢ao ¢ incondicionalmente estavel, tanto para
problemas lineares quanto para ndo lineares. Para € =0,5 tem-se precisdo de

segunda ordem. No caso de 6<0,5, o algoritmo em questio ¢

incondicionalmente estavel se
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TOANE < ———
(1-26)

A partir dessas observacdes sera utilizado nesse trabalho 8=0,5.

48

(2.58)
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