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3
Elementos de Placa adotados para Analise

O presente capitulo apresenta os elementos testados, para a andlise de
flambagem, e suas respectivas propriedades relevantes que ajudaram na escolha do
elemento satisfatorio. Os elementos podem ter trés ou quatro graus de liberdade
por n6. Além disso foram elaboradas duas familias de funcoes, uma envolvendo
fungoes trigonométricas e outras apenas polinomiais, com o intuito de melhor
aproximar o que acontece no interior da placa. Outro item importante a ser citado
refere-se as fungoes responsaveis pelos deslocamentos no contorno da placa sendo,
também, arbitrados dois tipos de funcoes e feitas as devidas conclusoes sobre elas.

Finalmente, é abordada a implementacao computacional elaborada para
analise dos calculos, incluindo uma breve citagao sobre como generalizar a uma

malha de elementos finitos.

3.1
Elemento Retangular

O elemento finito primeiramente utilizado para o estudo de flexao em placas
foi o retangular. Este elemento constitui-se de quatro nés sendo que cada no6
possui trés graus de liberdade compostos por duas rotacoes da placa e uma
translagao como ilustra a Figura3.1. Além disso, £ e n representam as coordenadas
normalizadas paralelas a x e y, respectivamente. Este elemento foi desenvolvido
por Melosh, Zienkiewicz e Cheung enomeado de “ Retangulo MZC ” [].

Os deslocamentos nodais na forma vetorial sao representados por:

ow; Ow; .
q; {%17 qi2, qz3} {wl7 ay ) ax } (Z ) 27 37 ) (3 1)

Os sub-indices do vetor variam conforme as seguintes relagoes: i; = 3i —
2

negativo devido ao sentido de rotacao nodal g;3.

, 19 = 31 — 1 e 13 = 3i. Nota-se que o sinal do terceiro elemento do vetor é
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y.n=y/b
3
2b X, éi=x/a
2
Figura 3.1: Retangulo MZC
7l
As acoes nodais correspondentes aos deslocamentos sao:
pi = {pi1, Piz, iz} = {Pzi> Mai, Myi} (1=1,2,3,4) (3-2)

A funcao de deslocamento geral para o elemento MZC, de acordo com o

triangulo de Pascal e adotando uma variacao quartica, possui a seguinte forma:

w (€,m) = 1 + o€ + c3n + ca€? + esén + con® + 1€ + €’
N+ coén® + cron® + c1n&n + ciaén®  (3-3)

Assim como ilustra a figura 3.1, substitui-se &, n pelas seguintes relagoes:
z y
=z =2 3-4
E=— 0=y (3-4)
O vetor de fungoes de interpolacao para os deslocamentos nodais, utilizados

para representar cada grau de liberdade da placa, podem ser expressos, respecti-

vamente, por:

fi=| fo fo fs] (3-5)

fi1 = %(14'50) (1+mo) (24'50—1‘770—52—772) (3-6a)
fir = =g (14 &) (1= o) (14 mo)° (3-6b)

fis = 506 (1 = &) (1+ 1) (1+ &)’ (3-60)

Para as coordenadas paramétricas iniciais, deve-se levar em consideracao as
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seguintes relagoes3-7 e a tabela 3.1, conforme Ref [7].

So=8&E mo=mn (i=1,234) (3-7)

if1]2]3]4
G111
m -1 -1]1]1

Tabela 3.1: Tabela de valores para &; e 7; iniciais

Para se obter a matriz de transformagao, deformacao-deslocamento como foi
citado em [7], tem-se o operador diferencial generalizado d que, pré-multiplicado

por f;, resulta na equacao 3-8:

82 82 282 fil,xx fiQ,xx fi3,xz
d= dx?’ 0y?’ Oxdxy Bi=dfi=| fiogw fow fiw (3-8)
2fil,xy 2f1'2,my 2fi3,zy

A matriz de rigidez elastica é obtida através da seguinte expressao3-9:

1 1
K= / BTEBdA = ab / / BTYEBdédn (3-9)
-1J-1
A

As cargas nodais equivalentes sdo obtidas de forma similar & matriz de
rigidez, porém agora deve-se considerar a carga transversal da placa com a

seguinte igualdade:

1
Dy = / FTb.dA =ab | fTb.dedn
—1
A

po = { BTE¢ydA = ab [*, [*| BT E¢ydédn (3-10)

Além do elemento quadrangular com trés graus de liberdade por né, Bogner,
Fox e Schmit [7] introduziram o elemento da Figura3.2 (Retangulo BFS) com a
adicao, em cada n6, de um grau de liberdade correspondente a derivada mista do
deslocamento a distorgao.

Os deslocamentos nodais para este tipo de elemento sao representados pelo

seguinte vetor:

oy’ Ox’ 0x0y

¢ = {4in; Giz; Gis, Gia } = {w } (i=1,2,3,4)  (3-11)

O vetor de deslocamento nodal é definido com o uso das seguintes variacoes

parai:i; = 4i—3, 19 = 4i—2, i3 = 4i—1 e iy = 4i. As a¢Oes nodais correspondentes
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y;n=y/b
3
Tw
b
2 X, &=x/a
Figura 3.2: Retangulo BFS
I71.
aos deslocamentos estao representadas na equacaol3-12.
Pi = {Pi1, Piz; Dis; Pia} = {Pzi> Mai, Myivayi} (i=1,2,3,4) (3-12)

A funcao cubica de deslocamento para os dezesseis termos polinomiais do
elemento BFS (quatro graus de liberdade por no) é representada pela seguinte

Equagao 3-13

W = C1 + T + 631’2 + c4x3 + 5y + cery + c7x2y + ch3y + 09y2 + clong

+ e 22y? + c1o2®y? + sy + cury® + ey + crea’y? (3-13)

Da mesma forma que para o elemento da figura3.1, a matriz de transforma-
¢ao deslocamento-deformacao deste é representada pela matriz3-14/que diferencia

pela adicao de uma coluna na matriz.

fil,mz fiQ,zz fi3,zz fi4,zz
Bi=dfi= | fay fow fow  faw (3-14)
2fi1,xy 2fi27xy 2fi3,xy 2fi4,xy

Para a elaboracao da modelagem numérica utiliza-se as seguintes funcoes

de forma como indicada na Tabela3.2. [7].
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f; J f;
(1-32+28)(1 =3 +21%) | 9 (3% —26°) (3% — 21°)
(1-38+28)(n—20" +n)b |10 | —(36? —2&°) (> — )b

—(£ =28 +&)(1 = 3>+ 21)a | 11 (& = &)(3n* = 2n°)a
(=282 +&)(n—2n"+n’)ab | 12 (& —&)° —n*)ab

)
(3% —287)(1 = 3n° + 21%) 13 | (1-38428)(3n* — 21°)
(36 —28%)(n — 2 + )b 14 | —(1 =38 +28) (" —n°)b
(& = &) (1= 3n* +2n°)a 15 | —(£—282+&)(3n* — 21°)a
—(& =) -2 +n’)ab |16 | —(£—28+&°)(n* —n’)ab

Tabela 3.2: Fung¢oes de Forma Convencionais para a Placa da Figural3.2

7]

DI |OCU | W [N~

A formulacao das tensoes generalizadas para o retangulo BES é semelhante a
obtida para o retangulo MZC. Entretanto, a rigidez e as cargas nodais equivalentes
devem ser obtidas, também, através das equacoes3-6 e [3-7 mudando-se, apenas,

o intervalo de integracao pelo motivo da alteracao do eixo de origem.

3.2
Funcdes Adicionais Internas

As funcoes adicionais internas foram geradas para permitir um refinamento
hierdrquico sem afetar as condicoes de contorno essenciais do elemento como: os
deslocamentos e rotagoes nodais. A seguir, serao apresentadas as funcoes trigono-
métricas e polinomiais, utilizadas para o problema de flambagem e vibragao em

placas

3.2.1
Funcdo Adicional Interna Trigonométrica

Para a deducao da funcao adicional trigonométrica de uma placa, pode-se
partir do elemento finito de viga [15] sendo que a expressao final para uma placa
é obtida pela multiplicacao de fun¢oes de duas vigas em diregoes @&, y).

Os parametros que definem uma funcao de interpolacao numa estrutura sao
os graus de liberdade, sendo a viga composta por dois graus de liberdade por né
sendo, estes, dois deslocamentos (wy, wy) e duas rotagdes (01, 65).

Assim, como esté relatado em diversos livros [[5, 9], foi adotada uma fungao
basica polinomial de terceiro grau para a viga. Entretanto, como o intuito é reduzir

o erro no resultado final do problema, inserem-se termos adicionais senoidais,
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como mostra a equagao 3-15, onde n venha de 1 atédn,,, o nimero de termos

necessarios para se chegar a um resultado aceitavel.

nm:) (3-15)

Wy, = C1 + C2 + 031:2 + 04173 + sen (—
a

A determinagao das constantes (c1, ca, c3, ¢4) se da através de condigoes
apropriadas de contorno, ou seja, as funcoes e suas tangentes (primeira derivada)
se anulam nos extremos (z=0, z=a) tendo como resultado a seguinte expressao
3-16.

2 3
Wy = (2nm—3sin(nm) + cos(nw)nﬂ)X—Q—(nw—%in(mr) + Cos(mr)mr)x—3
a a
nTx\ nmT
+sen <—) T (316)
a a

Chamando de A, a funcao de viga na direcao x, com o respectivo indice n,:

o IT NxT o ngy x7 3 Ny
A, = — " X+ 2 X (24 (=1)™)— 3 X (14 (—=1)™) + sen( "

Ny TX

) (317)

A funcao para uma viga ao longo do eixo é obtida analogamente a obtida

para o eixo X resultando em:

n NymT o

™ n Ny n N, 7T
Ay = =y (24 (-1 =Ry (L (C)Y) +sen(ZE) (318)

Tendo em vista a obtencao das func¢oes adicionais para a viga nos sentidos
X ey, é possivel chegar a funcao adicional para a placa através da multiplicagao

de A, e A, como mostra a equacao3-19.

A, = AA, (3-19)

3.2.2
Funcdo Adicional Interna Polinomial

A Funcgao Adicional Interna Polinomial'3-20) é deduzida de modo analogo a
Fungao Trigonométrica, porém por conveniéncia coordenadas adimensionaisé e

71 sao utilizadas.

w=c + 025 + Cg£2 + C4£3 + fn (3—20)

Para a determinagao das constantes ¢; (i=1..4) considera-se que os parame-
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tros (£ e 1) se anulam nos extremos £, =1 e £, = —1 resultando em:
1 1 1 1
y = —— - _1 (14n) - - _1 n
w 5 2( ) +4n+4( )+
3 3 1 1 1 1
2 (=1 - (-1 (n+1) - (=1 (n+1) 2
<4+4( )+4n+4( ) n ) €+ 4n—|—4( ) n ) €

1 1 1 1
- = (=1 (n+1) Z(=1)" 3 n
+(4 4n+4( ) n+4( )'n ) & +¢

(3-21)

Para tornar a equacgao 3-21 em funcao de x e y, é necesséria a substituicao

pela igualdade [3-22.

2
e=2 1 n=n, (3-22)
a
Para obter a mesma equacaol3-21, em funcao de y, é s6 fazer as seguintes
mudancas:
E=n a=b x=y n=n,
3.23

Comparacio entre Funcdes Adicionais Internas

Ha vantagens e desvantagens a serem comentadas a respeito das funcoes
adicionais internas.

Da teoria de séries de Fourier, sabe-se das propriedades de convergéncia
superiores das fungoes trigonométricas.

Ja as fungoes polinomiais, no programa, reduzem substancialmente o tempo
de simulacao permitindo, assim, adicionar maior nimero de funcoes. Um dos
motivos, que o torna mais agil, é o fato de que a obtencao das derivadas e integrais
de funcoes polinomiais é bem mais rapida que no caso das trigonométricas, em
particular para um programa como o Maple.

Um dos maiores problemas ao se usar funcoes polinomiais foi o fato de
que seu nimero fica limitado, pois ocorre deterioracao nos resultados com o
aumento de n, devido ao fato de nao se ter adotado funcoes ortogonais. Esta
limitacao também ocorre no uso das fun¢oes trigonométricas, mas de forma menos

acentuada.
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33
Funcdes Adicionais Externas ou de Lado

Neste caso, adotam-se fungoes A, e A,, como no caso das funcoes internas
com a diferenca de que sao multiplicadas por funcoes unitarias em cada um dos

eixos respectivos. A figural3.3 mostra a fungao para o lado unindo os nés 3 e 4.

Ac’y

N~ ———— @ —@
I\ 1 4 3
[
VA
N
N
B
A
\\\
\
N
\ 1, X
\\
AR
AN
N
Y
A\
A
A
\
\‘1 2‘
(-a,-b) (a.-b)

Figura 3.3: Exemplo de funcao de lado.

As funcoes lineares sao, portanto:

1 1 1 1
Ly =——y+ ~ Ly = —1y+ = -2
1 T 2= Y+ 3 (3-23a)
1 1 1 1
L= ——x+ = L= —x+= -
”l 2ax + 5 Y2 2ax + 5 (3-23Db)

As fungoes ctbicas adotadas sao as funcoes de forma de uma viga (figura

3.4), 13-24al e 13-24b como citado em diversas referéncias, por exemplo, [L5, [7].

32 223 202 g3
3x2 213 x? a8
3 a? a3 4 a + a? ( )

W, ” W

Substituindo “z” por “y” e “a” por “b” tem-se as fungoes 3-24b em funcao

de y, completando, assim, as funcoes para placa.
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Figura 3.4: Viga com quatro graus de liberdade.

3.4
Implementacdo Computacional

A implementagao computacional desenvolvida para o presente trabalho,
cuja linguagem utilizada é o Maple 9, é aplicivel a andlise de placas delgadas
com tensoes normais ou tangenciais produzidas por carga normal ou cisalhante
aplicada na espessura da placa como mostra a figural3.5. O programa permite a
obtencao das cargas criticas de famblagem, freqiiéncias, modos de flambagem e
vibragao. Seu funcionamento ocorre com a utilizagdo de trés matrizes basicas que

sao as matrizes de massa, rigidez geométrica e rigidez elastica.

i
x

Nx
Nxy

Figura 3.5: Forgas aplicadas na Placa (de 9]).

y

A seguir serao apresentados os passos de calculo efetuados para a resolugao

do problema. Além disso, vale a pena destacar o Apéndice B que contém trechos
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do programa feito em Maple 9.

34.1

Passos para a seqiiéncia operacional

10.

11.

Os passos operacionais do programa sao os seguintes:

. Entrada de dados referentes ao material, geometria e carregamento da

estrutura;

Informar o nimero de funcoes adicionais internas e de contorno, além de

impor as condi¢oes de apoio;

Calculo da submatriz de massa, rigidez geométrica e rigidez elastica a partir

do uso das funcoes de forma para elementos de placa;
Obtencao das submatrizes com a utilizagao das fungoes adicionais internas;
Calculo das submatrizes para as funcoes adicionais de contorno do elemento;

Calculo das submatrizes de massa, rigidez geométrica e rigidez elas-
tica(funcoes de forma e adicional interna, fungdes de forma e adicional de

contorno e fungao adicional interna com a de contorno);
Concatenam-se as submatrizes para chegar as matrizes finais;

Obtencao dos autovalores A\p a partir das matrizes de rigidez elastica e de

massa COINOo:

{{Kg] + Ap[Ku]} = {0} (3-25)
Obtencao dos modos de vibracao da estrutura;

Calculo do autovalor .. a partir das matrizes de rigidez elastica e rigidez

geométrica através da seguinte equacao:

{[KE] + Aer[Kc]} = {0} (3-26)

Obtencao da configuracdo de flambagem através do célculo do autovetor

correspondente ao Acr calculado [10];

Caso seja considerado um material nao-linear como o concreto armado,

deve-se repetir os passos (de 2 ao 11) para obter redu¢do do material como sera

discutido no Capfitulo 4.
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3.4.2
Elemento isolado de placa

Para avaliacao do desempenho do elemento, optou-se pelo uso do elemento
isolado, e nao uma malha de elementos finitos. Isto trouxe a reducao do tempo
de simulagao do programa e permitiu melhor compreensao das qualidades e defi-
ciéncias da formulacdo. E claro que uma malha de elementos finitos discretizaria
melhor o problema de flambagem, principalmente, pela livre escolha de um “lu-
gar” na estrutura em que esta malha poderia ser refinada para gerar um resultado
com uma aproximacao mais convergente. Mas, ao testar as funcoes, observa-se um
bom resultado final para o estudo de flambagem e das duas primeiras freqiiéncias.

As funcoes adicionais, internas e de contorno, utilizadas para a anélise do
problema apresentam a configuracao grafica, ilustradas pelas figuras3.6/ e 3.7,

respectivamente.

Figura 3.6: Grafico representativo da fungao interna.
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77/
7]
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77
o

)

Figura 3.7: Grafico representativo da funcao de lado.

Vale a pena ressaltar que a configuracao grafica, da variacdo interna da

placa, possui o seguintes dados:
nA, =3 nA, =3 nAz, =nA;nA, =9.

Para a configuracao de variagao no contorno da placa, os dados inseridos

foram:
nlLy, =2 nl, =2 nAgy = 4nL, + 4nL, = 16.

Onde:

— nAz,nA,: Nimero de funcoes adicionais internas da placa;

— nAgy,: Namero de fungoes internas da placa;

nL;,nL,: Namero de funcoes adicionais no contorno da placa;

— nLg,: Soma do nimero de func¢oes (4 fungdes) que representam cada lado

da placa.

Para formulacao de um elemento nao-retangular, poder-se-ia seguir o proce-
dimento paramétrico usual conforme mostrado na figura3.8. Vale a pena destacar
apenas o elemento retangular implementado neste trabalho. No elemento para-

métrico, as coordenadas x e y sao definidas através das seguintes expressoes:
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=-1 (=-112 =12 =
4

,,,,,,,,,

|
,,,,,,,,

50

b)

Figura 3.8: a) Elemento isoparamétrico no espago x,y. b) Elemento isoparamétrico

no plano.

Para o elemento individual temos as seguintes fungoes de forma:

Ny = (161~ n)
Ny = 3(1+6)(1+7)

M=+ -0 (329)
Ni=g(0-91+n)  (329)

A formulacao matricial para a montagem da matriz de rigidez é:

k] = / / [B)'k[B] t dedy = /_ 11 /_ 11 [B)Tk[B] t Jdédn (3-30)

A matriz B é composta por:

[B] =

Nl,x N?,x
Nl,y N2,y N3,y N4,y

Nao Nig
e ] (3-31)

A matriz Jacobiana da transformada de primeira ordem,que ird somar a

quantidade elementos discretizados na estrutura, é representada por:

[J]le’5 y,g]:[g—g %]:[ZNi,ngi ZM,&%]

gz Oy
on On

oz
_ ot
oz

an

Tm Yn

Z Ni,n»’l?i E Ni,nyi

>3 ]
7
(3-32)

A inversa da matriz Jacobiana (/') transforma derivadas paramétricas em

derivadas cartesianas.

Apos feito isso, é s6 seguir os passos de calculos ja citados anteriormente.
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