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Resumo

Jarek, Amanda; Silva, Raul Rosas e. Elementos Finitos Enriquecidos
para Flambagem e Vibração de Placas. Rio de Janeiro, 2007. 120p.
Dissertação de Mestrado � Departamento de Engenharia Civil, Pontifícia
Universidade Católica do Rio de Janeiro.
O presente trabalho avalia a utilização de elementos enriquecidos para ob-

tenção de cargas críticas, freqüências de vibração e seus respectivos modos de
peças estruturais bidimensionais (�exão de placas retangulares sujeitas a compres-
são em seu plano). O método de aproximação empregado foi o de Rayleigh-Ritz
voltado para o uso de elementos �nitos convencionais enriquecidos com funções
de deslocamentos adicionais internas e de contorno. As funções ditas internas são
desenvolvidas de forma a não envolver deslocamentos e rotações nodais e no con-
torno. Já as funções ditas de contorno são concebidas de forma a envolver apenas
deslocamentos internos e ao longo de um lado apenas, sem deslocamentos gene-
ralizados nodais. Para este estudo foram desenvolvidas duas famílias de funções,
uma com termos adicionais trigonométricos e outra com termos adicionais poli-
nomiais. Para o cálculo de cargas críticas e freqüências são utilizadas as matrizes
de rigidez elástica, rigidez geométrica e de massa, introduzidas em problemas
generalizados de autovalores. Resultados numéricos são obtidos através de proce-
dimentos computacionais utilizando o software Maple. Veri�ca-se que as funções
adicionais trigonométricas, embora mais satisfatórias que as polinomiais quanto à
convergência, exigem maior esforço computacional. São comparados resultados de
elementos para placas esbeltas (teoria de Kirchho�), com três e quatro graus de
liberdade por nó, onde o quarto grau de liberdade corresponde à derivada mista
(torção). Mostra-se que as funções adicionais, não-nodais, requerem o uso do ele-
mento com quatro graus de liberdade por nó, para se ter convergência no cálculo
das cargas críticas e freqüências em situações gerais. Outros exemplos abordam
preliminarmente a inclusão de efeitos de dano e ortotropia no material, visando
a modelagem de lajes comprimidas e pilares com seções retangulares alongadas.
Esta modelagem envolvendo combinação de funções adicionais gerais e elementos
convencionais representa um passo no desenvolvimento de uma técnica aplicável
à combinação de modos globais e localizados de instabilidade.

Palavras�chave
Instabilidade de estruturas; Método dos elementos �nitos; Método de

Rayleigh-Ritz; Flambagem de Placas; Vibração de placas; Modelagem numérica;
Dinâmica de Estruturas.
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Abstract

Jarek, Amanda; Silva, Raul Rosas e. Enriched Finite Elements for
Buckling and Vibration of Shells. Rio de Janeiro, 2007. 120p. MSc.
Dissertation � Departamento de Engenharia Civil, Pontifícia Universidade
Católica do Rio de Janeiro.
The focus of the present work is to developand evaluate enriched elements

used to obtain critical loads, frequencies of vibration and respective modes for
two-dimensional structural components (rectangular plates in bending under in-
plane compressive loading). The Rayleigh-Ritz approximation method has been
employed, directed to the use of conventional �nite elements enriched by internal
and boundary additional displacements functions. The so-called internal func-
tions are do not involve nodal and boundary displacements and rotations. The
boundary functions are conceived to include displacements within the element
and along one side, without involving any generalized nodal displacements. Two
displacement function families were developed, the �rst with trigonometric ad-
ditional terms and the second with polynomial additional terms. Critical loads
and frequencies, and respective modes, are obtained by the use of elastic sti�ness,
geometric, and mass matrices, introduced in generalized eigenvalue problems. Nu-
merical results are obtained by computational procedures using Maple software.
The trigonometric additional functions, in spite of better convergence properties,
demand greater computational e�ort. The basic elements are classical thin plate
elements (Kirchho�'s theory) with three or four degrees of freedom per node,
where the fourth degree of freedom corresponds to the mixed derivative (tor-
sion). The results indicate that non-nodal additional functions require the use of
elements with four freedom degrees by node to obtain convergence of critical loads
and frequencies convergence in general situations. Other examples consist of pre-
liminary approaches to include damage e�ects, in reinforced orthotropic plates,
as modeling columns with wide rectangular sections and compressed slabs. The
use of general additional functions combined with conventional elements repre-
sents a step on the development of a technique applicable to global and localized
instability modes.

Keywords
Instability; Finite elements; Rayleigh-Ritz method; Buckling of plates;

Vibrations of plates; numerical methods; Dynamics.
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Lista de Símbolos

Caracteres Romanos

a −→ Dimensão da placa na direção x

Abx, Aby −→ área da seção transversal de cada barra para os eixos x e y

Asx, Asy −→ Área de armadura por faixa de armadura

Ax, Ay −→ Função adicional interna para a viga

b −→ Dimensão da placa na direção y

bz −→ Carga distribuída na direção z transversal da placa

B −→ Matriz que transforma deformação em deslocamento

cnom −→ Cobrimento nominal da armadura

C −→ Matriz de amortecimento

d −→ Parâmetro nodal dos deslocamentos

dr −→ Vetor de incremento dos deslocamentos nodais

dR −→ Vetor de incremento do carregamento externo

D −→ Rigidez à �exão da placa

Da −→ Matriz constitutiva do aço

Dx, Dy −→ Momento de Inércia por cm de armadura

E −→ Módulo de elasticidade do material

ET −→ Módulo de elasticidade tangente do material

E0, E2 −→ Módulos de elasticidade inicial e �nal para o material
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fi −→ Função de forma i

fi,x, fi,y −→ Derivadas de primeira ordem da função de forma i

fnom −→ Resistência nominal de cálculo à compressão

fck −→ Resistência à compressão do concreto

fi,xx, fi,yy −→ Derivadas de segunda ordem das funções de forma

G −→ Módulo de elasticidade cisalhante do material

hx, hy −→ Altura efetiva entre armaduras na direção x e y

Ix, Iy −→ Momento de inércia nas direções x e y

J −→ Matriz Jacobiana

KE −→ Matriz de Rigidez Elástica

KE2
−→ Matriz de rigidez reduzida devido ao dano do material

KG −→ Matriz de Rigidez Geométrica

KM −→ Matriz de Massa

KT −→ Matriz de rigidez tangente aproximada no nível de cargaλ

Mxi,Myi −→ Momentos nas direções x e y

Mxyi −→ Momento de torção na direção z

nAx, nAy −→ Número de funções adicionais internas da placa

nAxy −→ Número de funções internas da placa

nLx, nLy −→ Número de funções adicionais no contorno da placa

nLxy −→ Soma do número de funções (4 funções) que representam cada lado
da placa.

Nx, Ny −→ Cargas axiais aplicadas à carga

pzi −→ Força na direção z no nó i

Pcr −→ Carga Crítica

Qx, Qy −→ Esforços cortantes nas direções x e y

Rext −→ Cargas externas aplicadas a estrutura
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sx, sy −→ Distância entre as barras na direção x e y

t −→ Espessura da placa

t −→ Espessura da placa

u, v, w −→ Deslocamentos nas direções x, y e z, respectivamente

U −→ Energia de deformação

V −→ Energia potencial total

W −→ Trabalho por unidade de Carga

Caracteres Gregos

εx, εy −→ Deformações na direção x, y

εc −→ Deformação crítica do concreto.

γxy −→ Distorção angular

ξ −→ Coordenada normalizada paralela a x

η −→ Coordenada normalizada paralela a y

ν −→ Coe�ciente de Poisson

Ω −→ Energia de deformação

ρ −→ Densidade do material

λω −→ Parâmetro de freqüência

λcr −→ Parâmetro de carga crítica

σx, σy −→ Tensões normais nas direções x e y

τxy −→ Tensão cisalhante

ρg −→ Raio de giração
∏ −→ Quociente de Rayleigh-Ritz

ω0 −→ Freqüência natural

ω −→ Freqüência de vibração de uma placa

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0510720/CA




